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AVERTISSEMENT. 


La  Societe  suissc  de  Physique  a  pris  Finitiative  de  publier 
3  ceuvres  de  Walther  RITZ,  le  jeune  physicien  mort  le 
juillet  1909,  a  1'ag'e  de  3i  ans. 

Elle  ne  s'est  pas  propose  seulernent,  en  contribuant  a  faire 
muaitre  des  travaux  scientitlques  d'une  rare  beaute,  d'at- 
^er  encore  une  fois  1'attention  des  rnathematiciens  et  des 
lysiciens  sur  Pcx^uvre  d'un  esprit  d'elite.  Mais  elle  est 
mvaincue  qu'en  facilitanl  la  diffusion  d'idees  nouvelles  et 
irdies  elle  favorise  les  progres  de  la  Science.  Beaucoup 
entre  elles,  rneme  celles  qui  ont  des  a  present  prouve  leur 
condite,  ouvrent  des  voies  nouvelles  et  reclament  des  conti- 
lateurs.  Nous  souhaitons  que  cette  publication  (!)contiibue 
les  susciter. 

Mme  Raphael  Ilitz  a  voulu  consacrer  a  la  memoire  de  son 
s  les  somrnes  qui  lui  avaient  ete  allouees  pour  favoriser  ou 
cornpenser  ses  travaux  scientifiques  et  pour  lui  pennettre 
i  prendre  soin  d'une  sante  particulicrernent  precieuse  et 
>ntinuellenierit  menacee. 


AVKRTISSEMENT. 


II  convient  de  ciler  parmi  ceux  qui  ont  ainsi  pris 
cette  publication  : 

Un  groupe  d'amis  anonymes  de  Gcettingue. 

L'lnstitul;  de  France. 

L'Ecole  poly  technique  fedora  le. 

La  Societe  suisse  de  Physique. 


PKEFACK. 


Wallher  Rilz  naquil  le  22  fcvrier  1878  a  Sion  (Yalais). 
Son  pere  elail  Raphael  Ritz,  le  pcinlre  bien  connu  par  ses 
ysages  valaisans,  ses  inlerieurs  eL  ses  scenes  de  la  vie 
pulaire.  Eleve  de  PEcole  de  Dusseldorf,  contemporain  el 
marade  deludes  de  Yaulhier,  de  Roller  el;  de  Boecklin,  il 
lourna  en  i8()5  vivre  en  Valais,  son  pays  natal.  En  187.5, 
epousa  la  fille  de  fingenieur  IN  oerd  linger,  de  Tubingue. 
7.  Rilz  dut  a  son  pere  le  sens  de  la  beaute  de  la  nature, 
connaissance  des  populaUons  du  Valais,  de  leurs  usages, 
leurs  traditions,  de  leurs  legendes.  Toute  sa  vie  il  con- 
rva  un  tres  pro  fond  attacheinent  pour  son  pays  el  aimait 
ns  des  conversations  pieines  de  charine  a  le  faire  connailre 
;es  amis. 

Brillainnient  doue,  Ritz  (it  sans  effort  de  bonnes  eludes  au 
/cee  communal  de  Sion.  11  eul,  Ires  jeune,  avec  la  surete 
:  jug'ement  (jui  presida  plus  lard  au  choix  des  sujels  de  ses 
ivaux,  Tintuition  qu'il  pourrait  faire  des  decouvertes 
icntifiques  et  s^en  onvrit  a  sa  mere  qui  le  comprit. 
En  1897,  il  enlra  a  PEcole  polytechnique  de  Zurich  pour 
>'  preparer  a  la  carrierc  d'in^enieur.  Mais  il  ne  trouva 
jis  les  eludes  techniques  qu'uue  demi-satisfaction.  Son 
prit  epris  d'absolu  s'accommodait  inal  des  demonstrations 
mmaires  a  Tusag'e  des  ingenieurs,  des  comprornis  entre  les 
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solutions  theoriques  et  les  exigences  de  la  vie  reelle.  , 
quand,  en  1900,  une  pleuresie  in  a  I  guerie  rendit  impc 
pour  lui  le  climat  humide  de  Zurich,  alla-t-ilchercher  c 
milieu  scientifique  de  Goettingue  un  regime  intellects 
conform e  a  ses  gouts. 

Son  sejour  a  Goettingue  fut  la  partie  la  plus  heurei 
savie.  Sa  sante  n'etait  pas  encore  assez  compromise 
rempecher  cle  suivre  avec  toute  1'ardeur  de  sa  natur 
seignernent  des  maitres  qu'il  avait  choisis.  Hilbert  et 
surtout  eurent  une  influence  durable  stir  la  formation  < 
esprit.  (Test  Voigt  qui  reQUt  sa  these  sur  la  Theor 
spectres  en  serie,  le  19  decembre  1902.  II  trouva  a  Gcet 
parmi  ses  cornpagnons  d'etude  des  amis  devoues  avec  le 
il  entretint  jusqu'a  sa  inort  un  commerce  dridces  qui 
dant  les  annees  d'eloignernent,  le  maintint  en  contact  i 
mouvement  scientifique. 

11  passa  Fete  de  190?)  a  Leyde,  attire  par  H.-A.  Lor 
deja  preoccupe  des  problernes  electrodynamiques,  pui 
dant  un  sejour  relativernent  court  a  Bonn,  il  eut  la  s?; 
tion  de  decouvrir  lui-meme  une  raie  du  spectre  du  pol; 
que  les  formules  de  sa  these  lui  avaient  fail  prevoir 
tard,  dans  les  mesures  faites  par  d'auti'es,  il  devait  i 
compter  les  succes  de  cette  espece. 

En  novembre  190.3.  il  se  rendit  a  Paris,  ou  il  troi 
accueil  arnica!  aupres  de  A.  (Cotton  qui  lui  ouvrit  son  I 
toire  a  FEcole  Normale  et  qui,  dans  la  suite,  ne  cessa  ( 
teresser  vivement  a  lui.  Mais  le  travail  de  laboratoire 
gait  lemtementa  son  gre  et  lorsque,  faligur  par  une  j 
cle  lutte  contre  les  diflicultes  materielles  de  Texpr 
il  ne  tenait  aucun  resultat  positif,  il  cherchait  a  ci 
rimpression  de  temps  perdu  en  suivant  sans  mesu 
penchant  pour  les  speculations  abstraites. 


PREFACE.  IX 

\  partir  de  Thiver  [90/1,  le  soin  de  sa  sanle  tient  une 
mde  place  dans  sa  vie.  Apres  un  sejour  au  sanatorium 
St.  Blasien,  dans  la  Foret  Noire,  il  put  pendant  quelques 
tiaines  passees  a  Zurich  mener  a  bonne  fin  la  preparation 
s  plaques  photographiques  sensibles  a  rinfra-rougc  a  la- 
bile il  avail  travaille  a  Paris.  Puis  ce  furent  des  sejours 
tapallo,  aux  Mayens  de  Sion.  II  passa  I'hiver  igo5-rgo6  a 
m  ou,  grace  a  la  sollicitude  maternelle  et  a  ^excellence 
climat  valaisan,  il  reunit  les  conditions  de  vie  les  plus 
orables  a  son  retablissement.  Malgre  tout,  cet  hiver  fut 
e  dure  epreuve  pour  lui.  II  y  avail  quelque  chose  de  clou- 
ireusement  tragique  dans  son  cas  :  Fardeur  an  travail 
i  le  devorait  etait  a  la  fois  sa  rneilleure  raison  de  vivre 
de  Tavis  du  medecin,  le  principal  obstacle  a  sa  guerison. 
i  lui  interdit  de  travailler  plus  d'un  quart  d'heure  par 
ir,  prescription  quvil  s'eilbrca  vainement  de  suivre, 
isque  c'est  de  cette  epoque  que  da  tent  ses  idecs  nouvelles 
4  Telectrodynarnique.  Deja  commenc-ait  une  lutte  dans 
uelle  il  hesitasouvenl  entredeux  voies  a  suivre  :  ou  vouloir 
erir  en  sacrifiant  son  travail,  ou  depenser  sans  compter  ce 
i  lui  restait  de  forces  pour  conserver  plus  surement  a  la 
Knee  les  idees  <{tii  hantaient  son  cerveau.  Ce  fnt  la 
ixieme  maniere  qui  l''emporta.  Au  cours  de  I'hiver  suivant 
'il  passa  a  Nice,  il  ecrivait :  «  Vous  m'accorderez  que  je  ne 
is  dans  la  meine  rnesure  (jue  d'aulres  me  reposer  sur 
^enir  comme  devant  compenser  le  present.  11  ne  me  reste 
it-etre  que  pea  dc  temps,  et  je  suis  termement  re  so  hi  a 
?ser  ce  temps  dans  des  milieux  scientifiques  et  intellectuels 
i  seals  peuvent  me  donner  le  contenternent,  le  sentiment 
vivre,  et  sontainsi  peut-etre  une  condition  de  sante?  Cher 
i,  je  ne  puis  esperer  ni  les  joies  de  la  famille  ni  le  bien- 
e  du  vieux  garc;.on  qui  jouit  de  sa  sante;  il  ne  me  reste  que 


la  Science  et  la  vie  intellecluelle;  et  vrairnenl  je  ne  me 
pas  la  force,  pour  un  resultat  incertain,  dc  continuer  a  j 
terrer  ainsi.  »  A  partir  cle  ce  moment  il  n'inlerrompit  { 
le  travail  que  pendant  les  acces  de  fievre  et  les  jou 
d'epuisement  de  plus  en  plus  frequentes.  C'est  a  Nice 
eut  rintuition  geniale  du  mecanisme  electromagnetiqu 
raies  speclrales  par  lequel  il  penetra  plus  profonde 
que  personne  avant  lui  dans  la  connaissance  de  ce  m 
(Tune  merveillcuse  beaute  et  d'une  inimitable  prec 
qu'est  rinterieur  de  TaLome.  Ayant  trouve  au  cours  de 
un  peu  de  repos  a  \Valdkirch,  pres  du  lac  de  Constan 
se  decida  a  retourner  dans  les  centres  de  travail  intelle 
en  Allemagne,  pensant  y  retrouver  le  temps  heureu 
(jcetlingue.  11  passa  I'hiver  1907-1908  a  Tubingue, 
trouva,  avec.  Pamitie  de  F.  Paschen,  Foccasion  d'un  eel 
de  vues  des  plus  feconds.  Lui  soumettant  ses  idees 
riques  sur  les  spectres,  il  recevait  la  primeur  de  me 
qui  apportaient  a  sa  theorie  de  nombreuses  et  eclat 
confirmations. 

Kn  1908,  il  emigra  vers  Goettingue  ou  Tattiraient  la 
souvenirs.  II  eut  la  joie  de  s'y  sentir  compris  par  ceu: 
avaient  etc  ses  maitres  et  de  prendre  nettementconscier 
sacilebrile  naissante.  L'etat  precaire  de  sa  sante  lui  vai 
connaitre  plus  completement  les  amities  qu'il  avait  si 
pirer.  II  eut.  aussi  la  satisfaction  d^achever  la  plupart  de 
vaux  commences,  notamment  son  beau  travail  sur  le  prol 
classiquc  des  plaques  vibrantes.  M.  Henri  Poincare,  lo 
son  passage  a  Goettingue,  demanda  a  le  voir  et  lui  ami 
en  le  felicitant,  rintention  qu'avait  P Academic  des  Sci 
de  lui  decerner  un  prix  en  recompense  de  ses  travau 
prix  Lecomte  lui  a  ete  attribue  apres  sa  mort.  Son 
litation  comme  privat-docent  a  TUniversite  fut  son  d< 


succes.  II  etail  fier  d'etre  adopte  plutol  que  juge  par  un  jury 
comprenant  Hilbert,  le  regrette  Minkowski,  Voigt  et  Runge. 
Son  eleclrodynaruique  est  restee  inachevee.  Au  cours  de  sa 
derniere  inaladie,  1'idee  de  la  tache  a  accomplir  subsiste  et  le 
soutient  jusqu'a  la  fin.  Le  jour  meme  de  sa  rnort,  il  dit  a 
la  soeur  qui  le  veille  :  «  Soignez-moi  bien,  ma  soeur,  il  est 
si  necessaire  que  je  vive  encore  quelques  annees  pour  la 
Science  ». 


Ritz  a  eu  le  sens  ires  net  de  I'iinporlance  relative  des  pro- 
blemcs.  1.1  a  vu  que  Textreme  precision  des  raies  spectralcs 
fait  de  leur  etude  ran  des  inoyens  d'exploration  les  plus 
puissants  des  proprietes  cachees  de  la  matiere.  Dans  sa  these 
il  aborde  cette  etude  par  la  seule  voie  ou  elle  paraissait  alors 
accessible,  par  I'analogie  supposee  avec  les  vibrations  elas- 
tiques.  Cette  tentative,  rnalgre  toiitc  Fingeniosite  inise  a  son 
v  service,  n'a  qu'un  succes  relatif:  elle  conduit  a  des  fonnules 
ineilleures  (jue  celles  de  ses  predecesseurs,  a  noinbre  rgal 
de  constantes.  Mais  il  s'est  rericlu  coinpte  -([n'il  est  impos- 
sible de  croire  a  la  realite  pliysique  des  lois  de  force  coinpli.- 
queesqu'il  avail  irnagineeset  de  la  necessity  dc  les  rernplacer 
par  autre  chose  :  le  pi'obleme  etait  pose  dans  son  esprit. 
II  avail  ele  vivement  frappe  surtout  du  vice  capital  de  loutes 
les  solutions  faisanl  appel  aux  vibrations  elastiques  qui  font 
intervenir  —  lord  Rayleigb  y  avail  deja  insistc  —  le  carre 
de  la  frequence  alors  que  les  lois  experirnentales  s'exprirnent 
au  moyen  de  la  premiere  puissance.  Ce  n'eal  que  cinq 
ans  plus  lard,  a  Nice,  qu'il  enlrevit  pour  la  premiere  Ibis 
Tune  des  parlies  essentielles  de  la  solution  :  la  frequence  du 
mouvement  periodique  d'un  electron  lance  dans  un  champ 
magnetique  s'exprime  par  la  premiere  puissance  du  champ. 


11  restait,  pour  achever  la  construction  d'un  mecanismc 
nant  les  raies  de  Phydrogene,  a  obtenir  des  champs  rn 
tiques  echelonnes  suivant  les  inverses  des  carresdesnoi 
eotiers.  La  premiere  solution  qu'il  donna  alors  etait  loj 
inenL  admissible  rnais  tres  improbable.  Quelques  rnois 
il  la  remplacait  par  unc  autre  d'une  seduisante  simplici 
champ-  est  obtenu  au  moyen  d'elements  rectilignes, 
poses  bout  a  bout,  tous  de  la  ineme  longueur,  et  don 
partie  possede  des  poles  magnetiques  de  rnerne  grar 
taaclis  que  les  autres  sont  a  Tetat  ne Litre.  11  rnontra 
tard  comment  son  modele  electromagnetique  peu 
moyen  de  inodiiications  pen  importantes,  represent 
series  des  metaux  alcalins.  11  faut  a  cet  eftet  fa  ire  qu- 
hypotheses  accessoires  qui  reviennent  a  ajouter  un  trai 
veau  a  1'image  de  la  constitution  intinie  de  1'atome. 
considerait  pas  cctte  derniere  partie  de  son  travail  c 
achevce.  Voici  ce  qu'il  dil  dans  une  lettre  : 

«  Tubingen,  icr  fevr.  1908. 

»  Je  viens  d'envoyer  aux  Annalen  mon  Meinoire  s 
spectres  et  les  champs  atomiques.  Ce  n'est  pas  que  j 
satisfait,  loin  de  la  \  rnais  apres  divers  essais  pour  decou 
nouvelles  relations  numeriques,  ]e  n'ai  pu  que  constat 
mon  ancienne  formule  est  toujours  ce  qu'il  y  a  de  mie 
faudra  des  hypotheses  detaillees  sur  la  structure  des  f 
pour  aller  plus  loin,  et  le  courage  et  les  forces  m'ont  trc 
probleme  peut  d'ailleurs  fort  bien  ne  pas  etre  mur  a  1 
qu'il  est.  » 

Dans  le  Me  moire  en  question  il  donne  aussi,  au  i 
du  meme  mecanisme,  une  nouvelle  theorie  du  phen 


de  Zeeinan.  H.-A.  Lorentz  a  explique  le  premier  la  decom- 
position magnetique  en  triplet  par  le  mouvement  d'un 
electron  sou  mis  a  cles  forces  quasi-elastiques,  mais  on  salt  les 
difficulties  rencontrees  a  etendre  cette  theorie  aux  raies  a 
decomposition  multiple.  La  theorie  electromagnetique  de 
llitz  les  s u i1  in o nte  sans  peine. 

((  Mon  investigation  sur  le  phenomene  de  Zeeman  se 
resume  on  ceci. :  tout  mouvement  periodique  de  la  molecule 
(exemples:  toupie,  pendule,  etc.)  decompose  une  raie  nee 
d  tin  champ  atomiquv  (le  theoreme  ne  s'applique  pas  a  une 
force  elastique,  com  me  la  veut  Lorentz)  en  un  certain 
nombre  de  composantes  ayant  les  polarisations  que  vous 
savez,  et  des  rapports  ratlonncls  entre  les  distances.  La  dis- 
tance maximum  observee  pour  un  triplet  correspond,  dans 

mon  systeme,  a—  =  valeur  cathoclique;  la  valeur  calhodique 

n'est  jatnaisdcpassee.  Chez  Lorentz  les  mernes  faitss'enoncent 
en  disant  qu'il  y  a  des  triplets  inferieurs  et  superieurs  a  cette 
valeur,  mais  que  la  valeur  limite  est  le  double  de  la  valeur 

cathoclique  de  — .  O  passage  du  simple  au  double  de~,  dans 

I'iiiterpretation  des  experiences  faites  jusqu'ici,  est  caracte- 
ristique  de  I'hypothese  d'un  champ  atomique  et  1'enonceque 

tire   cles  experiences   ma   theorie  f  =  —  cathod.  \  me  semble 


m 
e 


preferable  a  celui  de  Lorentz  (  <  2  —  cathod. 

»  J'obtiens  avec  facilite  les  triplets  et  quadruplets  inverses, 
et  les  decompositions  en  i5  lignes,  recemment  observees, 
sont  pour  inoi  un  jeu.  Je  simplifie  la  loi  des  rapports 
rationnels,  la  forme  de  ma  theorie  n'introduisant  que  les 
en  tiers  o,  i,  2,  3,  parfois  4,  tandis  que  Runge  monte 
jusqu'a  21.  » 
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II  reussit,  enfin,  a  rlonner  urie  portee  encore  plus  grande  ti 
idees  sur  1'origine  des  spectres  en  series  en  y  rattachaiit 
une  remarquable  loi  de  combinaison  entre  les  formules  des 
diverses  series  d'un  menae  corps,  donnant  des  series  nouvelles 
sans  1'emploi  d'aucune  constaiite  nouvelle.  11  appliqua  celie 
methode,  dans  le  Memoire  :  Ueber  ein  neues  Gaselz  dcr 
Serienspektren,  a  1'hydrogene,  aux  metaux  alcalins  et 
alcalino-terreux,  au  cuivre  et  a  1'helium  et  Lrouva  dans  les 
spectres  de  ces  corps  une  riche  moisson  de  confirmations.  Les 
nouvelles  raies  non  seriees  recemment  decouvertes  par 
Lenard  dans  les  metaux  alcalins,  entre  aulres,  vinrenl  se 
placer  dans  les  nouvelles  series  ainsi  calculees. 

D'apres  quelques  notes  trouvees  dans  ses  papiers,  nous 
avons  aussi  roconstitue  une  ebauche  de  iheorie  des  speclrt'f? 
de  baitdes,  fondec  sur  1'emploi  d'un  mecauisme  ayant  un« 
proche  parente  avec  celui  des  spectres  en  series.  Nous  y 
avons  ajoute  une  discussion  sur  la  structure  des  handcs 
sugg-eree  par  quelques  notes  de  Ritz  et  des  souvenirs  de 
conversations. 

3.1  s'etait  propose,  des  Tachevement  de  sa  tliese,  de  I'airc 
lui-ineme  des  mesures  spectroscopiques.  C'est  ainsi  qu'il  a 
ete  amene  a  etudier  les  plaques  au  collodion  d'Abney,  sen- 
sibles  a  I'infra-rouge,  que  personne  n'avnit  su  reproduiro. 
Apres  de  nornbreux  tatonnements,  il  a  reussi  a  detertriiat'.r 
les  conditions  de  succes  dc  cette  experience,  puis,  avec  des 
plaques  a  ia  gelatine,  a  depasser  la  limite  de  sensibilite 
atteinte  par  Abney.  La  Note  publiee  par  Ritz  aux  Complex 
Rendus  de  I' Academic,  qui  ne  contient  que  des  indications 
sornmaires  sur  ce  procede,  ne  permet  pas  de  le  rcaliser. 
Nous  avons  pu,  avec  I'aide  de  M.  A.  Cotton,  ex  train;  de  ses 
cahiers  de  laboratoire  une  description  complete  de  la  methode 
de  preparation  qui  lui  a  donne  ce  resultat  remarquable. 


»  La  methode  de  Ritz  se  prele  mieux  au  calcul  num 
rique.  Elle  consisle  a  representer  la  solution  comme  u 
sommede  termes  dune  forme  donnee  affectes  de  coej^ 
dents  indetermines  et  a  determiner  ces  coefficients  par 
melhode  des  moindres  carres. 

»   C'est  une  methode  d'ingenieur;  settlement  Ritz  < 
parvenu  dans  deux  cas,  celui  du  probleme  de  Dirichlet 
celui  de  I' elasticite ,  a  montrer  d'une  faQon  tout  a  ft 
rigoureuse  qu' en  prenant  un  nombre  suffisamm,ent  grai 
de  termes ;  on  peut  approcher  autant  qu'on  le  veut  de 
solution  exacie.  II  a  montre  aussi  quelles  etaient  les  pr 
prietes  analytiques   essentielles  de  cette   solution,   tell 
qu'elles  etaient  dej a  connues  par  la  melhode  de  FredhoU 

»  Les  memes  procedes  de  demonstration  seraient-* 
applicables  a  tous  lesproblernes  analogues  el,  par  exempt 
aux  probl&mes  de  Fourier  ?  Ritz  le  croyait,  je  le  en 
aussi)  mais  le  temps  lui  a  manque  pour  le  verifier.  » 

Les  trois  Memoires  contenant  cette  nouvelle  rnethode 
les  resultats  qu'elle  a  donnes  sont :  1'expose  general  para 
Journal  fur  reine  und  angewandte  Mathematik  et  pi 
sente  plus    tard  comme  these  d'habiiitation,    le  Memoi 
Ueber  eine  neue  Methode  zur  Losung  gewisser  Randwe* 
aufgaben  pr^sente  le  16  mai  1908  k  la  Societe  Royale  d 
Sciences   de   Goettingue  et  le  Memoire,    ecrit    en   janvi 
1909,  sur  la    theorie  des  vibrations  d'une  plaque  carree 
bords  libres,  publie  aux  Annalen  der  Physik.  II  ecrivait 
cours  de  1'execution  de  ce  dernier  travail : 

c<  Goettingue,  i5  decembre  1908. 

cc  La  theorie  des  figures  de  Chladni  va  etre  pour  ma  rc 
thode  une  bonne  occasion  de  montrer  ses  qualites.  Je  trou 


im  resultat  remarquablement  simple:  soil  um(x)  la  defor- 
mation d'une  verge  vibrante  a  extremites  libres  (m^me  har- 
monique),  de  meme  longueur  que  le  cote  de  la  plaque  carree 
vibrante;  eh  bien!  toutes  les  vibrations  de  celle-ci  sont,  a 
quelques  pour  cent  pres,  donnees  par  les  expressions  : 


(a?,  y  paralleles  aux  cotes  du  carre).  J'ai  calcule  pour 
m  =  o,  r,  25  n=.i,  2....  les  approximations  superieures  a 
j^—j  pres,  cela  Concorde  tres  bien  avec  les  experiences  les 
plus  precises  ;  etje  donnerai  pour  la  premiere  fois,  la  serie 
des  figures  exactes  de  Chladni  jusqu'au  3o^me  harmonique  !  ! 
Cela  rn'a  fatigu£,  mais  il  n'y  a  aucun  rapport  entre  la  fatigue 
et  la  celebrite  de  ce  probleme  reste  insoluble  malgre  tant 
d'efforts.  » 

Le  troisifeme  groupe  des  travaux  de  Ritz  a  pour  objet  la 
plus  importante  question,  peut-etre,  de  la  Physique  actuelle: 
les  lois  de  Tl^lectrodynamique  generate  et  de  1'Optique.  II 
s'etait  propose  d'ecrire  d'abord  une  etude  critique  montrant 
1'insuffisance  des  theories  anterieures  et  de  faire  ensuite  la 
synthese  d'une  electrodynamique  nouvelle  comprenant  1'op- 
tique.  La  partie  critique  seule  est  achevee.  C'est  elle  qui  fait 
1'objet  principal  de  Fimportant  Memoire  public  en  fevrier 
1908  aux  Annales  de  Chimie  et  de  Physique  qui  contient  en 
outre,  k  litre  d'acherninement  vers  la  synthese,  la  delimi- 
tation de  Tensemble  des  lois  elementaires  possibles  pour 
Faction  mutuelle  de  deux  electrons.  II  a  donne  un  expose  plus 
condense  de  sa  pensee  aux  Archives  des  Sciences  physiques 
el  naturelles  et  dans  deux  articles  de  Philosophic  scienti- 
fique  :  Du  Rdle  de  I'lSther  en  Physique  et  La  Gravitation 
publics  dans  la  revue  :  Scienlia.  Dans  le  premier  de  ces 
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articles  il  montre  i'impossibilite  de  conserver  le  concef 
ether  malgre  les  services  qu'il  a  rendus.  Mais  la  voie  dar 
laquelle  ii  s'esl  engage  est  toute  differente  de  celle  qu'or 
suivie  Lorentz  et  Einstein.  11  remarque  que  la  M.ecaniqu 
classique  satisfait  au  principe  de  relativild  et  que  la  theori 
de  remission  fondee  sar  elle  est,  en  consequence,  conforme 
ce  principe.  Attribuant  les  phenomenes  electriques  et  lum] 
neux  a  une  energie  projetee  par  1'electron  avec  la  vitesse  d 
la  lumiere  il  peut  conserver  Tuniversalite  du  temps,  ] 
parallelogramme  des  vitesses,  le  solide  invariable  auxque. 
ont  renonce  les  electrodynamiques  rivales.  Dans  sa  theoric 
Faction  elementaire  entre  deux  electrons,  par  un  retot 
imprevu  au  point  de  vue  newtonien  et  a  celui  de  W.  Webei 
ne  depend  que  de  la  distance,  des  vitesses  relatives  et  d< 
accelerations.  Ritz  conserve  la  Constance  de  la  masse,  rei 
dant  les  forces  infinies  pour  la  vitesse  lirnite.  Ce  sont  li  d 
tres  grands  avantages.  Us  sont  lies  au  postulat  de  la  com  mi: 
nication  de  1'heure  par  le  transport  d'horloges  et  non  a 
moyen  de  signaux  electromagnetiques.  Cette  conception  dU 
choses  est-elle  reellement  f^conde?  11  n'a  pu  en  fournir  1 
preuve,  mais  il  avait  la  ferme  conviction  qu'il  y  reussirai 
II  Texprimait  dans  les  lettres  dont  nous  donnons  ici  d< 
extra! ts ;  elles  contiennent  aussi  des  indications  sur  1 
maniere  dont  il  entrevoyait  le  developpernent  ulterieur  de  £ 
theorie : 

«  Waldkirch,  19  aoilt  07. 

<(  L'etude  attentive  de  1'optique  m'a  montre  que  rnes  hyp< 
theses  etaient  insuffisantes  pour  certains  phenomenes  te 
que  1'entratnement  des  ondes  (de  Fizeau) ;  au  lieu  de  laiss* 
mon  (c  emission  »  filer  tout  droit  a  travers  les  corns,  mod 


fiant  lour  nmuveinent  s'ils  sont  electrises,  mais  nVtaiit  pas 
modifieo  olle-moino,  je  vois  qifil  y  a  action  H  reaction;  la 
partie  de  remission  qui  frappo  un  electron  rodivorge  en  nou- 
velle  onde  a  partir  de  eo  centre,  J'ontrovois  encore  hcaucoup 
d'autres  ehoses,  et  en  sommo  une  belle  thcorio  physique. 
Main  rnon  travail  critique  no  rontro  pas  dans,  ce  cadre,  et 
cfailteurs  je  ne  peux  le  laisser  donnir  indeftniment.  Jt1  mo 
suis  dit  qne  ce  s<uit  la  denx  elwses  diHerent«*s  et  me  suis 
decide  a  puhtier  inn  critique  —  d'ahnrd  toute  n«»pfativc  --  do 
la  theorie  de  Lciren!/*,  rrintroduire  rhypothese  do  remission 
seuleiuent  dans  Ic»  hut  do  pouvotr  aj<»uter  la  partie  positive 
de  ma  critique  (qtn  ost  roxprossion  mathematique  la  {ihin 
gc^neratt1  pour  ruction  t»iomontairo  do  deux  Electrons,  ron- 
dant  coui|ite  do  touton  IOH  experiences  electrodynamicjueH  y 
coinpriH  cellos  do  HorU);  j^ncHqtio  senleinenl  les  li^iien  gene- 
rales  de  la  theorie  physique  folio  quo  jc  la  conc;ois ;  el  me 
borne  a  une  recherche  math/'matiquo  critique,  dont  losri'HuI- 
tats  sont  lo  complemi*nl  tndis|>onsahlo  do  la  critique  nega- 
tive, el  (jui  soul  memo  HSHO/.  curtoux,  oux  aussi.  » 

«  Wiildktrch,  17  Sept.  i{)<>7» 

«  *..  Wonu  ich  kitun,  w*mlo  ich  Dir  die  (lorroettirhogen 
rneiner  kritwclion  Arbeit*  llocli  erwurto  ich  h^oiiHtcnH,  clans 
l)u  itig-ehen  wir^t  itiirft  Looturo:  I  Hi*  Kloklnidyniuttik  int 
noch  gaiix  5m  Argon,  «lor  Aether  1st  attfeugohtm  tind  dns 
KrnissioiiHhild  wt«*dt»r  ituf/utM*hiiiou.  I  hi  wirst  neht1!!,  dans  ich 
demselhen  noch  niohl  $01110  <lt*lhiitivo  Ka^Hunggogcthorihaho; 
BO  wit*  ich  es  ini  tCnpfV1  ititlii*  Ut  os  viol  otufaohor  und  hefrie- 
digetidcr,  dunk  dor  Attf«ttlH*  f/rs  Snp^rfH^innnnpHn^ipe^. 
Aher  dtosos  hiilii*  irh  in  tuotnor  kritiNch«kn  Arlmit  nioht  auf- 
geheu  wollen  ttnd  i*s  wur  ttiir  wichtig  /ai  uitti^rsuohon,  wit*  sich 
die  Dinge  mit  und  iihnt*  diest.^  wtchtigi*  Priu^tp 


«  Goettingue,  lundi  de  Pentecote  1908. 

((  Je  vais  main  tenant  revenir  &  Poptique  des  corps  en  j 
vernent,  mais  sans  enthousiasme,  par  acquit  de  consci< 
Je  ne  saurais  douter,  en  effet,  qu'on  ne  viendra  a  mes  i< 
quelle  que  soit  la  perfection  que  je  leur  donne,  qu'exlr 
ment  a  contre-coeur ;  une  conversation  avec  X  apres  I 
coup  d'autres  conversations,  m'en  a  persuade.  Personr 
parvient  a  me  faire  une  objection  valable,  et  j'ai  fait  lai 
lui-meme.  Qa  n'y  fait  rien,  on  trotivc  rnes  idees  «  sch 
lich  ».  Pourtant,  j'ai  trouve  en  dehors  du  crilerium  rel« 
Tinfluence  d'un  aimant  ferme  sur  un  rayon  p  (*)  que 
connaissez,  un  autre  criterium  realisable  au  moyen  des 
santes  installations  de  la  telegraphie  sans  fils.  G'est  1'a 
d'une  antenne  verticale,  rectiligne,  sur  du  fer  ou  sur  un 
de  Braun.  Si  le  resultat  est  negatif,  comme  cela  est  posg 
c'est  Tenterrement  de  la  theorie  de  Maxwell.  Si  no 
faudra  voir  le  detail :  les  choses  pourraient  se  passer  co 
le  veut  Lorentz,  sans  que,  au  reste,  scs  Equations  s 
justes.  En  tous  cas  le  resultat  serait  interessant.  » 

«  Gottingen  17.  XII.  08. 

«  Die  «  Scheusal-Theorie  »  in  den  Annales  de  Chirn 
de  Physique  ist  nicht  wahre  Theorie,  sondern  nur  G< 
beispiel.  An  der  wahren  Theorie, die  unter  grOssten  Scl 
rigkeiten  langsam  wachst,  wirst  Dukautn  etwas  auszus< 
haben,  gesetzt  ich'  erlebe  ihre  Vollendung.  » 


(!)  Deviation  ou  absence  de  deviation  des  rayons  p  par  un  aimant 
ou  un  sol^noide  ferine",  dans  les  diverses  positions  relatives. 


cms  avous  ajoulV*  aux  Iravaux  stir  rKlwtrudvuamMpM*  It* 
:>urs  d'hahililation  qtfii  a  protiowv  It*  :*>  mars  t<jo<| 
;  sa  It^on  inaugural*1.  II  ini  pu  in«,»ltn*  la  <l«*rmt*r«*  main  a 
ixposo  qtfii  avail  rintontion  di*  pul»li«T  H  nou*  avtMt*  dtk 
constit«er<raprt»s  <h»s  hrouiHous.  II  n*a  saus  ilottif  j»*»s  la 
action  do  formt*  cjifil  aurait  sti  hit  donntT,  t*t  tniit  1*1* 
coutic^ut  d\.!ss(*nti<*l  t*st  <l<*ja  «'*noiH*i^  tluun  HI**  iiiili'****  tr«t" 
;.  Mais  nous  avous  rru  tirvoir  li»  ron?4i»rvi*r»  n«*  srrait  r«* 


»n  fran«;ais, 


aval,  sur  (autr«*s  fjin^toiiH  fut'ort*  i|ii«*  ri*lii»M 

t*08  dans  HO«    tVritx,    ilt»H  Itiif*i*«4  tit*uvi*s  t*t  tlr$ut«* 

ruloK<!ont  i!  avail  parii*  it  w*%  aintH,  II  t»(ait  mtivjiiurtt 

ijtii*  I«»s  prohji»ttu*H  t!i*  la  MtVanit|M*«  *4|*ili*»iii|tir 
si  (Hfficilt's  ijtif  parri*  qtu*  |I*H  vri*italil<**»  iiii;llintit*%  tit* 
osltuil  <»twor«*  a  trouvi*r,  i*l  il  Hi»tiititi*f  il^iprt^  tit* 
res,  cjui*  pmtdnttt  rtiivi»r  JIHSM*  ji  St.  i!  w* 

dis  <H»H  (fu^stioHH  avitr  tut  romtttritrrititritt  tli*  : 


.....einmt  vveit^lmntitMt  AnnjiU 

V»ini!  noch  iiiefit  diig«nvi*i4i*fii»  \|i*thotlt»  in  t!rr 

>rie  tier  Mal^rit?),  iliirrti  ilit*  irli  t!i*n          ltf\vi*iH»*n  \vi*r«i«% 

dii?  irrf^v^rsilil^n    Mr^ls^iiiiiiigi'ii  wir  \Vamii'l«*ttuiij4v 
litlg  utcM  nuf  eiii4*ili  f(iHVtss«*!t 

dieses  atis  cli»r  MIcktmitiMitlsiHirti*,  niii  i|»*r 

ihnliciicn  ktmUiscltcft  llienrit! 
i...  » 


^s  idees 
eucori!  li*s  HicntteH  ifiii*}ipii»*i  It  rut 


XXII  PREFACE. 

difficile  de  s'en  rendre  cornpte  et  les  recherches  alter 
faites  dans  ses  papiersn'ontrien  donne  a  cetegard.  II  n 
parucependant  quecette  indication  meritait  d'etre  conse 
comme  aussi  les  extraits  de  lettres  qne  nous  donnons 
Join  et  dans  lesquelles  il  exprime  son  intention  de  revis 
theorie  de  la  polarisation  rotatoire  et  de  1'absorption.  Ju 
ses  derniers  jours  il  n'avait  pas  renonce  a  mettrc  ce  prc 
execution. 


C'est  donner  une  image  bien  incomplete  de  la  riches; 
sa  nature  que  de  ne  parler  que  de  ses  travaux  scientific 
II  avait  un  sentiment  artistique  tres  affme,  une  vive  con 
hension  de  la  peinture,  il  aimait  la  musiquc  dont  les  c 
d'oeuvre  avaient  dans  son  ame  sensible  une  repercussion 
fonde.  II  faudrait  dire  aussi  1'affeclion  qu'il  avait  pou 
amis  et  pour  sa  famille  a  qui  son  juge merit  si  sflr  en 
circonstance  etait  devenu  indispensable.  II  faudrait appr 
sa  parfaite  independance  d'esprit,  ennernie  des  idees  re 
1'attrait  de  sa  conversation  pleine  d'apergus  pittoresquei 
laquelle  le  souci  de  Fexpression  juste  donnait  parfois  co 
une  nuance  d'hesitation  qui  etait  un  charme  de  plus. 

Mais  sachant  qu'il  eut  prefere  le  silence  &  toutc  mai 
tation  un  peu  excessive,  nous  eviterons  d'ecrire  cc 
n'aurait  pas  manque  d'eveiller  son  ironique  et  mail 
sourire. 

PIEERE  WKISS. 


I1KSAMMKIJK  \\KHRK 

WALTIIKIl   KIT/ 
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i\  \\ 

TIIEOHIR  IIKK   SMUKNSIMKKTKBiS, 


I  it iHI ft tt r tit  fli**rtlaU»<H  f»ii 
«lrr  H«»|(ffl  |*liii««"|«iii' 
vrrmtal  /M  l»*«lln»ifr« 


KIM*MTt-Aft, 

Dii*    iiirrkwiitriligrii  I  *r'»*-i/»',   «iti    »«»n   lislnii  i      *  *,    k^ii^fr   titiil 
s  itiitt  ft%  tiling    in   1.  1*  Itji  Liiiirii  »|««  kltni   r$il»Iri'kl    w«»ril»*n 
nintl,  /t*i^t*ii  ifrk>itiMtil«  hf    »l*ii  <  *lir  I  *?;M*«Kf  till  itigiitt^t'ii  ilr*  IJi'ltl 

^rri*g«*r*i  rittrti  iltiri  ii.iii%  ,ni*|rirti    J  %{+«',  iir«tt/«*ti  «iN  *ln4  IIIH    >UIH 
cli»t*  Klrktfiitliliitiiiik,    t'J*«Hti/ii.itv!)M-Mtir    iiipl    If  ittn*4%  ii*i$tltl%   IH* 
kitttntrii  Frfll*1  %t*n  iMgi'ii^riii^iii^itii^s'ii,   \\«ihtrti*i  lit  l«*t/tt*n*ii  ilir 


t  Jtii*  ^l»*%r   \\rilr  *ifr*n  i   /.itilrii  41  Ilf4fii*"ii%*  In* 

t  «Iir  4ii*%f,i!l   tlrr 

t*ii  \\  i*rtt*ti 


J.--I.  ,| 


von  v  unendlich  viele  Eigentone  liegen,  so  findet  genai 
Gegenteil  fiir  die  den  Serienspeklren  (und  vvie  es  scheint,  auc 
Bandenspektren)  entspreclienden  schwingenden  Systeme  stai 
So  ist  das  Wasserstofispeklrum  bekaantlicli  mil  ausserot 
licher  Genauigkeit  darstellbar  durch  die  Balmersche  Forme 
man  schreiben  kann 

ro»  r   -     il         l 

—  -  =  ]  oq  673,0     •    --  - 
X  J   '       \4        /H2 

wo  AderReihe  nacli  die  auf  Vakuum  reduzicrten  Wellenli 
der  WasserstofHinien  in  Angstromeinheiten  (io~8cm)  bed 
vvenn  ni  —  3,  4,  5  •  •  •  3s  gesetzL  vvircl  ('  ).  Mil  unendlicli.  vvac 
dem  m  nahern  sich  die  i/X  immer  waclisend  einer  endl 
Grenze,  in  (lerenNahe  unendlicli  viele  Spektrallinien  sich  hii 

Dabei  ist  die  Genauig'keit,  mil  welcher  sich  diese  Form  el  t 
Erfahrung  anschliesst,  eine  so  ausserordentliche,  und  die  Fe 
der  Messungen  so  gross,  dass  nur  vvenige  phjsikalische  G< 
in  dieser  Hinsicht  mil  jener  Formel  vergleichbar  sind.  Beiir 
such  sie  theoretisch  zu  begriinden  wird  man  somit  zuiuichs 
der  Voraussetzung  ihrer  absoluten  Genauigkeit  ausgehen  cli 

Die  ganz  ahnlichen  Gesetze  anderer  Linienspeklren  sind  N 
imien  zusammengeslellt.  Audi  sie  zeigenslels  eine  Haufungi 
der  Schwingungszahlen  im  Endlichen. 

Dass  eine  solche  Hk'ufungsstelle  auf  (irund  der  bekaniitei 
ferentialgleichung 

c)t  cp  _    2  /  d-  cp        -c)2  cp        d-  9 
~       = 


die  fiir  alle  Schwingungsprobleme  der  ElastkilaLs-  und  El 
zitatstheorie  massgebend  ist,  nie  eintreten  kann,  ist  bekamil 
festgehaltene  Begrenzung  ist  der  slrenge  Beweis  vori  J 
Poincare  (-)  erbracht  word  en.  Zwar  konnen  bei  geeignet  gt 
ten  Bedingungen  mehrere  Eigenschwingungen  sehr  nahe  zi 
menfallen,  doch  ist  ihre  Zahl  stets  endlich,  und  sie  weisen 


(1)  Naheres   vgl.  H.  KAYSKR,   Handbuck  der  Spektroskopie,    il.   AuH. 
1902,  p.  5o4. 

(2)  H.  POINCARE,  JRendic.  del  circ.  mat.  di  Palermo,  t.  VIII,  1894.  p. 


nicht   annahernd    die   von    der   Bahnerschen   Formel    geforderte 
Gesetzmassigkeit  auf. 

Danaeh  scheint  die  Anlehnung  an  die  gelaufigslen  Hypothesen- 
bildungen  der  Physik  sehr  erschwert.  Bedenkt  man  noch,  dass 
der  Schluss  aus  den  Schvvingungszahlen  eines  zur  Zeit  uns  noch 
ganz  unbekannten  Systems  auf  die  Gesetze  seiner  Bewegung  kein 
eindeutiger  ist,  so  wird  man  die  Aufgabe  der  Theorie  so  stelleii 
diirfen  : 

Unter  mogiichster  Anlehnung  nn  Mcchanik  oder  Elektrodyna- 
mik  sollen  physikaliscli  anschauliche,  mathematische  Operationen 
angcgeben  werden,  deren  Interpretation  durch  die  Schwingungen 
eines  geeigneten  <c  Modells  »  fiir  diese  auf  die  Gesetze  der  Serien- 
speklren  fiihren;  sie  soil  gestatten,  die  empirischen  Formeln  zu 
verbessern,  (inter  einheitlichen  Gesichlsptinkt  zu  ordiien  und  neue 
i  i esetze  a ufz udecken. 

In  diese  in  Sinn  der  Fragestellung  hofle  ich  die  Aufgabe  im 
folgenden  gelost  zu  liaben.  Nach  einer  Uebersicht  des  voriiegenderi 
empirischen  Materials  und  der  bisherigen  theoretischen  Versuche 
werden  zunachsl  aus  einein  geeigneten,  moglichsl  einfachen  An- 
saly,  fiir  die  poleiitielle  linergie  eines  zweidimensionalen  Kon- 
linuums  (es  sincl  Fernwirkungen  angenommen)  die  Bevvegungs- 
gleichimgen  desselben  auf  Grand  des  Prinzips  der  kleinsten 
Aktion  abgeleitet.  Es  ergeben  sich  eine  Hauptgleichung  und  ge- 
vviss<^  Randbedingungen;  die  Lusting  dieser  Gleichungen  zeigt, 
<lass  die  (lesamtheit  der  Eigenschwingungen  des  Systems  das 
VVassers toils pektru in  darstellt. 

Vuf  die  Spektren  anderer  Elemente  wird  man  gefiihrt,  vvenn 
man  die  llauptgleichung  der  Bewegung  and  die  Gestalt  des  Sy- 
stems ungeiindert  lasst  und  nur  die  Randbedingungen  variiert. 
Diese.  Annalime  fiihrl  namlicli  zu  Form cln,  die  bei geringerer 
Anzalit  der  verfiigbaren  Konsfanien  eine  besonders  im  rolen 
Teil  des  Spektrums  wesentlich  hokere  Anndherang  an  die 
Krfdhrnng  darsLellen  als  bislter  erreichi  war.  Audi  ergeben 
sich  Beziehungcn  zvvischen  verscluedenen  Serien,  die  zum  Teil  von 
Rydberg  \vegen  der  (Jnvollkomrnenheit  seiner  Formel  nur  ver- 
mutet  werden  konnten.  Der  sogenaiinten  zweiten  [vonstante  der 
Formeln  von  Kayser  und  Range,  die  von  Element  zu  Element 
.auffallend  wenig  veranderlich  sich  zeigte,  entspricht  in  den  neuen 


LIU-    vvALiiic.iv    mi/-. 


Formeln  eine  exakt  unwerselie  Grosse,  etc.    Da  somit  d 
machten  Voraussetzungen  mehr  als  bloss  formale  Bedeulu 
haben  scheinen,  wurde  schliesslich  der  Versuch  gernaeht, 
geeignete     Hiilfshypothesen    die    A  usstrahlungsfahigkeii 
Obertone  des  Systems  zu  erzielen. 

Auf  Bandenspektren  finclet  die  Theorie  keine  Anvvendung 

Die  empirischen  Gesetze. 

Mil  \  wird  im  folgenden  stels  die  IVellenlange  in  Luft 
Rowlands  Skala  und  in  Angstromeinheiten  be/eichnet;  mil 
Wellenzahl,  d.  h.  die  Anzahl  Welleulangen,  die  im  Va 
auf  i  cm  fallen;  abgesehen  von  der  Luf  three  hung  ist  v=r  10 
v  ist  der  Anzahl  Schvvingungen  pro  Sekunde  proportional.  Ki 
sei  N  der  Koeffizient  der  Balmerschen  Fonnel,  aus  Hov\ 
Messungen  fiir  Ha,  H^,  Hy  abgeleitet.  Es  ist  also 

N  =  109675.0. 
Dann  schreibt  sicli  die  Balmersche  Formal 


Von  Pickering  («)  ist  im  Spektrum  des  Sternes  ^  Puppig 
die  Wasserstofflinien  sehr  stark  zeigt,  eine  neue  Serio  von  f 
gefunden  worden,  deren  Wellenzahlen  sicli  sehr  genau  dars 
lassen  durch  die  Formel 


(m  =  2  fall l  ins  Ultrarot).  Pickering  hat  diese  Serie  m 
Balmerschen  zu  einer  Formel  vereinigt,  vvobei  der  Balmer 
die  geraden,  derneuendie  ungeraden  Ordnungszahleu  zukoir 
Doch  haben  Kajser  (2)  und  Rjdberg  (:l)  nachgewiesen,  dass 
der  Analogic  alleranderen  Spektren  diese  Darstellung  nur  zi 

C1)  H.-W.  PICKERING,  Harvard  College  Observatory  Circular,  Nr.   1*2 
Astrophys.  Journ.,  t.  IV,  1896,  p.  869. 

(2)  H.  KAYS  an,  Astro  ph.  Journ.,  t.  V,  1897,  P-  243- 

(3)  J.-R.  HYDBEaa,  Astroph.  Journ.,  t.  VI,  1897,  P-  ^33- 
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mo^lieb  isK  (lass  uir  violmobr  in  dor  Balmerseben  Serie  die  so- 
^•onannto  orsto  Nobonserio,  in  dor  Piekerm^sdien  die  zvveite  Ne- 
bonso.rio  von  \\asserstoll  baben. 

Kur//7r»»M  or^ibt  sioh  nun  v  •  •-»  tu  ,'i  •„>">,  7,  1  ~:  4687,88.  Nao.h 
\naloj;io,  dor  aadoron  Spektron  solltc*  ein<»  hcrvorra^x^id  slarkc 
Liiiir,  (l!«»(  inuullinit*  <ler  Hauptsrr'uMliesr  Wclleuliiu^e  aufvveisen, 
\\  as  sicli  j»-liin/,riul  ix'stiitigt  lial  (  r  ).  I  He  wf»il«»n;n  Liuien  der  Haupl- 
srrie  Ii(^t»n  iiu  l-Itra\  iolt»tt«tn  uiut  sind  \vo^<»n  dor  attnospliiirisrlien 
\hsorpttnn  unsirhtbar.  I)i«*  Konnel  dor  Ilauptserie  ist  uacli 


Danacli  l>t»si«»ht  ilas  \Yj»ssersloHV*p<»klniw  dt»r  Nelxdstern^  aus 
<lr«M  St'ritMi:  fiiMT  ^t*hr  intt'nsiven,  \v«*itiin  l!ltruviolollendi^<uidt:n 
Sc»rii*.  mil  st*luiH«n  Linieiu  der  cc  Hatiptscrie  »;  «iner  vveuig'er  in- 
t<%nsiv«»u  <«  Ntjhf*UHi*ri^  »*  mil  verbmterten  Ltuitm,  cler  cinzigan, 
die  uir  kunstli<*Ii  darstt»Ili*n  kr>nn«*n;  niul  ciner  uocli  .schwiiohcren, 
alx*r  sehiiriVnm  «*  /.\veit<m  N«l»»usi*ric»  »>,  diet  an  demselhou  Punkl 
eudigt  v\u»  <|H«  ernti*  N«*heu,H«'rt<*,  In  jtnlcn*  dieser  Serien  uimitildie 
Inlennitiit  nb  ttn'l  \\arltst»ndc?r  Onitufngs'/ahl. 

(lanx  iiluilifh  £<*haut  <*r\\<'iht  sl<*b  das  Spektrtiin  von  Lithium  (tt) 
Anch  hi«*r  ordnen  *iicl»  die  Linieti  In  drt»i  Seru'n  mil  genau  dein 
behprorbenen  Aus*t«?li<*ti  ;  \vii*cli!r  /.eigt  ,sieb  ein  itnnutr  niilicrcs 
7aisiunn»i»nfur.ki*ii  der  Union  jodttr  So.rio,,  wann  mini  von  Hoi 
nanh  \"i<»bftl  gi*bt, 

\ur!i  Nit,  K,  lib,  (**H  /.rigtm  clioselba  Krsohoinung,  nur  sind  die 
Union  iiop|u*l(.  \'im  Hartli.!}'  (3)  un<!  Julius  (•*)  i.sl  l)onierkt  wordon, 
class  dor  Abstaml  drr  Ktnnp«mi'iitc?ii  jodcm  Paaren,  gemnsson  in  der 
Skala  dor  Woiltttr^aitlettv  ulsovj—  va,  koustanl  ial.  I)io,s  «  (iesou 
der  konstatiton  IHHttratr/titi  »  bat  sioli  von  ItocliHl  allgomeiner 


(')  J.-H,  liYi»fiifiiii»  /»r,  r/i, 

(*)  IHe  l.itiirit  *iitrl  wuhfHi'l 
tt,  /'/!>'*.,  I,  I\,  *t|t»'i,  |»,,  ^:ts,, 

(J|  \\  .N.  mttTf.KV.yoM/vi, 
f.  \X\f%  »Hi,i,  ji,  :i:w|s 

(*)  V.  \,  Jui4f8M.»  ,\rtttturt*. 
I.  XXVI,  " 


l.  A, 


,  Ann. 


.  Amsterdam  ^ 


6  QEl'VRES    Dlfi    \VALTHKR    UITZ. 

Dies  gilt  fur  die  Nebenserien.  Fiir  die  Hauplsorie  vver- 
Paare  mil  zunehmendem  v  immer  enger;  das  rotr  Paar  xe 
selbe  Diflerenz  v, — v2  wie  die  Nebenserien. 

Die    Elemente    der  zweiten    Mendelejefsehrn    (mippe 
Triplets  an  Sielle  der  Doppellinien;  die  Hanptserie  isl  noc 
gefunden,  fur  die  Nebenserien  gilt  wieder  das  (i<»sctz  <1 
stan  ten  Diflerenz  en. 

Bei  Helium  (•)  hat  man  zvvei  Nebenserien  nnd  cine  Hai 
von  Doppellinien,  dann  noch  zvvei  Nebenserien  und  erne 
serie  von   einfachen    Linien.     Das    sogcuannto    Com  pom 
train  (2)  von  O  zeigt  dieselbe  Anordnung,  nur  (lass  an  Sl< 
Doppellinien   Triplets    treten;    an   Stelle    der   einfachen 
Doublets. 

Wenn  die  Linien  einer  Serie  \vegen  ihrc\s  ^emoinsaine 
ausgepragten  physikalisch'en  Cliaraklers  schon  sohr  friih  it 
Fallen  als  zusammengehorig  erkannt  vvaren,  so  haben  die 
suchungen  von  Runge  und  Paschen(3)  iilx'r  das  Verhall 
Serienlinien  im  inagnetischen  Fcld  diese  Zusainmcngeho) 
unabhangig  von  jeder  matheinatischen  Darslelluag,  d 
dargetan.  Danach  zeigen  alle  Linien  einer  und  dcirscllxM 
qualitativ  und  quantitativ  dieselbe  ineist  /iemlich  kouip 
Zerlegung,  wenn  man  die  Skala  der  Wellenzahlen  xu  ( 
legt;  die  verschieclenen  Komponenten  cines  Triplets  gelx 
schiedene  Zerlegungen,  ebenso  die  verschiedcnon  S^rici 
Zerlegung  (in  der  v-Skala)  entsprechender  Linien  ver.sch! 
Elemente  ist  qualitativ  und  quantitativ  dieselbe.  Man  hat  ti 
von  aller  Willkiir  freies  Mitt  el,  die  Linien  zu  Serien  zu  ord 

Es  handelte  sich  nun  darum,  fiir  diese  Serien  Fornudu 
stellen,  die  der  Balmerscheri  entsprechen.  Dies  ist  gleic: 
von  Kayser  nnd  Runge  (»)  und  Rydberg  (8)  versuehl  \\ 
und  zwar  ordnen  sie  die  Spektren  im  wesentliohen  g 
derselben  Weise. 

(')  C.  RUNGK  u.  F.  PASCHKN,  Astrophys.  Journ.,  t.  IH,  iS9(J,  p.  4. 

(2)  C.  RUNGE  u.  F.  PASCUEN,  Wied.  Ann.,  \.  LXI,  1897,  p.Vn. 

(3)  C.  RUNGE  u.  F.  PASCHKN,  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissetuch.  si 
1902,  p.  38o  u.  p.  720;  Abhandliwgen  d.  k.Akad.  d.  Wissensch.  zu  Bert 

(4)  H.  KAYSER  u.  C.  RUNGE,  Abhandlungen  d.  k.  Akad.  d.   Whset 
Berlin,  1889,  1890,  1891,  1892. 

(5)  J.-R.  HYDBKRO,  AT.  Svenska  Akad.  ffandl.,  t.  XXIII,  1889.  * 


Die  BalinrrsrlH1  Kormrl  la  u  lot 


rs  Ia$>  nabr  rinr  Knt\\  irkrluuj;  von  drr  Korm 


unxusrtxttu  un<l  mil  dm  rrstrn  (ili<*d<*rn  aby.ubrrcben.  In  ilircu 
aus^<'dfdinU*ii  \  !itf*rsiirhttii^t'n  halx^n  Kavser  und  Hun^c*  aiif 
(irtind  ilinT  s<*ltr  irinru  Mrssnn^rn  narh^c\vi(*scku,  dass  di<»  x\v<»Uc 
I4*(>nn«l  dir  i^Mibarhtuii^  in  tin*  Tat  srhr  grnan  darshilll.  Dabei 
xoi^t<*  sirli,  <ln*».H  ttitrtst  dif1  urt*dri^sN»n  Onlnuii^xulilon  (v,  oder.*>) 
der  rrstfu  riihnti  b(*(>hiirlitf»t(*n  Liaie  itntsprrrhen;  war  dir»s  niclil 
d«*r  Kail,  so  (M'^alxMt  dir  Kot'in<*lu  IJntttn  iin  Ullrarol,  <lie  scillH*r 
in  clrr  Tat  vim  Lf*linuina  I1!  und  Li»\\is(a)  ^'nksslcnleils  naidt- 
^c\vu*srn  stuil,  1*1111*  srlittitf*  Ht*stiit!^tin^<irr  Korinoln.  Mrrkwurdi^'or  • 
xvoisr  blribt  drr  /.\\t»ilr  Kot*rii/,i(*nl  //  /.W!SC|KMI  /,i<*udi(d»  (*n^«*n 
(itvu/<-ii  <*inj*i's<'l»Io^si»n,  >\a'hr<»nd  d<T  rrsl<»  tuid  drr  drillr  vt>u 
Sitrit*  xu  Srrit*  ^tark  \iiriirrru.  \\  a'hrrnd  ahcr  bei  <lrr  <krsU*ii 
Nf*bi*nM*nt*  clir  Aburiclntiigrn  x\\ iM'luui  Urrlmung  und  B(iol>acli- 
tnn^  ini'ist  umrrbitlb  dt*r  I'Vljlrrgrenxftu  lichen,  habcn  Kay.se r 
und  Ilmtgi*  b**i  *li*r  tiitMlri^tru  Ordnun^xabl  in  dcr  lluuptseric 
und  di*r/.>\rilfi»  \i*li<MiM»rir  s«lu*  starke  \lmcicbungcm,  die  bisauf 
iUu»  \.--K.  <  bfi  (  *H  i  utifHti*t|;<Mi.  Ks  fablrn  soinit  in  ihren  Kortncin 
( Hiinlrr  mil  liitlu'int  Piiti'iixi'n  \on  »////a;  I/A  inl  durcli  tsiue  rasrh 
koiivi-rgrtilf  ^otrn/.rrihi*  diirHttdlbnr,  l)i<*  Kxi.sUtn/.  <;iucr  (Irenx** 
fur  A  bri  fit  x  folgt  HUH  ilit'ttMi  iMirrnrlu  v\io  Ind  Wasserstoll*. 
H\«Ibt?rg  (/w.  <•//,  t  b(*iMitxt  <!»<*  Komud 

(b )  I  ••    \  -»   -——,-..,         ( «  -  i  ,•>./$,.,.) 

A  (  /*     »  •  JA  i* 

|;c*atfn  Kntvvickeluug  eifit*r 


f1!  II.  UJIMAS^,  ..-l/iw,  #/.  /V^'Jf,,  i.  V,   »«i»t,   f>.  M3;  t,  Vltl,  i«jo'*»  p.  t»-V*. 
«')  K.  LiiW$»,  Attnt/t/t,  JWtr/*,t  l.  H,  iHij'*,  |i,  i. 


I 

—  A,  =  f(n 


betrachtet.  Er  setzt  daher  B  aus  der  Balmersehen  Form* 
sodass  er  nur  zwei  willkiirliche  Konstante  A  und  IJL  verfugl) 
Die  Uebereinstimmung  ist  aber  wesentlich  sehleehter  3 
Kayser  and  Range,  and  daher  die  Formel  sehr  vorbesserui 
durftig.  Bestimmt  man  dagegen  B  fiir  jede  Serie  in  geei 
Weise,  so  wird  der  Anschluss  (bet  drei  Konstanlen)  mi 
von  Kayser  und  Run'ge  erzielten  ziemlich  gleichwertig.  Ks 
sich,  dass  B  innerhalb  noch  engerer  (ironzen  variahel 
wie  b'  in  (a). 

Fiir  die  rote  Lime  der  Hauptserie  nehmeu  Kaysai 
Runge  zumeist  die  Ordnungszahl  3  an,  um  dou  hestmo^ 
Anschluss  an  die  Ueobachtung  zu  erhalten.  Bei  Li,  He;  dt 
zeigt  sich,  dass  n  =  2,  gewahlt  werdeii  muss.  l\ydl>er^  hat  i 
n  =  2  (vvenn  seine  Konstante  JJL  zwischen  —0,5  uud  +0, 
nomrnen  wird).  Da  ist  der  Hauptserie  von  WasserstoiF 


die  Grundlinie  der  Ordnungszahl  m  =  z  enlsprichl,  so  ist.  h 
Wahl  sicher  die  zweckmassigere. 

Bei  He,  O,  S,  Se  benutzen  Runge  und  I'asolieu  (lor.  cu 
Formel 

i  b         c 

-  =  a  -\  --  -  -4  --  ., 
A  n*       n* 

die  man  als  Anfang  der  Entwickelung  von 


=  AH-       -. 


- 

(m  -4-^)2  m* 


auffassen    kann.    Bei    alien   Formeln    warden    die    Grund 
(n  =  2,  3)  besonders  schlechi  dargestellt. 

Dass  Rydbergs  Formel  der  von  Kayser  und  Runge  in  | 

(»)  Vgl.  G.  RUNGE  u.  F.  PASCHEN,  Wied.  Ann.,  t.  LXL  iH(,7,  p.  664. 


sem    Sinn   iiberlejjen   ist,  xei^i    die   Piekerin^sehe   11-Serie,  deren 
(  ileir 


!         i 

j  .        i  in  •  \-  < 


"•enau  (lit1  I\vdherf»sehe  Formei  hut. 

Hvdberg  hat   auf   (iruiul   seiner   Kormel    erne    Anzald    (iesetze 
g-efunden,  die  \on  Kavser  und  Hunge  /*um  Teil  hesliitigt  vvurden. 


Stelle; 

hesUduMi  si«*  atts  Ihipjii'lliitiru,  s<»  Itat  ituui  siuv*/  den  Ix.ndon  Serien 
ganu'insiUiH*  Konvrr^fiu.ptinklr.  l)it»  erstoa  Konstantoii  A  iniissen 
dann  in  d«*n  lM>rnu*ln  di*r  ln»id«*u  S«%rifn  idcntisoh  sciu.  Die  Prii- 
fun|4  di(»s<»s  (le!s«»ty,«*H  f»rfi»rdi't't  KxtraptdaUon  atif  wr^oc,  imd  das 
(i<»s«»U  /.rigl  «»ioh  hel  di*u  i^ornndn  von  Rayse^r  und  Ilung'c  we- 
nigrr  f*enau  ««rfiilh  \\i<*  h<»i  den  II  \dhargschcnu  Kine  Zusam- 
der  ^**rlt*  von  \»  die  an  dttm  (ies«»t7*  kaum  eitien 


II.   />/r  />«/>///'//////#»//  ^/r»r  Uttttfitsfrien  luthen  eine 
tt'tttiz***  \\!e  iiueli  KaVM*r  nnd 


Ill,  7>/V»  Mnirn  fler  <*nth*n  iVt*lH*ns<*rit*  hnlwn  elnen  kom- 
y///5//*/7/*//  linn  :  nieht  di«»  tiitenHtvsten  Uinen,  sondcrn  die  <c  Sal- 
telit«Mi  »»  gebint  uiiti»rt*iitittidi»r  die  ktuistantc  Diflereny,  der  Wellen- 
zaldttn,  nnd  /A\iir  dii»H«»lli«  vvie  dit*  !'u»r<*  I>/A\,  Triplets  der  zweilen 
Nebennerie. 

Diet's  <ii*Ht*tx  Ht  i*  I  ii*  u  fit  1  1*»  von  Kavser  und  Ilunge  (2)  xuge- 
gehett.  Am  volUtiiiifii^stttn  int  die  Artordnung  der  <x)uecksill)er- 
linien  fin  lic»i*»%li*rri»hri*iii  bekiumt,  die  aln  Beinpiel  fol^en  moge. 
Ks  Hind  itaelt  llvflln*rg%  Be/»eirlttitttig  v<  hx\v.  /a  die  Diilerenzen  der 
\\'ftllenznltit*tt  ili'*r  *TH|I*II  tind  mveiteiK  lr/,\\.  zweiien  und  drilteii 
Linie  eines*  *rrtili?i%,  Ftir  die*  /,\%i»iie  NebeiLserie  ist  V|  =  ^>'i3,o; 


C1!  J.-H,  ll%n*^"f$sn    /tit/t/ttiftx  /n'iiwtt.t6M  ttu  Conff/'t'*  intvrtiutiotml  de  Phy* 
tie/ue,  I.  II,  l%iri«   i «»««».  j*.  -M  •*, 


Vj.  V2. 

1*7296,60  ......     463-2,  3cj  31928,99          1767,82          33606, 

3,o5  ......  2,96  3, 

27-299,65  .......  (632,  3o  31981,95     176719*    33%), 

60,  1  3  ......  60,06 

•27359,78  .......  {632,  -23  31992,01  — 

35,  i  5  ...... 

•27394,93  ......          -  -  - 

IV.  Die  Differenzen  VM  v2   sind  innerhalb  elner  am 
seiben    Gruppe  chemiscli   venvandter  Elernente  propon 
deni  Quadrat  dcs  Atomgewichtes.    Diese  Beziehung  isl  nu 
genii  hert. 

V.  Eine  ietzte  wichtige  Beziehung  verbindet  die  Haup 
mit  der  zweiten  Nebenserie.    Schreibt  man  fiir  erstere 


fiir  letztere  aber 


so  findet  man,  class 

N  N 


sodass  beide  Serien  sick  zusamtnenfaxsen  lasscn  in 

(3)  ±v  = 


Das  Vorzeichen  1st  so  zu  wahlen,  dass  v  positiv  vvird.  F( 
Hauptserie  1st  /n=  i,  n  =  2,  3,  4  .  .  . ;  fiir  die  zvveite  Nebe 
71  =  2,  /n=  i,  2, Fiir  die  role  Lime  der  Hauptserie  ist 


l(',S)*       (2  +  Hlji_p 


ihrv  ware  a/so  gleich  der  Differenz  A  —  S  c/e/'  Grenze 
Hauptserie  und  Nebenxerien. 

Die  erste  BezieLung  lasst  sich  recht  genau  priifen  und  e 


sieli  als  rieliti}»,   Mmeit  die  Sirherheit   der  e.xlrapolierloa  ( ireazoa 
ivirht  ( '  '). 

Diey,v\eilt'  A  assume  drr  (iloiehaa^;  (.'*>)  isl  : 

Die  ersie   Li  f  tie  </er   zwijrn    Xelwnserie  (n —  •>,,   ni  •;—,  \]   ist 
identisch  tnit  tier  erstc/i  IJnie  tier  //tttt/ttserie  an*      i,  //;=:>,). 

Dies(»  Hrxiftlmaf,;  s«*lt«*ial  /.aaiirhst  aar  eiae  roh<k  Vaaiiheruag 
7,u  seia  aad  vvurdf1  hin  jrlxt  als  solohr  brtraehtcl  (•).  Man  lauss 
jedoch  hcrtirksii'hli^ca,  «lass  dit*  Priifaa^  d<»r.s<»lh<Mi  <kin<k  sehr 
vveite  lv\trapolaticut  der  Koratrl  rO  \<»rlaaj;t,  aaeh  der  Seil<»  d<»r 
klriacroa  OnluanjiS'/ahh'a  hia.  Selion  von  //  *.v;  ,*»  aaf  //  ~- t>,  \\ird 
die  K\lraj)olalioa  n*rlit  ua^t*aaa«  M<*  kaaa  liir  // =~  i  j;aax 
\\erdea,  alier  «?s  isl  dtttvh  di«***e»  rnaa^e-lli 
niit  der  Brobarhtung  utehts  ^e^e/t  die  /asa 
Seriea  he\\t«*s«*a.  Srhr  i»y*A7/V/3/  vvird  dteselbe  dai»o|»'(ka  darch  fol- 


Iletrac'liN't    taun  rui  Sprktraai  \<m    Dopix'llialca^  so  lautc'n  die* 
Konaela  narh  llvtllirrg  : 


(a  i 


t     •  • 

v         1  u    •    *-  j'J        i  n    »    ;*t  i'1 
N       j         , 

f  f    t       *       *   I1  1    /I       !       |*3    I1 

K »•%!!•    \rbi*ii»*ri"ii»  : 

t       ' 

•/        i  i  nt    -  «  i1        « -i   i-  j*t  I1 


i«i  j 
1*1  f 


,'*!  I 


X  VMM  it*  \«*lM*ti«n*rit?  » 


Sei 


I  ~  •     '     t  '  •      '      ; 

»        I  /i       *  i1        I  v       j*f  r    * 
>u.J%   M»  i*rgibf   u,   f'tir  ilii*  H«aptHi»rii»  aach  (a)  g 

t,  IiYt»ni':itut  /tti/t/inrta,  Hr.  t,  II,  ji.  ^rj,  gibt  rinc  '/u*ammen«i«liunK. 


(absolut  genommen)  als  (ju ;  kleinere  nach  (y)  fur  die  zweite  N 
serie.  Es  miissten  sicli  die  kleineren  Wellenlangen  des  Doi 
der  Hauptserie  und  die  grosseren  in  cler  zvveiten  Nebenserie 
sprechen,*  und  vice  versa.  Nun  findet  sich: 

1 .  Die  Intensitaten  der  Komponenten  der  Doublets  zeigen 
Hauptserie  die  umgekehrte  Reihenfolge  vvie  in  derxweitenN 
serie. 

2.  Die  Abstande  der  Komponenten  sind  durch   die  Foi 
(a),  (j3),  (y)  se'hr  genau  beschrieben  (f)  (naheres  vgl.  unteri 

3.  Die  ersten  (mehr  nach  Rot  gelegenen)  Jvomponeiite 
Doublets  der  Hauptserie  zerlegen  sicli  irn  magnetischen  Feld  j 
wie  die  zweiten  Komponenten  der  Doublets  der  zvveiten  N 
serie,  und  vice  versa  (-). 

Besonders  letztere  Beobachtung  spricht  sehr  fiir  einen 
lichen  Zusammenhang.  Audi  ist  bemerkensvvert,  dass  bei  W; 
s toff,  wo  die  Formeln  sich  der  Erfahrnng  am  besten  anschli< 
die  Rydbergschen  Beziehungen  sich  als  vollkommen  exakt  e 
sen  haben. 

Vorgreifend  bemerke  ich,  dass  die  gerade  fur  die  nie 
Ordnungszahlen  viel  genaueren  Formeln,  die  ich  auf  Grun 
Theorie  gefunden  habe,  eine  weit  bessere  Uebereinstimmur 
Rydbergschen  Regeln  mit  der  Erfahrung  geben  :  bei  alien 
menten,  wo  beide  Serien  bekannt  sind,  fdllt  die  extrdpo 
Grundlinie  der  zweiten  Nebenserie  in  die  unmiltelbare 
der  Grundlinie  der  Hauptserie;  in  den  Tabellen  (vgl.  "u 
sind  direkt  beide  Serien  durch  eine  einzige  For  me  I 
gestellt. 

Wetter  zeigte  sich,  dass  die  zweite  Konstante  der  / 
Formeln  genau  universell  ist,  ein  Resultat,  dessen  Deutun, 
als  sehr  einfach  erweist. 

Schon  Balmer  betrachtete  seine  Formel  als  Spezialfall  von 


(')  C.  RUNGE  u.  F.  PASCHEN,  Wied.  Ann.,  t.  LXI,  1897,  p.  664.     • 
(2)  C.  RUNGE  u.  F.  PASCIIEN,  Sitzungsber.  d.  k.Akad.  d.  Wissensch.  z 
lin,  1902,  p.  38o,  720;  H.  KAYSKR,  Handbuch,  t.  IT,  1902,  p.  670. 


Khenso  \\inl   man   \rrmuten,    tlass  Wassersloir  ausser  der  Serie 

t;v/Nr;:- I /^I  ,."»-      ••  1  -in*  audl  UnchdlC  Sei'UMl  ^'V/N-ts  l('>,,f)V~      -.  i////~ 

•r:v=;  i/^,r»ij     •  i/w-  etc,  xri^t.     Ks  lauten  dann  die  Kormelu  des 
H-Speklrums: 


'is 


Hcriirksirhlij;!  man  nc»rli  ilir  l)arsh»tll>ark<'il  <l<»r  Hauf)i-  tmd 
N<»lx»us(?rit*  (lurch  fine  (*in/.i^*(k  Fonurl  IKM  alien  Kl<jin(»iU<Mi,  sovvcuL 
die  lu'fahnuig  r«*ic*ht,  so  \\ird  man  \\oltl  luit  Hullnir^  cs  als  sclu* 
\\ahrsrheinlirli  hctrarhteii  durfVu,  r/f/5.v  f/it*  Scricnforniefn 
ei^entlich  /ttit  suv1/  \villkiir  lichen  tfunzt'n  Zulilen  ztt  srhrcUwn 
sintL  I)al»i%i  Itiittrn  danii  posiliv**  und  tir^ativo  Sohvviu^uu^s- 
/ahl<*u  Klifsi'Ilit*  H<»df*utunf».  Man  rrkcuut  sofort,  da  N  -~  t()JM$7i>,0, 
dass  die  uirht  lx»ohachl<*l«n  <  irttndlinic'ii,  du*  dcu  (  )rdinuigszalden 
i,  *>.  in  den  Si»rii»n  rutHpr^rlMMi,  inn  iiuHsrr.stc  liltrarot  l>ci/,  ('Itra- 
fallt*n.  l)t*tin  <*H  rntsrt'ciM'ti  sirh  ft)lgt»nde  v  und  A  : 


J  JfllHI  !!lliMJt>        *MM>(>(> 

\ 

* 


.  i     ,,  ,  ti   t  •    ••  i 

/.\.-h.  •    •••   U»4HM»         MIOO  I   I)  -IftftltMi  )  I  U>«>          * 

WeiU'tr     S<*ririi  ,     dii*    d«*n      lt$onurtu     "*.;  v  --^  :N 


///  ;  i,  .'t,  .{%  .  .  .  <*ut*|»tv<*lit*fi,  tit'gen  |4*ur/»  tin  I'ltrarot  Ix1/,,  l-Itra- 
violrtlt,  bis  atsf  dtr  nrtutts  vein  di*r  II;dnH*r*H<*ltc»n  H<*ric»  anfg'enoni- 
inenen  IJnti'ti;  thri*  lutcttMtitt  i*»t  \\iiltrHclteinHch  ^t*ringer  als  die 
tier  l^Utrren  St1!'*!*, 

Die  Kormt*ln  (  A)  \t*rli»i»gtlti  alno,  d»s»  iiti  aus.s(!i\st(Ut  (Jttrarot  h«x. 
rilntviolrtt  weilt»rt*  S«*rii*ti  dr%  V\  im%t*r.Hl<>Hs  parallel  cler  hftkuuuleu 
verliittfeiu  ihn*  Wt*llenlii«gi*ii  niuci  clttrch  olitgc*  l*%orui<^n  (A)  achr 


Biti  i1c*n  j*ntlt*ri»it  Kh*tiif*ul<*ti  gilt  iilmlir.litfH,  c»  sind  in  noeh  un- 
iHtkiiiiiitnti,  odt»r  Hitlir  itiiiii|:t*lltnfl  liekiifintfit  Cli'liieian  cltts  Spok- 
trums  neiia  St*rii*ii  as  it  tTttiirti*!!,  die  siclt  attH  <l«n  I>ekatml6ti  (lurch 
dii*  uitti«n  liitgegidiciirii  Kfirtiurlii^xtrapolifren  lussttn.  Die  \\cuigcn 
S|.H»ktn*nf  l»t»i  \\i»Ichf*u  ntrlt  im  (ii'lb  und  Bluu  Linieu  crgeben 
vviirdtifi,  I*i,»*»i»ii  dii*  ginum**  l!i»r**rlinung  nicht  ssu,  da  die  Haupl- 
serittn  iwich  tticltl  bckaitnl  >i«d.  (Niilteres  vgl.  uattm.) 

Kttii!  cnl,%rhitid<?itdi»  Priiftitig  drr  zu  (A)  fuhratulen  Annahzne 


muss  also  der  Zukunft  iiberlassen  bleiben.  Docli  scheint  es  v* 
im  jetzigen  Stand  unserer  Kenntnisse  der  Linienspeklren  A3 
wendig  sie  heranzuziehen,  um  zu  einigem  Verstandnis  der  1 
sachen  zu  gelangen  (').  Die  Moglichkeit  einer  kfmftigen  Prlit 
dieser  Hjpotliese  rechtfertigt  dieselbe  ebenfalls;  es  liegen  da 
die  Formeln 


=N.L_J_ 

n*       m* 


der  /tier  vor^etragenen  Tlieorie  zu  Grande. 


Ubersicht  der  bisherigen  tkeoretischen  Versucke. 

Die  theorelische  Erklarung  der  besprochenen  Gesetze  ist 
jetzt  nichl  tiber  die  ersten  Anfange  hinausgegangen,  vvolil  vor  al 
vveil  keiue  mathematischen  Operationen  im  Gebiete  der  the< 
tischen  Physik  sich  fiuden  lassen,  die  auch  nur  annabernd 
Darstellung  der  Verhaltnisse  geeignet  vvaren. 

Die  LiteraLur  (iber  den  Gegenstand  ist  in  Kaysers  Handbi 
zweite  AuHage,  Bandll,  p.  097-609  ausfiihrlicb  zusammengest< 
beziiglich  der  Einzelheitea  darf.ich  darauf  verweisen. 

Schon  im  Jahre  1870  hat  Stoney  (-),  indem  er  die  Bevveg 
eines  Punktes  durch  Fouriersche  Reihen  darstellte,  die  Kxis 
harmonischer  Beziehungen  zvvischen  den  Wellenlangen  plausa 
zu  machen  gesuchl.  Spa'ter  (3)  hat  er  in  alinlicher  Weise  die  I 
pellinieii  als  Storungen  einer  elliptischen  Hauptbahn  zu  erkli 
versucht.  Diese  Erklarung-  der  Doublets  ebenso  vvie  die 
Julius  (f|)  (durch  Kombi  nations  tone)  sind  heute  hinfalliggewoi 
(vgl.  KAYSEH,  Handbuch,  loc.  cit.}. 

Unter  Annahme  einer  periodischen  Exzitation  stellt  Jauinaru 

(l)  Bei  den  Banrlenspektren  ist  von  Deslandres  (naheres  bci  II.  KA' 
Handbuch,  t.  II,  1902,  p.  470-^96)  die  Abhangigkeit  von  drei  willkttrli 
gaiizen  Zahlen  nackgewiesen  worden. 

(-)  G.-J.  STONEY,  Phil.  Mag.,  4-  serie,  L.  XIJ,  1871,  p.  291. 

(3)  G.-J.  STONEY,  Dublin  Trans.,  y  serie,  t.  IV,  1891,  p.  563. 

(4)  V.-A.  JULIUS,  Natuurk.  Verh.  k.  Ak.  Wet.  te  Amsterdam,  t    X\VI, 

(5)  G.  JAUMANN,'  Sitsungsber.  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Wien    t.   G 
II,  1894,  p.  3i7. 


(lie  B<n\o<;un<;  \\iodor  duroh  Fouriorso.he  Ileihen  dar  und  sohlicssl 
aus  diosor  I  )arslollnn<;  auf  dio  Kxistcnz  einor  $>TOSSOI>  An/ahl 
aquidistantf r  Linion,  dio  nio  boohaohlei  siud.  Kino  derarlifje 
Deulun^  dor  oiny.olnon  (Uiodor  oino.r  Fouriorsohon  Hoiho  isl  i»'anz 
uuboroohti^t.  Man  \\itrdo  obonsogul  nao.h  Wurzoln  von  (<;•/•::/• 

in  <ler  Korm 

\i 
<tj*\\\A'i;r 

t 

ont\\i<!koln  konnon  ;  dio  m  sind  daun  bokannllitdi  wiodor  hoslinnnto 
InU^ralo  uio  in  I4<louri«»rs  Knh\  ioklun^ ;  man  k(innl(j  so  auf  un- 
ondlicli  \iolo  a»nlon*  Spoktraiiinion  seldiosson, 

Dies  Anado^io  di?r  Dunldols  und  Triplets  mil  dom  /o.t^nanollokl 
hat  u.  A,  Lartuor  t  '  I  lior\nr£*ohol)on.  Sio  orwo.ist  sioh  alx^r  als 
oino  rein  itu^sorlit'lu*,  \\onn  man  nio.hl  nur  dic^  INclxMisorit'.n  mil 
ihnMi  a<jtii<listatit«'ii  Luiion,  sondcrit  audt  die  Hauptso.r!(Mi  mil 
don  rasch  ouj;rr  \\ordttutlon  Houhlots  hortioksii-hli^'l. 

H<;xuj4li<'li  dor  XrhoHon  \on  Hctrsohtd  (a)  mid  Sulhorlaud  (:)) 
soi  attfdas  Humlfmoh  \tm  Kavsor  (/or,  rvV.)  vonvioson. 

Dom  Stauclpttitkt  dor  I^htklrononthoorio  nahort  sioh  Joans  (*}. 
Kr  donkt  sioh  oino  Kuj4«*l,  hostohond  aus  kon/onlrisohon  Sohiohlon 
posiliv  und  tu^ativ  «4t»lndonor  lonou,  doron  Anziohun^  t;ino  l^unk- 
tic»tt  'ft,/')  <l<*r  Knllonttirig  /*  isL  I^iir  grosso  /•  ist.  dann  'f  (/•) '  •-*  t(  /  r* 
(^ /••:•  koiist.K  fin*  kloino  muss  o  oino  urscntlioh  andoro  h'orm  ho- 
silken,  da  sonst  *»lal»ili*s  Ciloiohgontoht  urjm(">glioli  vviiro.  Liisst  man 
dio 'I'oiic'hoii  tinoiiillioh  kloit»  \viTclrn,  so  kann  man  dan  Sclnvin 
gnnf4sprobloni  dtirolt  Kut\\  iokolungou  tuioh  K ng(*lfnnklionon  hc;han- 
dolit,  Auf  (tritfiti  dor  as\ut|ttoltsoh<m  (il(!iohun«;  ^  (/•):„-  a/r'2  will 
J(Miiih  houttinoii,,  <|UHS  OHIO  Clrou/,i*  dtn*  So,hwingungss/alilou  oin- 
trotoii  ttttiSH,  alno  <Iio  St»rlon  orkliirou.  Dass  dios  iu  solchor  \ll- 
^cinoitiluMt  iii«*Iii  rtohltg  ist,  /.oigl  sc'hou  dor  (imsiand,  dans  dio 
molokuluro  Thourio  dor  Mlastixitiit  oinor  Ku^'ol,  dio  von  do.nsclhna 
Ansohautttt^ou  nuHgoht-,  liifkamitlioh  nirht  /.u  oinor  Cirou/.c'  <It*r 


(li  .1.  L.IKIIHIU  /*/*.*/,        , 
f-"|  \,-S,  HhtUfUHJ,*   /"/«?  nb***rwtw\i\  J«ri«  i%fi;   /teft'rttt   (I 
tittrn,*  I,  VII,  I*»,H,  |».   i.rj 
i  "I  \\ .  Sruit.itt.ANi»t  /V**y.  ,1/af,,  *»*  Htrrics,  t.  U,  MI«H,  (»,  j'|.">. 

!  'I   Js    II.   JltuSH,    /*/!//.    ,l/«^,»   <»"   Hirriff,   t,    H,    ItJOt,    |>.    .J'U. 


Schwingungszahlen  fiihrt.  Auch  kann  ich  in  den  Entwickeli 
p.  434-487  keinen  slichhaltigen  Beweis  fur  die  Behauptun 
Jeans  finden,  da  ich  die  ausgefiihrten  Grenziibergiinge  ft 
denklich  halte.  Es  muss  iiberhaupt  der  Verlanf  von  cp(; 
kleine  Entfernungen  weit  mehr  als  der  fur  grosse  die  Sc 
gungszahlen  bestimmen.  Auf  spezielle  Spektren  wird  in  der  * 
nicht  eingegangen. 

Fitzgerald  ('),  Schuster  (2)  und  Rayleigh  (a)  unters 
den  Fall,  wo  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wei 
einem  System  von  Korpern  eine  Funktion  der  Wellenlan 
wie  in  Gauchys  Dispersionstheorie.  Man  kann  dann  eine  G 
der  Schwingungszahlen  erzielen,  besonders  \\enii  man  sic 
Spektrallinie  von  einem  anderen  System  von  Korpern  ausg 
denkt.  Doch  bezweifelt  Lord  Rayleigh,  ob  solche  Ana 
berechtigt  seien,  da  bei  ihnen  im  allgemeinen  das  Quadr 
Schwingungszahlen  v  und  nicht,  wie  die  Erfahrung  \ei 
v  selbst  in  den  Gleichungen  vorkornmt.  Er  schliesst  auf  ki 
tische,  nicht  auf  dynamische  Verbindungen. 

In  diesem  Sinn  hat  Hr.  Riecke  (/()  die  Schwingungen. 
Ringes  untersucht,  indem  er  als  Integrate  der  Bewegung  ai 

MI  =  fi^n 

n 

u<i  =\  A/t 


(n  Anzahl  der  Knotenpunkte  eines  Ringes,  a^  u>2  %W( 
Zustand  beschreibende  Grossen).  Soil  p  durch  eine  Forir 
Art 

b 

27T/>  = 

f 


C1)  G.-F.  FITZGERALD,  Rep.  Brit,  ylw.,  1894,  p.  689. 

(2)  AL.  SCHUSTER,  Nat.,  t.  LV,  1896,  p.  200. 

(3)  Lord  RAYLEIGH,  Phil.  Mag.,  5*  serie,  t.  XLIV,  j897,  p.  356;  5°  serie, 
1898,  p.  667. 

(4)  K.  RIECKE,  P/iys.  Zeitsckr.,  1. 1,  1899,  P-  Jo;  t.  II,  p.  107;  Ann.  d 
t.  I,  1900,  p.  899. 


«;e»ohen  sein,  so  j»<%nii^l,  class  man  fiir  f/,,  Un  das  SysltMn  ansel/l 

tl'>  //y  r/^  f/a 


«';  // 


Mine    Dentally    dteser  <  iloiolitm^ou    ist    his  jot/.t   no<».li  niclil 
Iunj;ru.    Klitniuirrt    man  c»t\va   //t,   so   fol^i  fiir  n%  fine  (llc 


Na<tli  tleu  ICr«irh*ni!i{;<»n  in  dor  Kmlelluag  ist  das  Verlialle.n  tier 
Sprktratsoriru  init  drr  Vtuiatiuit*  rein  elastisclu%r  oder  eleklro- 

dynamisrhiT  Seliuin^un^eii  unxcroinliar.  K«>lar(»k  (l)  mid 
I/mdematm  {  'A  K  die  um  derarti^eu  \nuahiu<*ii  aiis^x^aagen 
siiid,  |;elaii|;t*i»  daher  nur  /u  einem  /usantiuenrtiokfai  oiuxeluer 
Liuien;  tlie  Jlalmerneiir  iMirnud  auoli  uur  angenah^rt  xu  er- 
Itahen,  ist  ihneti  uitnutgltrli.  Die  vtm  lira,  landtuiiatni  auf{»e- 
slellte  lle/jehung  /,ti  di*u  Attntigt1^  irhteii  hat  dcshall>  aucli  kuiiiu 
Bedeutuiig. 

Ble  0ruiidlaf«E  der  Tlieorie, 

Kiir  ilie  Theuritj  der  Speklridlinien  kommon  von  Noruhcreiu 
xv\ei  \er?»ehie*leiie  Aiinaluiu*!!  in  lletnieht,  ,\Ii»u  kaua,  ausgeheud 
vom  y*f*eiiianj»hati<)tiii'U,  die  Schutii^un^en  tmixelner  Kfirpor  he/,, 
I'llektroneii  unlersurhen,  die  deli  in  vwsrliiwtaiuw  Cilei(di|;'invi<;hls- 

lagen  odor  fv<HiH|eIIiiliiiijt*ti  Iif*liiidf*ii,  AIige.Heheu  \on  <le,m  schou 
er\vahnt<*n  Kismttiul  \on  Lcird  Ilii^Ielgh,  <la*<s  sioli  dunu  die  ein- 
fuclihttm  (li*M*t/,i*  atif  il*is  <%hiadntt  d«»r  Sc*liv\iiigung,s7,ahlt  nicht  ant 
(lieNi?  ht'Hisl  he/Jt^tett  twit*  en  dii*  Bidiiierhehe  l«'oraH*l,  das  Gesetz 
der  konntanlon  I)in*»r«*«y,  u.  a*  rriardi*ra),  ^ehrint  cis  sehr  schv\er 
uuf  tiiesoikt  \V  eg  **itM*  /,\\«Ml«t*h  yaeiullieJie  \uy«dil  von  Liuieu, 
vvic  .nil*  hei  deu  I  Jnii  tiHjit^ktri'tt  %u  er\%arten  ist,  oder  gar  einc^ 
dritifiich  yiiemllirlu*,  ui<*  Hie  !>es4lt*ii<Irf»s  (!lj  (5e,seUe  fiir  Handen- 
spektreti  erfiinlrnu  fctk  frltalU'ti.  Ctenidr  h,txterer  Omstatid  zvvingt 


F,  KiUA^im,  il'iV**/,  I  mi.,  l.  I.VUI,  $KI^»  |».  -471. 
F,  Li?%i*ic»!4^x-,  Munvh*  .S'i'fs,  •  /li*r^  I,  XXXI,  if|C 
II*  h^itAMUiKH,  Cttfti/ft-  /r/w/.,  t,  C\,  i%i»»  p.  7 

It, 


fur  die  Bandenspekiren  auf  Schwingungen  eincs  [nach  Run§ 
posiliv  elektrisclien]  dreidimensionalen  Korpers  zuruck  /u  gr< 
und  fiihrt  damn  von  selbst  zur  Annalime,  dass  die  Linienspel 
ihren  Ursprung  deti  Eigenschwingungen  sweidimensioi 
Gebilde  verdankcn. 

Dies  soil  unsere  Grundannahme  sein. 

Bei  dieser  Auffassung  vvird  sich  insofern  eine  Analogic  nr 
schwingenden  Flache  zu  elastischenMembranen  ergeben,  als 
eine  zweifach  unendliche  Anzahl  von  Knotenlinien  aufv* 
konnen,  und  ihre  Schvvingungszahlen  Funktionen  zvveier  wil 
liclier  ganzer  Zahlen  sind,  wie  die  Form  el 


dtV-=  N      -r   — 


verlangt.  Mathemalisch  eingekleidet  besagl  diese  Annahme, 
jede  stetige,  fiir  den  Zustand  charakteristische  Gn'isse  ®  in 
Abhangigkeit  vom  Ort  durch  eine  o-szillierende  Funklioi 
geben  isl. 

Man  vergleiche  die  Forme! 


mil  der  fiir  eine  transversal  schwingende,  quadra  lische  Men 
giiltigen  Formel: 


(A)         P, 

»=dzi,         ±2,         ±3,         ..., 

wo  b  eine  Konstante,  />  die  Schwingungszahl  bedeutet.  Sin 
Seitenlangen  2a7  sind  die  Koordinatenachsen  durch  den  IV 
punkt  parallel  zu  den  Seiten  gelegt  und  ist  der  Rand  festgeh, 
dann  ist  das  Integral  der  Elastizitatsgleichungen  von  der  For 


N    .  .     mty 

)sm  -  sin  —  £• 


(A,  c,  Konstanten),   Dass  die  Quadrate  der  ganzen  Zakleii 
ohne  weiteren  Faktor  verbundenerscheinen,  istFolge  der  GJ 
wertigkeit  des  Quadrates  in  der  x-  und  jr-Richtung.  Dass 

(l)  H.  KAYSER,  Handbuch,  t.  II,  1902,  p.  660. 


"""" •  •.••.".  ivj 

/ablon  und  niebt,  vue  »e\\ llmtieb,  Wur/,eln  transzendenler  Funk- 
lioneu  auftreten,  fol*»1  aus  dein  I  instand,  dass  in  dem  Inl(»j»'ral 
nur  sinus  und  eusinns  vorktuntnen  ;  die  ein^effdirie  (irnndannaluu(v 
fiilirl  al>o  in  \\ohl  nielit  all/.u  \\  \\l\\  iirlivh^r  \\eise  daxu,  iTn%  das 
dem  \Vas$t»rsto!K|M»ktruw  eatspn»cih(in<l<»  srli\\!n^(kiule  (iel)ilde 
<»henlalls  nur  niit  lri»«nH»iuetriselien  l^unktionen  /n  operieren. 
Dainit  ist  die  idl^eineiae  l^'onn  der  l,«kHnngen  dor  ^o.suditen  Be- 
vvc*^ungs«;lc'i<'lHtn^en  fest*:eslellt ;  fVu'die  Seb\\  iu^uu^szablen  sullen 
sieb  aussenlem  die  t^orntoht 


,' L\        ,„),-,•        -v     N/-L 

/;'        «/3/  I   »* 


l)i**    \uf{;al>i*   i**t   nuiu    riufarln*    Ansjil/j*  fiir  di<*  poten- 
fjit*  drs  S\  .sli'ins  /ti  lind«*iu  die  7,u  solehen  Iiev\e^nnf;\s- 

ii  ftthrru. 
I)m   I  nlrrHt'hit*di'  /,\N  tsclit*!!  ilrn  I^onneln  (A)  und  (Bj  charak- 

risteren  mtu  die  Sprktntl^i'liuiiiguiigen  |;egenijl»er  den  Schvuu- 


1.  Bel  uurndlielt  \\iirltsendeti  <  >rdmint;s/ahl(tn  /;/,  //  vvird  /;  un- 
<»nd!ieh,  v  aber  ni<'hl, 

i.  Hie  Formel  (  \i  rtttlialt  «ltr  Srli\\iii|;unf;s7.ahl  //  iin  (Quadrat, 
in  (Bi  diigi1!;**!!  tritl  sit*  hi  tier  <?t*Ht<*n  Polenx  nuf. 

»{,   l)ie  Koriitfi  (A)  ist  iit  m  utid  n  hvttitti(^rt.s<'li,  (Bj  abc»r  uiclil. 

Ks    HI*!    iiurli    !u*im*rkit    ilans    hei    ilrn    Spf*ktral,S('.hvvingun|^c*n 

chctiso  vvie  in  tl«*r  l*llit%(j^it*4t*»ttn*<irit\  dun  SnperpoHUionsprin/.ip 
^elten  tiuiss^  dit*  I  trititc}gli*i<*liimgi*ji  at  HO  linear  sein  nitissen.  l)i«- 
selben  5toll(»u  j'*^t  «*<*»  ileiit  Haiiulloiiiirhoa  Prinxip  nnler  /u- 

eitier     efiiieli*!!   I**cirni  fur  die1 


mil  aadiicher  der  Schwingungszahlen. 

A  u?»  Hpiitrr  y.u  i*rurti*riidi*ii  Grutttirn  la.vscn  sirh  */•  und  y  in  den 

fo!|4f*nditn  tili?it!ti«iiigt*n  ittelii,  \\it?  xuct'ht  tiahc  licgcit  inrjchti;,  auf 
einer  Rtigitliliicdit*  iiitt*r|in*ti«!ri*fi,  Aln  wvitutts  $inf<tch$tc  Inter- 
pretation wweUt  «it:h  tlii*  .\iitinlni>e  ettii»,H  i* 


Quadrates,  die  von  nun  an  der  BelracliUing  zu  Grunde- 
rnoge.  Die  Koordinatenachsen  seien  durcli  den  Mittelpiu: 
Flache  parallel  zu  den  Seiten  gelegt;  2  a  sei  die  Seilenlangc 
Massendichte,  do  das  Flachenelement. 

Wir  betrachten  zunachstden  einfachsten  Fall,  wo  eineGr 
die  vvir  zweckmassig  als  eine  kleine  Verschiebung  der  Pun 
Quadratflache  F  senkrecht  zu  deren  Ebene  deuten,  zur  Be 
bung  des  Zustandes  ausreicht.  Dann  ist  die  kinetische  Euei 
Systems : 

I     fdw\*    , 
-  p  I  -T-      do. 
<^\dt) 

Die  potentielle  Energie  soil  auf  einer  Fermvirkung  b^ 
die  jedes  aus  dem  Gleichgevvichtszustand  verschobenc 
chen  x1  y1  auf  ein  in  xy  gelegenes  ausiibt.  Diese  \\irki 
proportional  der  mittleren  Kriimmung  i/p,  -f-  i/p2  der 
mierten  Flache  in  x' y1 ,  d.  h.  bis  auf  Grossen  hoherer  O 
proportional 


1st  dann/[(o?  —  xr),   (y-~  y')]  eine  Funktion  der  relative 

der  wirkenden    Punkte,    d.  h.   der  Abstande    gemessen 

zu  den  Seiten  des  Quadrates,  so  sei  die  «  Wirkung  > 
Punkte  xy  : 

(a)  *=  I     f  \wfdx1  dy. 

Als  Ausdruck  der  potentiellen  Energie  iiehine  man  <I>-  (aaa 
in  der  Maxwellschen  Theorie);  dann  besagt  das  Hamil 
Prinzip,  dass 


=Minimun, 
Setzte  man  /als  Funktion  der  Entfernung 


allein  an,  so  erhielte  man,  selbst  wenn  nach  der  Grunda; 
w  als  oszillierend  vorausgesetzt  wird,   fur  $,  also  fur  die 


tielle  Knet'fjie  kerne  os/illierende  Knnktion  I  l  ),  sodass  der  \  or^aug 
nirht    YOU  der  j;ev\  tinselihMi  Art   sein  \\urde.*    '/«u   einein   hefriedi 
j-eiiden   \nsaU  fiilirt  «laj4<^t'ii   ful^emle  I  eherle^unf.;  :    \\eim   sieh 
auf  finer  (  ieraden  <  >\  eine  Belhe  \oi»  Puuklen  naeh  dem  INexxton- 
schrn  (trsrtx  auxit*ht*ii,  s«i  1st  ilir  Potential 

\'t 
f~    , 


iu  <li<*s<*  iMinufl  f»«*hi»ti  «U«*  ttbstttutt'H  lictrtt"*'  \  ./*,-  .....  -;I'A|   *lt»r  Kut  - 
iVniuii^t'u  riti,  Ihissi'lbt*  ttfluufii  wtrhirraii;    nian  hat  ilaun  jr<lr 

ral  \ou  d<*r  I'*ortii 


..-%  ;* 

/      yi'r*  i  'fi  I  .*•       *r*  |  i  tlr 
*  a 
xti  x«*rl**j;ru  tn 

/      yi  j"'  |  ^  !  J'        »r*  |  «/,!•'  ••  i     I      f  f  ,r*  I  "5*1 
'  " 


,/T  kotntnrn  <l.tu»  aurli  in  <lt*u  <irni/rn  <«* 

kaun  osxilliririid  \\rrdt*i». 

Hesondrt'H  naliflii^ruil  Hi  nun  die  Aitittthute, 


itnd  sotnit  die  KlemeiitiirutrKtuij;  rinfnch   i*n*i*wtiunal  %**i  dr*t 
ii     ,r—  ./*',     r       \     .    l>  H**»  «Nf».  miter   r  rim*  Ron- 


,   /     I 


Quadrates,  die  von  nun  an  der  Belrachlung  zu  Grande   1 
rnoge.   Die  Koordinatenachsen  seien  durch  den  Mittelpuiik 
Flache  parallel  zu  den  Seiten  gelegt;  2 a  sei  die  Seilenlaiige, 
Masse ndichte,  do  das  Flachenelemeut. 

Wir  betrachten  zunachstden  einfachsten  Fall,  wo  eine  Gr-ofi 
die  vvir  zweckmassig  als  eine  kleine  Verschiebung  der  Puukc 
Quadratflache  F  senkrecht  zu  deren  Ebene  deuten,  zur  JBesc 
bung  des  Zustandes  ausreicht.  Dann  ist  die  kinelische  Euerg: 
Systems : 

r      /<)w\* 
-  p  f  -—      do. 

2  '    \dt  J 

Die  potentielle  Energie  soJl  auf  einer  Feniwirkung  ben 
die  jedes  aus  dem  Gleichgevvichtszustand  verscliobeae 
chen  x! y!  auf  ein  in  xy  gelegenes  ausiibl.  Uiose  \\irkiin 
proportional  der  mittleren  Kriiminung  i/o,  -f-  i/p.,  der  d 
mierten  Flache  in  x1  y* ,  d.  h.  bis  auf  Grosseix  h()herer  Ord 
proportional 


1st  dann  f[(x  —  j?'),   (y—  .y)]  eine  Funktion  der  relaliven 

der  wirkenden    Punkte,    d.  h.   der  AbsLande    ^emessen     pa 

zu    den    Seiten    des    Quadrates,   so  sei   die   «  Wirlumg    »     < 
Puokte  xy  : 


$>=   /    /  ^wfdx'dy. 


Als  Ausdruck  der  potentiellen  Energie  nebme  man  <1>-  (analog 
ia  der  Maxwellschen  Theorie);  dann  besagt  das  Hamillor 
Prinzip,  dass 

(0  f    dt  f  f  do  [~P  (^)2-<i>21  =  Minimum. 

Setzte  man  /als  Funktion  der  Entfernung- 


allein  an,   so  erhielte  man,  selbst  wenn  nach  der  Grundann* 
w  als  oszillierend  vorausgesetzt  wird,   fiir  <!>,  also  fur  die   p< 


^5  It      i?1 

»»          If,!          - 


\  i  I  •        t  -I 

'      <  *         I  '     t     r   I   * 

»,      »H  i       |  i*Hlt! 

|,f  |*    ,'  ,1  <    *j 


V 


*  I  i         {»•!    \  Hi-,ni;; 

/     ,      »   ,»)>    511     |il-||  }t'4l 

n        >Jft  \\  r  till      Ml   It 

!•  t      |.       I*    in     \r«  tMf| 


I      , 


;  n  f 


»    ilrll 

(%«|||- 


22  GEUVRBS   DE   WALTHKR   HIT/,. 

Dann  1st  mitdieser  Bedingung  das  Inlt^ral  (  i  ) 


zum  Minimum  zu  machen. 

Vorerst  aber  eine  Bemerkung.  Soil  diese  Form  ilrs  Hamihoi 
schen  Prinzips  anwendbar  seia,  so  muss  die  Ansstrahtttng  w 
nachlassigt  warden  diirfen,  wenn  e$  nich  nttr  urn  ttie  tt\ 
rechnung  der  Lage  der  SpektraUinien  httntlrlt.  Dio  ^\v\ii\ 
Grosse  der  Dampfung,  die  durch  die  hohen  rian^uutersrltitfcl 
bei  denen  nocli  Interferen/eu  erscheinen,  cinerseits,  ttud  durr 
die  unveranderliche  Lage  der  Spelvlralliuirn  h«*i  sc»hr  \erandri 
lichen  Intensitaten  anderseits  (-jrvviesen  ist,  hen'rhti}*!.  uohl  ^ 
dieser  Annahme.  [Jmgekelirt  scluiincn  crhfilitr  1  hunpfdirhtf  mi 
Temperatur,  also  Vergnisseruag  der  iiussereit  IMUVV  irktut^eti  HI 
im  Sinne  6iner  Verbreileruag,  inchl  emer  \  t*rs(%hielHing  clt 
SpektraUinien  zu  wirken  ('). 

Das  aufgestellte  Variationsproblem  liisst  sieb  nlchl  uluii*  vvt? 
leres  nach  Lagranges  Methoden  behaudeln  vve^en  di»s  dabri  au; 
tretenden  Integrals  4>.  Durch  gaass  iiludiebe  Heelmuit^eti^  \\\ 
in  den  unten  ausfuhrlich  behandelteu  Fallen,  liinl<*t  man  tli 
Hauptgleichung 


.<v  i   ,   i   . 
dl*  dx**  dyl* 

und  die.  Randbedingungen 
dw 


—  =  o,          — 


winter  n  die  Normale  zur  Begrenzungslinics   den  Ouadrstles    vet 
standen.  Als  einzige  Lusung  ergibt  sicli 


a/    a 


flier  sind  A,  c  willkurliche  Konsranlen,  ///,  //  ^anxe  Zablen,   •*, 


(|)  Hieraber  vgl.  H.  KAYSER,  Handbuch,  t.  II,  p.  3()7  IT.  JedenfalU  1st  die  Vei 
,eba      sehr  klein  gegen  die  Verbreherung  der  Linie  und  kommt  bier  nichi  i 


ill 


r 


,«  *  '    '       '3  *    j         /          ,    ,    *  .       >  ,,    **>  t>    >;!•>     \ 

u,  ,         ,        -  ;       it    -         1'       ,,  ,       '       I      .  i  ,    ,.i 

*  ,  '  i  4  i  >  '    i  .  '    <      /  ;  I    /  <  ^     '    i  » 


»  r*»  *   f     !  *»         J  I    <      r  '  i      '    ,i       M      «         <-(.t»»'M1/<«'><i<«<«v' 

It    %»  liri»i'r  i* 

|  |i,»  «    il         /     *'        *  '  '.       "      f  Ui**./^»»>|iii          14,    f     /«('    lit     »*.«J 


'«**'.»•        T        i,      %|^    -  •>          i         •  >    *        ,         |^  i    f  i      ^5«      !- 

ikt  -'  ,    <    -  ^'     I*'    ^'     /<,      ««      I    H    |l»          J^^' 


Diesen  Ausdruck  werden  wir  als  Mass  der    Deformation  be 
trachten. 
Ferner  seien 

x^  j.      |y-J-'|2 

'  '  ia 

Y  =  |v      r'l      \y~-Y'\\ 

[J  J     \  >ia 

i in  folgenden  vielfach  auftretende  Fuuktioueii  der  absohil  ^uoni 
inenen,  parallel  den  Quadratseiten  geinessenen  Eiitferiiuu^en  j 
zvveier  Punkte^,  y  und  x\  y]-\  20,  sei  die  Seilenlan^e  des  Quaclri 
tes.  Die  «  Wirkune;  )>  <&  definieren  wir  durcli 


(3)  4>=  9    C  TxYv'a'rM' 

(i%  ist  eine  Konstante).   Die  potentielle  Eiiergic  sci  \vie  obeii  <I>2 
dann  fordert  das  Hamillonsche  Prinzip,  duss 

/        /     /      ~  I  -T-  )"—  ^2     ^o  ^  =  Minimum. 
Jfo    J  J    L*  \ttj-  J 

Das  Integral  wirct  tiber  die  gauze  Flaclie  erslrockt,  (Jo  isl  d<J 
Flachenelement,  Um  diese  Variation  ausfuhren  -MI  kiuiuei. 
zeigen  wir  zunachst,  dass  man  die  Grosse  <I>  =  <I>  (x,y)  auch  auj 
fassen  kann  alsabhdngig  vom  Zustand  imPiinkte  x,y  alleit 
d.  h.  dass  man  die  Integralgleichung  (3)  durch  eine  partieli 
Di/ervntialgleichung  ersetzen  kann. 
Jedes  Integral  der  Form 


;—        I  n  (  f1   \    I    f>    cyi' 

J_a    ?^H^      a? 


dx' 


musswegen  des  auftretenden  absolulen  Betrays  \x  —  j'\  zerle^ 
\\erden  in 


/*  •*'  ^,4-  (t 

=^     (x-x')vdx'—  I       ( 

'•'  —a  J  . 


u nd  es  gilt 


I.    —    ZUR    THEORIG   DER    SERIENSPEKTREN. 

£=/fl9^)^+jf/ *')<**> 
Dageg'en  folg'l  aus  \.K  —  .#'[-  =  (# —  #')">  dass 

uichl  zerlcgl  zn  vverdeu  brauchl;  man  findel 


Je  Bacli  dein  Vorzeiclien  von  x  —  #',  j'  —  j^?  isl  also  das  Inle- 
gTtiLionsg'ebiel  von  4>  in  vier  Teile  zu  zcrlegen.  Sei  z.  B.  a'b- 
kiirzcnd 

(rr  —  x')  (y  -•-./)  v'  »'  =  ^? 
(;r  ~~.-r/)2(jK—  .r')v'<*'  =  X 

geselzl,  so  gill 

~+«    ~+« 
/       /       I  ^  ™  *•'  I  I  .r  —  /  1  v'  «'  ^'  ^/' 

^-^          r  )•  y-.*1          r.r 

=       /     djc'  I     fydy'-h  I     dx    I     tydy 

J—tt  «/_.„  «-H-rt  «.'_« 

-h   /     */.r'   /     ^  <://'  -4-  /     dx'  I     &  dj-', 

'-'  *•  *-•  *' 


,-•  +  "         /..v  ri-«         ^.r 

=  /     dx'  j  -/_dy+        dx' 

«   _.  d  <-  ~-a  *j  ~~  a  *S-\-u 

TNach  diesem  Schema  findel  man,  da 


7  =4v^-- 


rcr 


Bel  der  Variation  eutstehea  im  allgemeiiien  eiii  Flachen-  uuc 
tiia  Randinlegral,  die  einzeln  verschvvinden  mussen.  Um  uanoti^e 
Rechnung*  zu  ersparen  setzen  wir  von  vorn  herein  solche  kuie- 
rnatiscJie/i  Bedingungen  an,  dass  das  RandinLegral  zu  Null  wire 
und  zugleich  die  Losung  eindeutig  bestimmt  ist.  Sie  lauLen,  vveui; 
wieder  n  die  Normal  e  zumRand  der  Figur  isl: 


Das  Integral 


verschvvindet  vermoge  (5),  ebenso  die  anderen  Integrale  in  (4); 
•es  bleibt  also 


Die  Definition  von  $  durch  (G)  bestimmt  diese  Grosse  nicht  voll- 
standig  und  ist  daher,  ummit(3)  aquivalentzu  sein,  durcli  gevviss< 
Bedingungsgleichungen  zu  vervollstaodigen,  die  wir  unteti  be- 
nutzen  vverden  und  zuerst  ableiten  mussen.  Durch  Eiafiihrun^. 
des  Wertes  (6)  von  yw  in  (3)  ergibt  sich  fur  jedes  x  und  y 
identisch  : 

/H-rf  ~+(l  -y. 

-.,  L  5^x"°' 


wo 


Diirch  Ausfulirun     der  Integra  lion  ergibt  sich 


r'2 


Fiilirt  man  !C  aus  der  ersLen  Gleicliuiiy  in  die  zvveile  ein,  so  vvird 
die  reclite  Seile,  abgeselien  von  den  (jliedern 


ein  Polynom  zvveiten  Grades  in  .Bezug  auf  .r.  1st  <I>,  wie  wir  an- 
nehmen  werden,  kein  soJehes  Polynom,  so  mtissen  wegen  des 
identiselien  Beslehens  der  Gleicliung  die  ungegebenen  Glieder  sicli 
gegen  \  $(#,  Y]  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  auflieben,  und 
zwar  fur  jedesy.  Es  folgen  somil die  Bedingungen: 

r'""'    , ,          .    .  , 

I         <I>  dy  =o         liir  jcdes  x\ 

*  —  ft 

j  ~_    /    I J  rr=  (>  <1>  (  -4—  ft     y  )  <!*(  - —  (.1     V  )    '-^z.  Qj 

r*1' 

I         <1>  dx'  =  o         fiir  jedcs  j^. 

(Das  /vveite  Syslem  folgt  obenso  wie  das  erste.) 

Nun  isl  die  Glcicbung  (7)  idenliseh  erfiillt  :  die  Gleic/iungen 
(6)  und  (8)  sind  zusctrnmen.  u<juiv(t.leiit  /nit.  (3). 

Die  leicht  in  Worle  zu  fassendea  Bedingungen  (8)  beslhnmen 
also  das  Verhalten  von  <I>  und  seiner  Ableitung  nacli  cler  Normale 
in  einander  gegeniiberliegenden  Punklen  der  Rander;  ausserdem 


verschwindet  nach  (8)  der  Millelwert  von  <I>  auf  Parallelen  zu  den 
Seiten,  wie  schou  fiir  w  der  Fall  war. 

Wir  fiihren  nun  eine  Hiilfsgrosse  A  ein  chirch  die  Bezieliungen 


Diesen  Gleicliungen  geoiigtunter  andevem  der  Ansalz 

b        C?   r*   r*   r'v 

7  =  /      7       /       /     *d&dy*, 

*          J-aJ-aJ-aJ-n 


deiiD  es  ist  z.  B. 

K  \  /» J'    r*  y 


dy-    I        4>  dx  =  o         \vegen  (8). 

Damit  istgezeigt,  dass  (9)  keinen  Widerspruch  involvierl. 

Auf  Grand  dieser  vorbereitenden  Satze  lasst  sich  mmmehr  die 
Variation  des  iiber  die  ganze  Flache  zu  erstreckenden  Hamillon- 
schen  Integrals 

r(i  r  r\$  fdw\*        l  7    , 

i        i     /      i.  /  -__  )   —  <|j2    fa  di  _  Minimum 
Jt.    J  J    LaV^/  J 

ausftihren.  Fiir  die  Zeitpunkte  t<>:  ^  sind  dabei  bekanntlich  die 
Zustande  als  gegeben  zu  betrachten,  sodass  o«^  hier  verschwiridet. 
Es  ist  also 

r//(^5'- 

oder  vvegen  (9) 

rli  r  r/  d*w         i 

4  JJ  (*-&*»+ ~, 

Das  letzte  Glied  lasst  sich,  abgeseheu  von  hinzutreleiiden  llaad- 
integralen,  in 

r  r  r  &   ^  o<i> 

J  J  Jt-^d«dt 

umformen,  und  da  nach  (6) 


,    , 
dot* 
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Man  erlialt  schliesslicii  als  Hauptgleichitng 

(\)  p  -j^-   H-2PV'-!>    =  O. 

Wegen  (6)  and  (9)  folgl  liieraus  die  Diderealialglcichung 

rr  '>IO«' 

(U)  p  , 

l       -       * 


Danach  /$£  apydi  </i"e  an.  f  je.de  n  Piuikt  wirkende  Kraft. 

Die    von   der    parliellen    Integration    lierriilireiiden    Randinte- 
raie  sind 


,.          ,  ,,        <      <o  ,  <w 

t   /         ay    -  -  -1—  •  o«l>  ---  :  ---  h  apd/  - 

^*  *  Y 


-/,  /lH"/          /[    Ob    (J2r>  r        rJ38<I>  t)$(P 

/      t//    /          <:to     --  :  --    --  J,  -     —  -j,  <j  .U  - 
J  J_(t  \-JL  -Ar     O^"1  •>,  '  t^^j  r    ()y 


Piihrt  man  die  iiussere  Nonnale  n  zur  Randlinie  s  ein  und  fornit 
die  Glieder 

\  '.>.  rijcdy*  '2  dy*     dx*   j 


dy 
dureli  partielle  Lntegrtition  liings  der  Randlinie  inn  in 


(es  treten  nocli  gewisse,  an  den  vier  Ecken  zu  bildende  Ausdriicke 
binzu),  so  kann  man  die  Integration  tiber  den  ganzen  Rand  er- 
strecken  nnd  erliiilt  als  zvveite  Bedingung 


rli  !  r  ,  f  *  $  <**  3*     i  T  c)3  §r> 

±:  /      ^   /   </s     --  i  —7-  ---  d;     ••     , 
/  J  2  d/i     ^6t:i          -Ji  T  ds2  <>/i 
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Begrenzung  des  Bereiches,  durch  gevvisse,  die  Grossen  cos  /?,  ,r: 
cos  ft,  y  enthaltende  Ausdriicke  zu  ersetzen  sein.  Die  Dissym- 
metrie  des  A.usdruckes  d-w / dx-  —  d'2w/dy-  maclit  sich  in  den 
auf  den  vier  Seilen  des  Quadrates  verschiedenen  Vorzeichen  (zp) 
innerhalb  der  Klammer  bemerkbar.  Wir  beweisen  nun,  dass  ver- 
muge  der  Bedingungsgleichungen  (5),  niimlich 


dw 


r^n  r+<1 

I         w  dx  =  o ;  /         w  dy  =  o 

*-  —  (i  *J  —  a 


das  Randintegral  verschvvindet.  Diese  Bedingangen  ervveisen  siclj 
dann  als  kinreichend;  notwendige  Randbedingungen  lassen  sich 
in  diesem  Fall  aus  dem  Verschwinden  der  Variation  iiberhaupt 
nicht  gewinnen,  da  z.  B.  das  Glied  d&  /  d  n  d*  %$  j  ds-  sowobl  fur 
d&ld/i=:Q,  als  aucli  fur  d-$/ds-  =  o,  also  d*$3>/ds-  =  o  ver- 
schvvindet. Dass  diese  Bedingungen  auf  eine  und  nur  eine  Lo- 
sung  iuhren,  soil  unten  gezeigt  warden.  Nun  liaben  \virnach  (5) 
und  (9) 


, 

—  =  o,          —  -  =  o,         also          —r  —  =  o,          — 
On  dn  dn  dn 


Dann  folgt  aus  (I) 


r3        da?  < 
Da 


fur  jedes  y,  so  1st  also 


und 


und  ebensu 


also  allgemeiu 
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Die  Glieder  des  Randintegrals  versc1i(vinden  sanitlich,  ebenso 
die  an  den  Ecken  des  Quadrates  zu  bildenden  Ausdriicke,  wie  211 
bexveisen  war. 

Energiegleichung. 

Entsprecliend  den  Voraussetzungen,  unter  denen  oben  das 
Hamiltonsche  Prinzip  angewendet  \vurde  (keine  Energieabgabe 
nach  aussen,  d.  li.  keine  Ausstralilung  etc.),  muss  das  Prinzip 
der  Erhallung  der  Energie  sicli  als  Folge  von  (I)  uncl  (5)  in 
der  Form  ergebeu 


Die  Integration  isl  fiber  die  ganze  FJache  des  Quadrates  zu  er- 
strecken.  Aus  (1)  fol^l  nun  in  der  Tat  durch  Mulliplikation  mit 
dw'jdtdxdy  und  Integration  : 

c  c  I  ()«'  d~w         div 
J  J  (?U7-7F~-{~^7; 

Das  erste  Glied  ist 


Das  zweite  Glied  gelit  durcli  parlielle  Integration  fiber  in  : 

r  r    ,    dw  ,       r  r  >  ,     ^^     ,          ,  /  , 

J  J  ™*Vardo  =J  J  ^M7^do       nach  (9); 

die  bei  diesen  Transibrnmtionen  auftretenden  llandintegrale  ver- 
schwinden  wegcii  der  Randbedingungen  dw/dn=zu  etc.,  aus 
welcheii  u.  a.  folgt  d'2w/d/ids  =  O)  etc.  Da  nun  aber  nach  (9) 

i    r  r 
*J  J 

so  bleibt 

<»' 

wie  zu  bevveisen  war. 
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Fu'hrl  man 


als  zwei  den  Zustaud  besclireibei.de  Grussen  ein,  so  ist  die  .  ina- 
logie  des  hier  aufgestellten  JSnergieausdruckes 


C  C 


(&.*+•&)  do 


mit  dem  filr  die  elektromagnetische  Energie  des  Athers  gill- 
tigen  auffalletuL 

Eindeutigkeit  der  Losung. 

Die  vveitgehende  Analogic  der  fur  unser  schwingendes  System 
giiltigen  GeseLze  mit  den  in  der  Mechanik  der  Continua  bis  jelzt 
aufg'etrelenen  zeigt  sich  auch  im  Umstande,  dass  aus  dem  Priuzip 
der  Energie  auch  hier  die  Eindeutigkeit  der  Losung  sich  sofort 
ergibt.  Denn  sei  w\  die  Differenz  zweier  Losungen,  die  fiir  £  =  <> 
demselben  Anfangszustand  entsprechen,  sodass 


auf  der  ganzen  Flache,  also  auch  (v^i)f=o==05  so  g' 


Nun  ist  w{  wegen  des  linearen  Charakters  aller  Relationen  elxui- 
falls  eine  Losung;  die  Energiegleicliung  (10),  von  o  bis  t  h 
ergibt  fiir  dieselbe 


fur  jedes  t,  somit  einzeln 

dwl 

--  =  o,        'Pj  =  o,        also        «>i=konsi.  =  o        wegen        (wi)/=o  =  c>. 


(la) 


r-  _  -_        __ 


'  ^          '          On 

bestimnien  also  die  Losung  bei  gegebenem  Anfangszustand 
vollstdndig.  Dass  dieses  System,  wie  sich  zeigt,  wirklich  eine 
Losung  besilzt,  also  kcine  Widerspriiclie  involviert,  ist  scbon 
nach  der  Ableiumg  aus  deui  Hamiltonsclien  Priiizip  zu  ervvarten. 
Sucht  man  die  Losungen  dieser  Gleicliungen,  vveJche  Eigen- 
schvvingungen  ( ' )  entsprechen,  also  von  der  Form 

w  =  si  11  ( v  t  •+•  c )  cp ( x.  y} 

sind,  so  ergibt  der  Ansatz  trigonometrischer  Fiiiiktionen  die 
Form  el 

.     .  .     .  //?7t,r         nizy 

( 1 1 )  iv  =  A  si  n  ( v  /  -4-  6- )  cos cos  — —  • 

a  a 

Dabei  sind  A,  c  vvillkurliehe  KoiisLanlen;  /;?.,  n  ganze  Xahlen,  a«, 
wie  stets,  die  Seitenlange  des  (Quadrates.  Dass  diese  Funktion 
das  System  (la)  befriedigt,  ergibt  sich  leiclit  durch  Einsetzeii, 
vvenn  man  bei  der  Ausrechnung  von  4>  die  bekannten  Formeln 
benutzt : 


/ 
/ 


x   cos.r  dx  =  x  siiin?  -+-  cos  a?  -\-  konsL, 
x~  cos^;  da;  =  x-  sin  a?  H-  -j*a?  cos;/?  —  2  siiia?  -+•  konst., 
aus  welchen    sich    ergiht,    vvenn    man   das   Iniegrationsgebiet  in 


(1)  Dass  aucli  die  unLen  angegebcnen  Eigenschwingungen  die  einzigen  sind, 
folgt  durcli  cine  iilinlichc  Anweudung'  b'ouricraclier  Keihcn,  wie  sie  ( p.  43)  be 
einem  anderen.  Beispiel  gegeben  isL 

K.  3 
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—  a  . . .  x\  H-  #  . . .  #,  wie  friiher  erorterl,  zerlegl  : 

( i  2 )       I        cos  — • —  (la?  —  or'  \ • )  dec'  =  — f— - 

J__a  a      y  *a     '     I  n^-rS- 


m-x.r 

cos 


H-    ,  «x  //ITZii;  ILI^V      .  . 

—  A  —  (n2 —  /n2)  cos cos — —  sm(v/  -h  c), 


Da 

mzy    . 

\,w  =  A  —  (ii* — m* )  cos co?       '     " 

a-  ci 

so  ist 

41  =  4  pAsin(vgH-c)v/<>  ^~  cos  """"*'.  cos  llllil  =  /}  (>  |  — ^ -^  )  — ^  «•'• 

Die  Funktion  ^  ergibt  sich  a  as  (9)  zu 

i  = 

4 

worin  a,  [3,  y,  o  willkiirliche  Funktionen  sind.  Wegen  d'b/d/t  =  o 
ist  nun 

Es  ist  also  P(y)  von  der  Form 
und  ebenso 


wo  die  a,  6  Konstanlen  sind.    Die  Bedingung  d^jdn  =  o  forderl 
a\  =  —  b\,  und  der  Ausdruck    fiir  A  vvird,    unter   cpi  (a?),  ^^.( 
willkiirliche,  nur  an  die  Bedingung 


=o 

dy  /  v=±« 


gekniipfte  Funktionen  verstanden  : 

6  [\vcfi     /    \  i 


Setzt  man  die  Ausdriicke  fiir  cv  und  A  in  die  Grundgleichun 
ein 
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so  finclet  man  schliesslicb 


oder  nacli  (i3)  '.p,  r=3  cp.>  —  o,  und  es  ergibt  sicb  fiir  die  Schwin- 
gungszahl  v 

,>2__  .       2  /     *  l    \'    !^a* 

oder  vvenn 


eine  Ronstanle  bezeichnel: 

"l=±l>    ±a>    ±3)    -•*' 

/4=±I,  ±2,  d=3,  ...C50. 

Schwingungszahlen  des  Systems  sind  durcJi  die  verall- 
gemeinerte  Balmersclie  Formal  gegeben.  Fiir  n  =  2,  m  =  3, 
/j,  ....  32  e.rgibt  sick  die  bekannte  IVasserstoffserie.  Positive 
und  negative  IVerte  der  Scliwingungs-  und  Ordnungzahlen 
Jiaben  dieselbe  physikalische  Bedeutung. 

Nimmt,  man  die  A.-Kinheit  (io""8cm)  als  fjangeneinhoil,   so  ist 


100670.0  =  i 
J  '  V    P 

Die  Knoteiitinien  der  durcb  (r  i)  dargestellten  Bevvegung 
xeigen  auffallende  Eigentiiinlichkeiten.  Fiir  eine  Eigenschwin- 
gung,  fiir  \velche  m.  —  /i  ist,  d.  li.  vvenn  auf  den  vier  Seiten  gleich 
viele  Knotenpunkte  liegen,  istv  =  o,  somit  (r  =  konsl.  (t)^  solche 
Eigenschwingungen  sind  unmoglic/i.  Sol)aldm^/?,  ist,  haben  vvir 
dagegen  Doppclsclivvingung<Mi,  da  die  Vertauscbung  von  m  init  n. 
die  Formeln  nichl  iinderl;  es  ist  dann,  vvenn  A?  B  Konstanlen 
sind 


.    .  .  .  ... 

w  =  sin  ( v  /  -+-  c )  (  A  cos cos  — = — h  B  cos cos 

\  «  a  a 

das  System  dieser  ScJuvingiuigeii ;  die  Knotenlinien  zeigen  die 
bekannten  Figuren.  Urn  zu  enlscheiden,  ob  aucb  mehrfache 
Scbwini> 'iingen  b<)Iierer  Ordniini>-  inoglich  sind,  bat  man  eine 
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ergibt  sich 

f-  f       x»  -*-  « 

COS  — 

a  a 


r+«   r+«        m^x,  , 

I  I  Cos -COS —  (  I  .2?  X\ 

J-.il     J-a 


\y  —  r  \-\    ,  ,        4«-4'          niK  x        tiny 
X     \y~y\  —  —  -  -  —  L     do  '=      ;•  -  cos  —  -—cos  —  •-  • 
^   '  2#  //i-n2  a  a 


1st,  wie  friiher 


und  analog  Y,  und  berucksichtigt  man  die  f'iir  <E>,  i  p.  36  gefund 
enen  Ausdriicke5so  lasst  sich  die  eben  gefundene  Forme)  schreiben  : 


4/=    C  C&X 
Es  folgt  weiter  (uriter  Voraussetzung  der  gefundenen  Losung) 

PVil;  =  V     £    [  ^V*XY  do'. 


Die  Grundgleichung  lassL  sich  daher  infolge  der  iibrigen  Bedin 
gungen  schreiben  : 


=  v    C   Tv^XY^',         *=  v   C   f 


und  e^  ist  sK.  die  auf  den  Piuikt  (x,  y)  ausgeiibte  Kraft;  sie 
steht  mil  den  Werten  von  <l>  auf  der  ganzen  Flache  in  derselbeo 
Weise  durch  Fernwirkung  im  Zusammenhan-g,  wie  <&  mil  w. 

Es  legt  dies  den  Gedanken  nahe  ®  als  zweite,  den  Zustand  be- 
schreibende  Grosse  einzufiihren,  wie  schon  bei  der  Energie- 
gleichung  bemerkt  wurde.  Man  wird  zu  einem  unten  zu  behati- 
delnden,  sehr  symmetrischen  Gleichuugssystem  gefiihrt. 

Weitere  Auffassungen  der  Grundgleichung. 

Bemerkenswerte  Transformation  en.  der  Grundgleichung  ergebeii 
sich,  vvenn  man  die,  clurch  direkte  Rechnung  zu  beweisende 
Formel 


£ 


7  , 
X2  dx  = 


bermlzl.    Es  geniigl  w  namlich  den  Gleichungen 


Diese  Formen  sincl  alle  geeignel,  die  Hauptgleichung  voll- 
stanclig  zu  ersetzen.  Zusammen  mil  den  fiir  w  geltenden  Bedin- 
gungen  bestimmen  sie  eine  und  nur  eine  Losung,  vvie  man  wieder 
durch  die  unten  zu  besprechende  An  wen  dung  trigonometrisclier 
Reilien  bevveist.  Sie  konnen  dazu  clienen,  eine  physikalische 
Dentung  cler  zu  Grunde  liegenclen  mathemaliscben  Satze  zu 
•erleichtern.  Die  letzte  konnle  man  etwa  folgenderroassen  plau- 
sibel  mac  hen  : 

Die  Flacbe  cles  Quadrates  trenne  zwei  Medien,  deren  trans- 
versale  Verscliiebungen  w  und  W  sein  inogen.  Die  beiden  Medien 
seien  durch  Fermvirkung-  mileinander  verkniipft,  sodass  zvvischen 
w  und  W  die  kineinalische  Bedingung  besteht 

W  = 

Ausserdem  soil  die  auf  jeden  Punkt  des  erslcn  Mediums  \virkende 
Kraft  durch  die  in  seiner  umnillelbaren  Na'he  stattfindende  De- 
formation des  zwei  ten  beslimmt.  sein,  sodass  vvie  bei  den  trans- 
versal schwingenden  Plalten  cler  Ausdruck  der  Kraft  sich  ergebe 
proportional  zu  AAW: 

/ 

A  r= 


(])  Der  AnsaLz  fiir  die  polenlielle  Knergin 

v'^w  I    /AcvX2Y-<^o' 

fUhrl,   hei  ^ceignelcn   Handbedingungen,   ?AI  dieser  Kormel  ills  Hauptgleichun^. 
Dieser  Ausdruck  hat  die  Form  eines  Sclbstpotcnlials. 
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Dann  isl  also 


Man  erhallbisaufein  Vorzeichen  die  oben  besproclieneGleiclumg; 
aber  entsprechend  der  nun  angenommenen  Lsotropie  vverden  die 
Schwingungszahlen  des  Systems  proportional 


i  i 

—     stall     — 
m*  /i2 


Auch  hier  muss  also  die  Platte  aoisolrop  aiigeuommen  werden. 


Auf  etvvas  anderer  Grundlage  and  mil  vveaiger  Reclinung  crhalt 
man  ebenfalls  die  Balmersche  Formel,  wenii  man  die  a  Wir- 
kung  )>  <l>  zunachst  durch  die,  eine  Kouttiklwirkungausdriickeiide 


Note  marginale  manuscrite  de  Ritz  : 


dx*  dy*       H  v  v      '  v  ~  dx*        dy* 

Hierzu  noch  eine  Randbedingung-,  elwa  4>  =  o;  dann  ist.  4>  bci  g'ege— 
benem  w  bestimmt,  denn  eine  etwa  hinzutretende  Fuuklion  o  geni'igt  den 
Gleichungen 


also 
und 


also  a,  p,  y,  8  linear; 

=  a  xy  -+-  b  x  -\-  cy  -\-  d  ; 
und  fur 

x  =±  a, 
zeigt  sich 


Analogic  zu  der  An  wie  H.-A.  Loreniz  das  Hamiltonsche  Integral  fur 

Elektronenansetzt  und  variiert.  Fur  zwei  Komponenten  eines  Vektors  U,  V 
xu«7;rtu^«.    «:  __  ^    _____    i  •          i     rT..  ,«  . 


I.    —    ZUR    THEORIE    DER    SKRIENSPEKTREN.  3c) 

Gleichung 


definierl,   die  erst  nachtraglich  durch  Fernwirkung  zu   erklaren 
seinwird.    Das  Hamiltonsche  Integral  sei,  unter 


d'1  d-  0- 

V  = 


Ox'1        Oy1        0^  O'f\ 
die  friibere  Operation  verstanden 

f     ^   (do  |£  (^  )  "— 


dt  =  Minimum. 


Hierin  fiihre  man  w  aus  (i/j)  ein  ;  die  Variation  ist  sofort  ausfuhr- 
bar  and  gibt 


also  fiir  <E>  die  Grundgleichung  (II),  die  friiher  fur  (v  erhalten  war. 
Das  Randinte^ral  wird 


,     T/l  y/    C   7 

O  =  ±     I         lit.      I     fh 

J.          ,' 

'o 


—  -----  - 

i(>      On*  d^dfi          On*  Os-  On 

x 


___ 

Wir  selzen  ai»  ilande 


^       ^FVI 
^  _  _  t}  -j-^  j  |  . 


i  nach  (r4), 

d.  h.  wir  ha  1  ten  den  Rand  fesl. 

Die  so^'leic.li  abzulcitende  Energiegleichung-  ist  fur  den  Bevveis 
der  Kindeutig'keit  hier  unbrauchbar,  da  bei  g*egebenen  (PV)^=OJ 
(dwldt)t.-Q  die  Grossen  (4>)f  =  0,  (^(!V^O^  =  o  ^us  (i4)  noch  nicht 
ganz  bestimmt  sind.  In  der  Tat  ist  auch  die  Ijtisung  ersteindeuti 
bestimmt,  und  /war  ist  sic 

.     .    f  .    .    m  TU  a?    .     mrc  y 

(F  =  A  sm(  v/  -t-  c)  sin  -  sin  -  :—? 


wenn  man  (14)  durch  Fernwirkung  erklart,  d.  h.  durch 

05)  4.  =  ( 


ersetzl..  Nun  ist  <£  fur  den  Anfangszustand  bestimmt,  die  Eindeulig- 
keil  folgt  wie  friiher. 

Nach  einem  p.  29  abgeleiieten  Resuitat  gilt  der  Satz: 

Die  Integralgteichii.ng  (10)  ist  dquivalent  der  Differential- 
gleichung  (i4)  mit  den  Randbedinguiigen 


>  =  o. 


.,4-rt 

/         *(a7,j/')rfy=o. 

^7 


Fiir  ungerade  Funktionen  (I>  sincl  die  Zusatzbedingungen  idenliscli 
erfiillt. 

Der  Satz  lasst  sich  auch  umkehren. 

Ganz  ahnlich  kanu  man  auch  von 


ausgehend,  statt  von  der  hitegraldarsteUnng,  den  ersten  Ansatz 
(p.  26  ff.)  entwickeln.  In  alien  Fallen  gelangt  man  fur  die 
Wellenzahlen  zui*  Balmerschen  Forniel.  Durch  Multiplikation 
der  Grundgleiclmng  mit  (d^jdt)do  und  Integration  uber  irgeiid 
ein  Bereich  erhalt  man  nach  einien  Transformationen  den  Satz  : 


Die  zeitliche  Aenderung  der  Energie  eines  Flachenstuckes, 
also 


driickt  sich  aus  durch  ein  Randintegral  uber  dessen  Begren- 
zung\  Die  Energie  des  gesamten  Systems  bleibt  erhalten. 


Nicht  weseatlich  verschieden  von  den  hisher  betrachteten  An- 
satzen  ^erhalt  sich  der  Fall,  wo  man  Verschiebungen  der  Platte  in 


Hirer  Ebene  vorausselzl,  und  dementsprecliend  zwei  Komponen- 
ten  u}  c  einer  in  der  Wattenebene  liegenden  gericbteten  Grosse 
einfiihrt.  Ich  halle  mich  dabei  nicht  auf  und  gebe  im  folgenden 
vine  nicht  auf  dem  Hatniltonschen  Prinzip  beruhende  Auf- 
fassang  der  Vorgcinge,  die  sic/i  aber  in  ihrer  symmetrischen 
Form,  den  Maxwelhchen  GleicJiungen  sehr  ndhert. 

Seien  «,  r  zwei  Grossen,  die  in  jedem  Punkt  den  Zustand  des 
schwingenden  Quadrates  beschreiben,  etwa  die  Verschiebungeii 
zweier  sich  in  diesem  Quadrat  beriihrenden  Medien,  senkrecht  zn 
dessen  Ebene.  Die  Bezeiclmungen  v?  X,  Y  behalten  ihre  frtihere 
Bedeutung.  Die  Gleicliungen  der  Bewegung  seien  nun 

(III)         ^=s   f   fvVXYdo',          -  — =  e  /     TvUXY^', 
ot          J    J  ut  ff 

am  Rande  sei 

(III  a)  U  =  o,         V=zo. 

Zur  Integration  dieser,  wie  sich  ergeben  wird,  den  Vorgang  bei  ge- 
gebenem  Anfangszusland  eindeulig  bestinimenden  Gleichungen  sei 

U  =  U  ]  ( .r ,  y  )  si  n  v  t,         V  =  V ,  ( x,  y)  (^os  • 

gesetzl;  es  wird  (III): 

/*  /•» 

VjX.Yc/0',         vVa  =  i 

Addiert  und  subtrahierl  man  dicse  zwei  Gleichungen,  so  lindel 
man,  dass  (i ,  -\-  \  ,,  (I,  —  V  i  Lusungou  sind  von 


f      d'  =  o         am  Rande. 
Der  AnsaU  Irioaomclriscliier  FuiilvLiouen  fiilirl  auf 


.     mtv 

sin  -  , 


a-  /    \  i  \ 

=4£  —  I  ---  )> 
T:2  \  ma        n-  / 


U  =  B  sin  ( v  /  -h  c)  sin —  bin 

(i  ( < 

in.  7i  .7*        n  TC  Y 

V  =  B  cos  ( v  t  H-  c )  si  n  — sin —  ? 

a  a 

wo  A,  B,  c  willkiirliche  fvonstanlen  bcdcuteii. 


Es  istdies  auch  die  einzige,  Eigenschwingungen  entsprechendc 
Losung,  und  der  Bevveis  dieses  Satzes,  der  mit  weiiigeii  An- 
derungen  auf  die  iibrigen  schon  behandelten  Falle  sicb  ausdehnt 
soil  kurz  dargelegt  \\erclen,  da  die  Entwicklungen  sich  hier  air 
iibersichtlichsten  gestalten. 


Eindeutigkeit  der  Losung. 

Wir  vvahlen  die  Laiigeneinheit  so,  dass  die  Seiie  des  Quadrate* 
^Tcwerde.  Da  nur  Losungen  in  Betracht  kommen,  die  iimerhallj 
der  ganzen  Quadratilache  stetig  and  endlich  bleibeii,  so  kann 
man  fur  dies  Gebiet  w  in  eine  konvergente  irigouoiuelrisclie 
Keihe 

w  =2^  Amn  cosmx  cosny  -+-  Bmn  cos/?i^  sin  ny 

in,  n 

-h  Gy;i/t  sin  ma?  cosny 

-h  Dfnn  sin  mx  sin  ny  —   7  wmn 

HI,  ft 

entwickeln;  da  am  Rande  w  =  o  1st,  so  bleiben  nach  einein  be- 
kannten  Satz  (')  die  Grossen  A.mttm-nr  etc.  bei  wachsenden  ///,  //. 
endlich,  die  Reihe  konvergiert  vvie  i/^-/z2,  also  absolul  und 


m  ,  n 

gleichmassig,  und  darf  daher  gliedweise  integriert  vverden. 

In  der  Gleichung  (17)  kann  man  aber  oB'enbar  durcli  parlielle 
Integration  alle  Differentialquotienten  zum  Verscluvinden  bring-en 
bis  auf  Glieder  der  Form 


die  nur  von  x  bez.  y  noch  abhangen ;  die  Entwickelungen  derselben 
in  Fouriersche  Reihen  konvergieren  wieder  absoluL  und  gleicli- 
massig;  denn  auf  denRandern  x  =  ±K  ist  fiir  jedes  r  (v  =  o,  also 
^'-  /-W==  o;  dies  gilt  auch  an  den  Ecken.  Die  Funktion 


f1)  Vgl.  RIE.MANN-WEBER,  Die partiellen  Differentialgleic/iungen  der  mat/ie- 
malisc/ien  Pkysik,  t.  I,  Braunschweig  1900,  p.  78. 


gibt  also  an  den  Ecken  <p(zb7r)  =  o,  der  Hiilfssatz  lasst  sich  auch 
hier  anwenden.  Audi  diese  Ent-vvickelungen  dtirfen  gliedweise 
integriert  werden,  and  so  ergibl  sich  durcli  Ausfiihrung  der  Inte- 
gra tionen  in  (i  t~}: 


•4-^  (v  —  ^-^  \(\nocosnsr  —  \on  cosny 

""[  —  B0/i  sinny-h  G/lo  siu/ia?)  -+-  v  A00, 

denii  es  ist, 


Wenn  kein  <c  mehri'acher  »  Ton  vorliegt,  so  ergibt  das  Nullsetzen 
der  .Koel'fizienLen  fiir  das  Glied  (m0//-o)  t>ez-  (/?o) 


be,. 


und  die  lieihe  reduzierl  sicli  auf  daseine  Gliod  <vw,oWo,  die  iibrigen 
Koeffizienlen  miisseii  verschwinden. 

Da  nun  tv  — o  am  Rande  sein  soil,  so  bleibt  von  den  Gliedem 
in  fV/Wo,lo  nur  D,,,0//0  sin  m.()x  sin /?0j',  die  A.W()  etc.  verse hwiixden 
ebenialls,  v\ie  zu  beweisen  war. 

Die  allgeineiixsle  Losuixg  der  Gleicliungcix  bei  beliebigcn  An- 
fangsbedingungen  sielltsich  verm<")ge  dorNatur  der  partikxxlaren 
inlegrale  in  diesem  \\iein  alien  behandellen  Fallen  dar'als  eine 
Superposition  vo/i  Etgenschwiiiguiigen  naclx  der  Fouriersclxeix 
Form  el,  also 

U  =2  A//;//  sin(v/;/i/^  -4-cm/,)sin-^isin 

V  —  "V  \  •/  •    •  ^  -'    l)1~x  ,-     msy 


Damil  liangen  xusammen,  \vie  man  a.us  obiger  Darslcllung  von 
(I  xind  V  enlniirnnl,  dass  die  Energie  des  Systems 


do 


erhalten  bleibt.   Die  Aehnlichkeit  mil  dem  eleklromagnetiscliei 
Eneraieausdruck  ist  anffallend. 


Das  Wasserstoffspektrum  von  t  Puppis. 

Nach  Analogic  der  bisherigen  Entwickelungen  findet  man  soforl 
eine  ganze  Reihe  von  Ansatzen,  die  auf  die  bisher  nur  aslrono- 
misch  beobachtete  Hauptserie  und  die  zweite  Nebenserie  vor 
Wasserstofl.  also  auf  die  Form  el  fuhren 


Es  sei  vvieder 

d*4> 


und 

r  r(  d«*  y, 

JJ  (s^)  cl° 

die  potentielle  Energie.   Das  Hamiltonsche  Prinzip  scbreil)t  sJcli 
\\Jeder 

cil  r  c  j  rp/<M2   /  ^*\2i    ,,.  . 

/        /     /   d°  \  ~  \  —      ~  1  TT  -          =  Minimum. 
Jt.     J  J         L'A^/          \%OrJ   J 

Die  Hauptgleichung  (I) 

dl<>w 

9  3,  <>  -.    >  ^    >  "+•  ^'^^  V  V(t;  =  o 
1  dt-  Ox*  dy+  v 

und  das  Randintegral  folgen  wie  auf  p.  zjo.    Wir  entnehmen  aus 


lelzterem  die  Bedingungen 


,  dw 

also         -— —  =  o. 
dn 


Entsprechend  der  Dissymmetric  der  Gleiclumg  (7)  sei  jelzl 
der  Ansatz  (19)  fur  $  durch  Fernwirknng  erklart  nach  der 
Form  el 


Das  Gesetz  der  Fermvirkung  ist  demnach   nic/it   dasselbe   wie 


friiher;  es  gelang  mir  nicht,  in  einwandsfreier  Weise  diesen 
etwas  imbefriedigenden.  U  in  stand  zu  vermeiden.  Die  Haupt- 
gleichung  dagegen  ist  unverdndert  geblieben. 

Setzt  man  hierin,  wie  oben,  tv  aus  (19)  ein,  integriert  partiell 
und  beaclitet  die  Randbedingungen,  so  erhalt  man  wie  p.  29  die 
durch  die  Feniwirkung  bedingten  neuen  Gleichungeii 


>. 
/ 

«-  — 


,  H-  a)  =  <!>(>,  —  «), 
,  y')dy'  =  o,          4>(H-a,7)-H4>(-~-aj47)  =  o. 


Das  einzige  Integral  ist 


i     •    /    *          \    • 
=  A  sin(v  ^  -h  c)  sin 


und  (II)  liefert  die  Schvvingungszahlen 


=  o,  zt  i, 


Nach  der  Ableitung  dieser  Formeln  ftaben  negative  sowokl  wie 
positive  m,  n,  v  cine  physikaliscke  Bedeutung. 

Audi  liier  sind  iin  GebieLe  der  Scliuaiauuschen  Strahlen  none 
Serien  zu  er  war  ten. 


Aus  den  vorliergeUenden  Kntwiokelungen  ergibt,  sick  vvolil  von 
selbst,  dass  nur  der  all^eineinc  Typus  der  aufgestellten  jnatho- 
malisclien  Operationen,  nidit  die  spe/iellen  Dcutungen  und  Aus- 
fuhrungen  den  Kernpurikt  der  vorgetragenen  Theorie  biJden. 
Schon  eingangs  habe  icli  hervorgehoben,  dass  und  waruni  eine 
Zuruckfiihung  auf  die  gelfiuH^eren  medianischen  und  elektrischen 
Vorstellungen  und  Gcsetze,  eine  «  physikalische  *>  Erklarung,  init 
der  Balinerscheii  Formel  unvertriiglidi  ersdieint.  Ks  bediirfle 
einer  viel  eingehenderea  Kenntnis  der  Atomwelt,  um  eine  von 
Willkiir  freie  physikalische  Theorie  auf  den  hier  gegebenen 
Grundlagen  aufzubauen. 

Trotz  vieliacher  Versuelie  ist  es  mir  nicht  gelungen,  eiiie  andere 
geometrische  Figur  zu  Grunde  zu  legen  als  das  Quadrat.  Man 


kann  sick  dasselbe  vielieicht  als  eine  der  Fldchen  euies  Knbus 
vorstelle-n.   Die  Symmetric  der  Formel 

( ii  -t-  m)(n  —  m )~| 


entspricht  sehr  genau  der  eiries  Quadrates  mit  seineii  zvvei  Diago- 
nalen,  nicht  abet*  etvva  der  einer  KugelHache.  Aus  diesem  Grunde 
liess  sich  auch  die  Einfiihrung  des  Differentialausdruckes  d-/d%  d-^ 
nicht  vermeiden. 

Wollte  man  von  dem  K.oeffizient  4  in  der  Balmersclien  und 
in  der  Pickeringschen  Serie  und  von  den  Rydbergschen  Geset- 
zen  absehen,  wozu  keinerlei  Berechtigung  [vorliegt,  so  konnle 
man  auf  die  Annahine  eines  eindimensionalen  Kontinuums  eine 
einfachere,  vveniiauch  nichl  ganz  geniigende  Theorie  griinden.  Es 
sei  z.  B.  w(x)  die  iransversale  Verschiebung  der  Teilchen  eines 
Stabes  von  der  Lange  za  aus  der  Gleiehgewichtslage;  r=\x  —  xr\ 
die  Entfernung  zvveier  Punkte  desselben.  Der  Nullpunkt  sei  in  der 
Mitte  des  Stabes;  dann  sei  die  Fernkraft,  die  ein'Punkt  (x1}  auf 
(#)  ausiibt,  proportional  w(x')  und  der  Funktion 

/  '*'2  \  /  r2  \  - 

tj/(/-)  =  a  (  r  —  -  —  )  -t-  p  I  r  —  -  —  )  (a,  p  x\vei  Konstanten); 

\          2«/  \          2  ft  / 

endlich  sei  noch  eine  elastische  Kraft  proportional  w(x)  vorhan- 
clea.  Die  Bewegungsgieichung  lautet  : 


r  +  a 
/ 

•J—a 


)fy(r*)  dx'  . 
Der  Rand  sei  fest.    Dann  ist  die  Lo 


.      ,  .       .       //ITC.7* 

w  =  A  sm(v^  ~h  c)  sm- 


v2  =  c2  -+- 


a 
<2  a  1 9.  6 


/n2  TT-        m*  TTV 


was  natiirlich  auf  die  Balmersche  Formel  formal  sich  reduzieren 
lasst;  doch  scheint  eine  physikalische  Deutung  dieser  Koeffi- 
zientenbestimmung  nicht  moglich  zu  sein. 

Man  kann  auch  mit  Hrn.  Riecke  zwei  Zustandsgrossen  w?  ^  ein- 


I.    —    ZUR    THEORIE    DER   SERIENSPEKTREN. 

fiihren  ;  sei  dann 


am  Rand   a  =  v  =  o, 
._  Z±\  d,r'_  cjw 
•A-,,        V         '•>-a/ 

so  folgl 

•'isa2  .  C--T'-         r  .  ^  f  r          r  \ 

V  = r—r  —  C'2  \  ISt =   -5  SO    ISI.  V  =  N  (  -7 )  - 

»o2^2  rtfi.^2       ^  y^        7l2y 


Doch  wie  diese   Beding'ung,   in  die   die  Z/alil  TU  eingelit,   erklart 
werdeii  soil,  isL  mir  nicht  vorstellbar. 

Die  Spektren  anderer  Elemente. 

Der  Versuch,  die  fiir  WassersLolF  geliindenen  Ansa'Lze  auf  die 
Spektren  anderer  Elemente  zu  verallgemeiiiern,  stosst  zunaclisl 
auf  die  Scliwierigkeil,  dass  fiir  dieselben  so  einfache  and  exakle 
Geselze  bis  jelzi  nicht  bekannt  sind.  Nur  das  AuftreLeii  der  kon- 
slanten  DifTeren/en  in  den  Nebenserien  ist  mit  voller  Scliarfe 
nachgevviesen.  Man  \\ird  wieder  schliessen,  dass  sich  aus  der 
Formelfiir  das  zunaclisl  auflretende  Quadrat  der  Scli\ving'i.ingfszahl 
die  Wurzel  auszielien  lasst.  Dieses  bedeutet  im  allgemeinen  eiue 
reclit  komplizierte  Forderung,  die  nur  bei  selir  speziellen  Dif- 
fereniialgleicliungen  und  Randbedingungeii  erfiilll  sein  wird. 
Bedenkt  man  nocb,  dass  die  Gestalt  der  Spektralformel.  bei  alien 
Elemenlen  dieselbe  ist  und  dass  einer  der  auftretenden  Koeffi- 
zienlen  sich  als  annaliernd  universell  erwiesen  hat,  so  wird  man 
xur  Annahme  gefiilirt,  dass  bei  alien  Elementen  die  Serien  durcli 
das  frilher  betrachtete,  schwingende  System  ausgestrahlt  werden 
und  dass  die  Randbedingungen  allein  von  Serie  zu  Serie  vari- 
ieren.  Dann  gilt  fiir  die  Lichterreger  a  Her  Elemente  die  fiir 
alle  Serien.  von.  Wasserstoff  erfullte  Grundgleichung  (II) 

d">«>  ,     ,  d*          d* 

+  ^^^^o,       v  =  _-_. 


Wieder    hat    man    Schwingungen    ein.es    Quadrates    anzu- 
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Darm  behalt  die  Operation  v  ihren  Sinn,  den  sie  bei  beiiebige 
Berandung  verJiert  (da  sie  von  der  Wahl  des  Koordinalensystein 
abhangig  ist)  ;  die  Herleitung  der  Grundgleichung  vvird  wiede 
durch  das  Hamiltonsclie  Prinzip  unter  Zugrundelegung  einer  de 
angefiihrten  Ansalze  fur  die  polenlielle  Energie  gescliehen.  Dab* 
wird  man  nicht  von  der  Fernvvirkung  ausgehen,  die  bei  de 
verschiedenen  Serien  von  Wasserstotf  sclion  verscliieden  ang< 
nommen  werden  musste,  sondern  von  einer  der  beiden  partielle 
.  DifTerentialgleicliungen 


,  <)** 

oder          .  „  .  — 


and  diese  durch  Fernwirkung  erkliiren.     Verscliieden   von   Eh 
merit  zu  Element  si  /id  da/in  nur  die  Bedingungen,  denen  di 
Scliwingiuig   itnterworfeii  ist  and  die  das  Integral  von  (11 
vollends  bestimmen. 
Nimint  man  etvva 


so  geben  die  Entwickelungen  p.  4°ff-  nur  zweiRandbedingungei: 
sind  dieselben  erfiillt,  so  folgt  auch  die  Energiegleichung;  eir 
drille  zur  eindeutigen  Bestimmung  der  Losuiig 


Bedingung  vvird  wie  dort  durch  einen  geeigneten  Ansatz  fur  d 
Fernwirkung  erhalten. 

Leider  ist  eine  Integration  von  (II)  vorder  Hand  nur  unter  sel 
speziellen  Bedingimg'en  mciglich;  es  gelang  inir  daher  nicht,  eii 
direkte  Berechnung  der  Schwingungszahlen  auf  Grand  verschi< 
dener  Ansatze  f'iir  die  Randbedingungen  auszufiihren.  Dagegt 
kann  man  auf  dem  ge\\issermassen  umgekehrten  Weg  doch  eii 
Priifung  der  Grundhypothese  vornehmen.  Man  setzt  erst  geeigne 
Integrale  von  (II)  an,  und  kann  dann  aus  ihiien  auf  die  Ran< 
bedingungen  schliessen. 

Die  Bedingungen  miissen  natiirlich  derart  sein,  dass  sie  vviecl- 
auf  oszillierende  Funktionen  fiihren.  Nun  haben  neuere  Unte 
suchungen(')  liber  dieasyinptotische  Darstellung  von  oszilliereJ 


Literaiup  vgl.  A.-R.  KORSYTII,  Theory  of  diff.  equations,  L.  IV,  1902,  p.  3^ 


den  Inlegralen  gewuhnlicher  linearer  Differentialgleichungen  ge- 
zeigt,  dass  seiche  Integrale  in  sehr  allgemeiner  Weise  angenahert 
asymptotisch  nacli  Poincare  (')  darstellbar  sind  durch 


(•20)    sin  A'  a:    a.  H-     ~  -+-  77^  -h.  .  .  )  H-  cos  /-a?  ( 
\          KX        k  x'-  J  \ 


kx  ^  k'x* 


(a,  p,  Y,  a',  [i;?  Y'  Konstanlen). 

Ftir  Bcdingungen,  die  nur  wenig  von  den  bei  Wasserstoff 
geltenden  abvveichen,  warden  w  (bez.  <1>)  und  seine  in  (II)  auf- 
tretenden  Dillerenlialquotienlen  wenig  von  sin/?Z7c^/a,  sinnny/a 
ode.r  ahnliohen  Ausdriickea  abweichen,  und  von  der  Form  sein: 


(21)      tv  =  sin(v^  -4-  c  )  [.\!  sin/i  j?  eosZy  -H  A2  cos/c.r  COS/JK 

-4-  A:J  sin/i  j?  cos  ^  -+-  A4  sin  /ca7  sin  ly  -4-  B], 

vvobei  die  A  asymptotisch  darstellbar  sind  durch 


Die  Funktion  B  ist  nichtosxillierend,  im  iibrigen  etwa  eiiic  Potenz- 
reihc,  k  und  /  sind  KonsLanLoti.  Die  Reihen  (20)  und,  s^Qinit  (22) 
sind  nur  semikonvergenl  und  gel  ten  ineist  iiur  fiir  positive  bez. 
nur  fiir  negative  x,  }'.  Die  a[^  sind  nicht  alle  gleich  Null. 

Nacli  Poincare  (foe.  <?/£.)  darf  man  solche  Reiheii  gliederweise 
jntegrieren;  aus  der  asymptotischen  Darstellung  von  d*w/dx*dy'* 
lasst  si(;fii  so  (v  gewinnen,  also  darf  tv  in  diesem  Falle  glieclvveise 
differentiiert  werden.  Durch  Differentiation  geht  nun  ein  Glied 
von  der  Form  sin/-.r  sin  l-yl(k^)p(ly}(i  wieder  in  ein  ahnliches 
iiber,  desseri  .Exponenlen  p':  qf  grosser  oder  gleich  p,  q  sind.  Nur 
\venn/^  =  <y  =  o  ist,  geht  das  nun  rein  trigonometrische  Glied  in 
ein  ebensolrhes  fiber.  Setzt  man  die  Reihe  (21)  fiir  <v  in  (II)  ein, 
so  miisscn  die  (ilieder  der  letzteren  Art  fiir  sich  verschwinden; 
die  sich  crgobcnde  Bedingung  ist  also  dieselbe  wie  wenn  man 
direkt  Ansa'tze  der  Form  sinA\r  sin/y,  oder  cos  kx  sin  /j,  etc. 
in  (11)  einfiihren  \\iirdc.  Es  ergibt  sich  demnach  genau  wie  bei 

C1)  II.  POINCAUK,  Ada  math.,  t.  VIII,  1886,  p.  296  ff. 
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Wassersloff  : 


Man  kann  wieder  die  Wurzel  aits  der  Formel  fur  das  Qua- 
drat der  Schwingimgszahl  ausziehen,  die  erste  F  order  ung 
ist  erfilUt  (j). 

Weiter  ist  nun  fiir  x  =  -{-a  und  beliebige  y  irgend  eine  Be- 
dingung  zu  erfiillen,  die  etwa  durch  Nullsetzen  einer  lineareii 
Verbindung  von  w,  seinen  ersten  Inlegralen  oder  Diflerential- 
quotienten  fiir  x  =  -\-a  erlialteii  wird.  Sie  wird  daher  die  Form 
haben 


sin  ka  -t-  p(/c)  CQ$ka  =  o         oder         tang/ca  = — —  • 


BeiWasserstoflfwaren  die  Gleichungen  sin  ka  =  coder  cos  ka  =  o. 
Fiir  gewisse  Randbedingangen  wird  (3/a  bei  wachsendem  A*  un- 
endlich  gross,  fiir  andere  Null,  nocli  fiir  weitere  endlich.  Letzterer 
Fall  tritt  schon  beim  entsprechendeii  eindimensionalen  Problem 
auf  (vgL  unten.) ;  setzen  wir  geeignete  Bedingungen  voraus  (2),  so 
wird  also  fiir  grosse  positive  k  oder  m 

tang/ca  =  konst.,          k  = 1-  konst., 

Eine  bessere  Annaherung  wird  man  erzielen  durch  Beniilzung 
weiterer  Glieder  der  im  allgemeinen  nur  semikonvergenten  Ent- 
vvickelung  von  p(/r)/a(/c).  (Die  c  sind  Konstanten.) 

tang  ka  =  c0  -+-  —  -f-  ~  -f- . . . 

also 

c1         r.' 

ka  =  run  -h  c;  4-  ~~  -t-  y|  -i-  . . . , 

/C  K- 


(1)  Die  letzte  Gleichung  und  die  folgenden  Betrachtungen  sind  durchaus  nicht 
an  die  Existenz  der  asymptotischen  Entwickelungen  gebunden. 

(2)  Man  kann  die  Bedingungen,  die  ja  wegen  der  eingel'uhrten  Fernwirkungen 
auch    Integrale    entliaHen    konnen,    so    wahlen^    dass    eine    F.osung    der    Form 
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oder  angenahert 


ka  —  m-x  -+-  cj. 


ahnliclies  gilt  fur  /(').  Diese  allerdings  niclit  recht  befriedigenden 
Betrachtungen  fiihreii  also  auf  die  fiir  positive  grosse  m,  n  giiltige 
Form  el 


A  /32   a2  r       i  i       ~|     AT  r 

-+-  v  =  i  /  —  v  —    -  --     =  N 
-          V     o      ^[O-H^        (n-f-^J  l( 


in  welclier  N,  JJL,  pi7  Ivons  tan  ten  sind,  aZt9<9  <r/a/  rf/e  Bydbergsche 
Formel,  und  da  nacli  den  gemachlen  Annahmen  p,  a,  P  under- 
sell sind,  wird  der  Koeffizient  N  universe  II. 

Gleichzeitig  erkennt  man  aber,  dass  die  Rydbergsche 
Formel  fiir  niedere  m,  n  zu  korrigieren  ist,  aber  nicht  durch 
Variieren  des  Koeffizienten  N,  wie  bisher  getan  wurde,  son- 
dern  indem  man  y,,  p.7  '  je  durch  Entwicklungen  der  Form 


Jede  Serie  entspricht  einem  bestimmten  m  und  variabeln  n  oder 
umgekehrt,  und  wird  demnach  durch  die  Formel  gegeben 


i 

rn 
L 


[JL  H- 
in  der  A,  JJL,  b  Konstanten  sind. 


(l)  Im  allgerncinslen  Fall  wttrden  c0,  c^  ...  noch  von  I  abhUngen,  sodass 

/  V  _..a<*     .  1          V       b*r 

k  =  >  -  •  ;         t  =  7  -—  —  •  j 

^•J  71s  //ir  AM(  7i*/«r 

.v,  /•  s,  r 

nf»I»  eMifinpn  in  rlfr  xvnitf^r  711  htthanflelnrlen  Annriherunir  dift  einfacheren  Formeln 


Der  zweite  Koeffizient  N  aller  Serienforrneln  muss  u> 
versell  sein. 

Die  Linien  eines  Doublets  oder  Triplets  gehorenim  Sinne  die 
Theorie  Quadralen  an,  die  sich  unter  nur  wenig  verschieder 
JJedingungen  befinden.  Dagegen  werden  die  Linien  einer  Sei 
die  Hauptserie  und  ihre  entsprechende  2te  Nebenserie,  ^ 
Schvvingungen  eines  und  desselben  Tragers,  die  genau  glen 
artig  sind,  gebildet.  Es  lassen  sich  nun  die  Ergebnisse  der  Unt 
suchungen  von  Runge  und  Paschen  leichter  verstehen,  ni 
welchen  die  Linien  einer  und  derselben  Serie  qualitativ  u 
quantitativ  dense Lben  Typus  besitzen;  ebenso  die  Linien  i 
flaupt-und  zter  Nebenserie  wahrend  dies  fur  die  zwci  Lin 
je  eines  Doublets  nicht  der  Fail  ist. 

Die  weitere  Bestatigung  der  neuen  Formeln  wird  in  den  un 
gegebenen  Tabellen  sich  finden ;  sie  zeigen  folgendes  :  Bei  al 
Elementen  gilt  fur  die  Hauptserie  die  Formel 

.  109676,0 

v=A  —  — -j- — —         (m  =  2,  3,  .  .  .), 

fiir  die  erste  Nebenserie  eine  a/inliche  Formel,  fitr  die 
Nebenserie 

..  -A  109675,0 


\tn  H h  a'  -h  I'  1 1  m  -h  -  ) 


oder,  was  bis  auf  Glieder  hoherer  Ordnung  auf  dasselbe  hin< 
komml, 

.       100670,0 

v  =  A = — ,          \vo         p  =  in  •+•  a  -h  7  /  p^  —  m  •+-  a  -+-  [3  ( A  - 

Die  Rydbergsclien  Gesetze  sind  bei  diesen  Formeln  so  ge, 
erfiillt,  dass  Hauptserie  und  zte  Nebenserie  dirckt  durck  < 
einzige  Formel  dargestellt  werden.  Dieselbe  etiUidit  bloss 
Konstanten   statt  sechs,    (vie  Kayser  und   Range  benutz 
sie  lautet: 


db  v  =  109676,0 


( (m  -4-  a  H-  bjm'2)*        [n  H-  o.o  -4-  a'-h  b'j(n  -+-  o,5;2l 
Trotzdem  ist  die  Anndherung  an  die  Erfahrung  beson 


fur  die  niederen  Ordnangszahlen  eine  viel  bessere  wie  bisher 
crreicht  war. 

Die  Grenzen  der  beiden  Nebenserien  fallen  zitsammen  bei 
Gebrauch  dieser  Forrneln,  soweit  die  unsicbere  Beobaclitung  der 
Slruklur  der  ersten  Nebenserie  es  zu  beurleilen  erlaubt.  Jedenfalls 

o 

ist  der  Abstand  nur  durch  Bruchteile  einer  A.-E.  gegeben.  Auch 
•die  Konstanteu  a,  b,  a1,  bf  zeigen  vielfache  Beziehungen.  Erwahnt 
sei  gleich  hier,  dass  nach  dem  Gesetz  der  konstanteri  Differenzen, 
•a',  b1 ',  fiir  die  Linien  eines  Doublets  oder  Triplets  denselben  Wert 
liaben;  dasselbe  findetsich  fiir  6,  nur  a  nimml  verschiedene  Werte 
an.  Infolgedessen  ergibt  sich  ohne  weiteres,  dass  die  Doublets  der 
Hauptserien  einen  gemeinsamen  K.on verge nzpurikt  besitzen,  und 
ihre  Abstande  durch  die  Rydbergsche  Formel  erheblich  genauer 
dargestellt  werden  als  ihre  absolute  Lage.  Welter  sind  b/a,  b1 ', 
bei  alien  E  I.  e  men  ten  negativ . 

Fiir  die  Spektren  der  Alkali  ergibt  sich  also  folgendes  Schema: 

Hauptserie: 

i 

h'K  r    5  )i'|2 

J  (/i  =  2,  3,  4,...)- 


i 


in*  )*        [  '  v">  +  a<  +  b'K  \  ,5  )*  J'2 
Zvveilc  Niibetiscric  : 


i 

v 

•  —  .  =  / 


/ii- )-        [  in  H-  a'  -h  b'j(  m )-  ]2 

lirsie  Nebenserie  : 
i 


i 


b  /•**)*         [  ni  4-  c  -j-  ^///?/2 
N  =109675,0. 


Allea  positiveu  Werlen  von  //i,  /?.  miissen  Spektrallinien  ent- 
sprechen,  ob  die  Schwingungszahl  positiv  oder  negativ  sei.  Die 
Fornieln  sagen  also  die  Existenz  iinendlich  vieler  Linien  vor- 
]  leider  fallen  diese  Linien  in  alien  Fallen,  wo  ich  sie  genau 


berechnen  konnte,  ins  Rot  und  Ultrarot  oder  in  das  Gebiet  de 
Schumannschen  Strahlen.  Diese  neuen  Serien  miissen  mil  dei 
bekannten  sehr  angenahert  konstante  Differenzen  ergeben,  un< 
i'iir  die  Grundlinien  (m=  i  oder  n  =  i)  aus  weiteren,  fur  die  ultra 
roten  Serien  aus  engeren  Doublets  oder  Tripletts  bestehen. 

Fiir  negative  Ordnungszahlen  dagegen  gelten,  die  Formed 
nicht,  weil  die  zu  Grunde  liegenden  Reihenentvvicklungen  nu 
semikonvergent  sine/.  (Vgi.  das  sogleich.  zu  eiitvvickelnde  Bei 
spiel.) 

Bevor  ich  zu  den  Tabellm  iibergehe,  mochte  icli  die  zu  obigej 
Formelii  fiihrenden  Schliisse  durch  die  Betrachtung  eines  ent 
sprechenden,  ganz  durchfiihrbaren  Problems  im  eindimensionalei 
Gebiet  stiitzen.  Dasselbe  verhalt  sich  zu  dem  vorigen  wie  das  Pro 
blem  der  transversal  schwingenden  Saite  zu  dem  der  Platte. 

Sei  2  a  die  Lange  eines  Stabes,  seine  Mitte  als  Nullpunkt  de 
j:-Achse  gewahlt,  (^  die  Verschiebung.  Es  sei 

.  o         die  Hauptgleichung. 


Sei  w=sin/:^-l-cwi,  so  ist 


Das  allgemeine  Integral  ist  von  der  Form 

(23) 


/  wi=.  A  sin&#  -+-  B  Sin  k  x  -h  G  €c$kx  -4-  D  cos  £  or, 


Die  Randbedingungen  w  =  o,  d'2w[d%-=o  fuhren  auf  die    Lnte- 

H )  KX 

*><  / 


grale 


vt>i  =  A  sin und         (Vi=Gcos 

a  u, 

sie  entsprecheo  dem  Problem  fiir  Wasserstoff  und  sind  nicht  gaii 
eindeutig  beslimrnt. 

Wir  variieren  nun  die  Randbedingungen  und  nehmen 

dz w  d* w 
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unter  E  eine  kleine  Grosse  verstanden.  Es  ergeben  sich  wieder 
zvvei  Lijsungen.  Die  Bedingungsgleichungen,  in  (a3)  eingeseizt, 
f order n  : 

A  sin  ka  -+-  B  Sin  ka  —  o,         G  cos  ka  -f-  D  €00  ka    —  o, 

—  A  sin  ka  -h  B  Sin  ka   f-  zk(       G  sin  AY*  -i-  D  Sin  A~«  )  =  o, 

—  G  cos  AY/.  -f-  D  CosAv*  4-  sA( '  —  A  cosA'a  -I-  B  €00  A*a)  =  o. 

Hi  era  us  folj>t  fiir  A*  die  Gleichim^ 

(lan^AYz)1 


Die  beJ(.icn   LOSUM^CII  haben  denselben  Cliarakter;   Jch  diskutiere 
die  eim:  derselben 


tan-/-a  -  £.uifl Av/     ~i-  +  I /~-±--  +  r  ). 


Fiir  grosse  positive  A*  vvird  (LiTUf)  A*a  =  -f- 1 ;  fiir  negative  A\ 
xtrtUfl Xv/ =  —  i.  Die  Wurzeln  vverden  fiir  gross e  m  dargestellt 
(lurch 

ka  =  m  TI (  ni"2>  <>'),         Av/.  =  —  /;ITT (  rn  <  o ). 

i  4 

Die  Form  der  Kurvcn 

y  —  lan^.r,         y  •. 


ergibt,  dass  die  ne^aliven  Wurzeln  dern  Betrage  nach  gleich  sind 
den  positiven.  Fiir  sehr  kleine  £  ist  die  ersle  Wurzel  angenahert 
ka  =  TI^ a  ;  fiir  sehr  grosse  £  dagegen  A'a  =  o]  zwischen  diesen 
Grenzen  ist  die  ei'Ste  Wurzel  eingeschlossen.  Die  zweite  gibt  also 
A'a^Tr.  Nach  den  (inderrnannscben  Tafeln  (')  der  Hyperbelfunk- 
tionen  ist  fiir  x  =  TT,  (£iW{J  x  =  0,9998.  Wir  diirfen  somit  fiir  die  in 
Belracht  kommenden  Av/.  sehr  angenahert  '8LrtUg(/ra)  =  -f-  i  setzen. 
Ivs  gilt  also  fiir  gross  e  A* .- 


(')  G.    GUDKHMANN,  Crelles   Journ  ,    Hd.  VI,  VII,  VIH. 
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die  genau  die  bei  der  allgemeinen  Theorie  vorausgesctzte  Geslalt 
hat,  jedoch  etvvas  spezieller  ist.  Audi  die  oben  beriihrte  Tatsaclie, 
class  die  neuen  Spektralformeln  fur  negative  /??,  n  nidit  gelten, 
\veil  diese  Ausdriicke  nur  semikonvergent  sind  ,  findct  hier  ilir 
Aequivalent :  fur  negative  k  vvird  QtiWjjA'tf  =  —  i  angcniilicrt,  es  isL 
die  Entwieklung  (24)  ZL1  ersetzen  durch 

6  » 

(25)  -h  tangte  =  i  — j^  —  r^r--  •> 

man  erhait  wieder  dieselbeu  Wurzeln  bis  auf  das  Vorzoiclien.  Dor 
wesentlich  singulare  Punkt,  den  ;2utn<J/r#  im  LJncndliclion  lial, 
bewirkt,  dass  (24.)  und  (20)  nur  angenaherl  sind,  und  keine  Po- 
tenzreihen  in  \/k  existieren,  die  fiirgrosse  positive  und  negative  /' 
die  Funktion  SLttttiJ/razu  entvvickeln  erlaubcn.  l^ine  (.ileichung 

( ta  n  g  ha  =  Ra  do  n  ale  F u  n  k  t i  on  von  /,•) 

wiirde  diese  Eigenschaft  nicht  besitzen.  Die  Besselsclien  Funk- 
tionen  dagegen  bieten  dieselbe  Eigenliimlidikeit. 


Die  Spektra  der  Alkalimetalle. 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  die  Formeln  vou  S,  f)2  und  S.  53 
mit  den  Beobachtungen  verglichen.  Die  Konstantea  a',lj' ,  a^h  sind 
stets  in  dem  dort  angegebenen  Sinne  gebraucbt.  lob  babe  nur  die 
Hauptserie  und  die  zvveile  Nebenserie  berucksichligl,  und  von 
letzterer  wegen  des  Geselzes  der  konslanten  Diflerenz  nur  eine 
Linie  jenes  Doubletts  und  Triple  Us.  Die  erste  Nebenserie  isL  einer- 
seits  wegen  ihrer  komplizierien  Struktur  und  Hirer  besonders  bei 
hoheren  Ordnungszahlen  sehr  difl'usen  Linien  niclit  so  siclier  bc- 
obachtet;  anderseils  wird  sic  durcb  die  bisherigen  Formoln  moist 
schon  sehr  gut  dargestellt;  der  Grund,  bierfiir  ist  wolil,  dass  die 
den  niedrigsten  Ordnungszahlen  i,  2  sogar  mancbmal  3,  4  cnt- 
sprechenden  Linien  weit  im  Ultrarot  bz\v.  Ullraviolott  licgen  und 
nicbt  beobachlet  sind.  Danadi  ist  die  Ubereinstiinmung  mit  der 
Erfahrung  hier  wenig  beweisend.  Immerbin  zeigen  die  aus  beson- 
dern  Grunden  bei  K,  Tl  mitgeteilten  Tafeln  der  ersten  Neben- 
serie, dass  sie  ebenfalls  sehr  gut  dargestelll  wird  (* ).  Die  Formeln 

(l)  Dass  auf  Grund   der  Bydbcrgscken   Formal   die   Grenzen   der  Ncbcnscricn 


sind  meist  aus  einzelnen  Linien  und  nicht  durch  Ausgleichung 
berechnet.  Demi  \\ie  aus  derTheorie  zu  erwarten  ist  und  sich  bei 
einzelnen  Serien  hestiitigt,  sind  die  Nenner  der  Formeln  in  "Wirk- 
liclikcit  doch  noch  durcli  ho  here  Glieder  in  i  //n2,  ijn-  zu  ergiinzen, 
\vodarch  die  nach  der  Metiiode  der  kleinslen  Quadrate  erreichbare 
liohere  -Genauigkeit  bei  der  Festlegnng  der  Konstanten  docli  illu- 
sorisch  wird.  Lehrreicher  schien  es  mir  zu  zeigen,  wie  genau  die 
Extrapolation  geschiehl. 

Die  erste  Kolumne  gibl  die  Wellenlange  A  in  Luft.  Die  zweite 
die  nach  Kayser  und  Runge's  (')  Bestiminung  der  Luftdispersion 
aul'Vakuum  reduzierten  Wellenzalilen  v(gleich  ro8A~'  in  Vakuum). 
Diese  Reduktion  betragt  fur  v  =  ^oooo  ca.  1 12,  fur  v  =  16000  ca. 
4  Einheiten  der  letzten  Stelle  ;  sie  musste  also  durchaus  berucksicb- 
ligt  werden.  Die  Fehlergrenze.  ist  unter  A'angegeben,  derFehler 
AbVobachtet  —  ^berechnet  l*1  fur  c^e  Formeln  von  Kayser  und  Runge 
mil  K.  R.,  fitr  die  ineinigen.  mil  R.  bozeichneL.  Die  Ordiiungszahl 
ist  unter  in  und  n  eingelragen. 

Lithium. 
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(')  U.  KAYSKU  u.  C.  RUNGE,  AbhandL  d.  k.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin, 


(2)  Nach  II.  II.  LKIIMANN,  Ann.  d.  Phys.^  t.  V,  1901,  p.  033;  t.  VIII,  1902,  p.  Gp. 
(:1)  Nach  G.  D.  LIVEING,  u.  .).  DKWAH. 
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Es    sind   bier   vier   verfiigbare    Konstanten    (bei    Kayser   imd 
Runge  sechs).    Zur  Berechnung  sincl  die  Linien     2_|,  3,  5,  3,5 

benutzt.  Die  Rydbergschen  Satze  sind  in  den  Formeln  sclion 
berticksicbtigt.  Die  Formeln  von  Kayser  und  Runge  geben  luer 
bei  Extrapolation  der  Nebenserie  (fiir  n  =  2  Hirer  Ordnungszahlen) 
einen  Fehler  von  6i5  Angstrom -Einheiten.  Er  wird  bei  den 
iibrigen  Alkalien  noch  grosser,  es  ware  zwecklos,  ilni  einzutragen. 

Natrium. 


HAUPTSERIK. 
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IJauptseric:          l  ~~     '   ",   '    j  b  ~-  —  o,n58.        Grenzc:  4T  /iVii^"- 

(  a.2  —  -  o,  i.'pii  ii                                                              ' 

Ncbenseric:    a'  —  -H  o,  i5i5~,     b'  =  —  o,o558G.     Gren/e:  24  ^72,  i  . 

Fiir   die   Nebenserie    (cleren.    Grenze   nach    Rydberg   aus   der 
llauptserie  entnommen  wird;  babe  ich  auch  aus  i,5,  3,5  die  For- 


(  ')  Nach  \\  LEWIS,  loc.  cit. 

(2)  Nacli  G.  1).  LIVEINU  u.  J.  DEWAII. 
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mel 


•  =  A 


berechnet  (' ).  Es  fand  sicli  a  =  o;i5ao5,  [3  = — 0,06107.  Die 
Fehler  sincl  nnLer  /?'  eingetvagcn.  Kayser  und  Runge  haben 
oeun  KLonstanten,  hier  sind  fiinf  gebraucht.  Die  Doppellinien  sind 
nur  bis  n  =  3  beobachtet ;  von  da  un  bezielien.  sicli  die  beobach- 
teten  X  auf  das  Intensitatsniaxhnum,  also  ungefiihr  die  kleinere 
Welleiilange.  Dasselbe  gilt  bei  Kaliuni. 

Kalium. 
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Die  xu  wcnig  ^eriaucn  Messungcn  voii 
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LIVKINO  u.  DEWAR  sind  nicht  bcrOcksichtigt. 

1 
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Von  n  =  6  an  bezieheii  sich  die  Messungen  bei  der  Hauptserie 
auf  die  kleinere  Wellenlange.  Die  Gruiidlinien  7701,  7668  sind 
sehr  breit  und  unsicher  bestimmt,  die  Diflerenzen  v,  der  Schwin- 
gungszahlen  stimmen  schlecht  mil  den  iibrigenvj .  Daher  ist  auch 
die  Grerize  der  Nebenserie  ungeiiau.  iNimnit  man  fur  die  Grund- 

o 

linien  einen  (sehr  \vahrscheinlichen)  Febler  von  o,  5  A.-E.  an,  so 
erhalt  man  die  Abvveichungen  Ii!.  Dies  zeigt,  seiche  Genauigkeil 
die  Messungen  in  ihrer  Gesamtheit  besitzen  miissen,  um  eine  erit- 
scheidende  Priifung  der  Formeln  zu  erlauben.  Es  ist 


Hauplserie  : 

(  a^  =  -4-  o 

,29o34  ) 
,28750)' 

b 

=  —  0,' 

'>/>.3c). 

Grenze 

:  35oo5 

,0. 

Nebenserie  : 

R. 

<l'=-HO 

,81789, 

bf 

=  —  o, 

107(5. 

Grenze 

:  9.2024 

,3. 

A' 

a'  =  -f-  o 

,3i8i5, 

b' 

/•) 
\J  J 

1  08  f  . 

» 

2  2O  2  3 

,5. 

Die  beiden  Nebenserien  von  K  sind  in  ihrem  Charakter  kaum 
zu  unterscheiden;  man  betracbtete  bisher  die  mil  6988  und  691 1 
beginnende  als  die  ersle  Nebenserie,  doch  wurde  dies  der  einzige 
Fall  sein,  wo  U  positiv  ware  und  wo  die  Rydbergschen  Regeln 
sich  als  unrichtig  erweiseii.  Betrachtet  man  sie  aber,  wie  hier  ge- 
schehen  ist,  als  zweite  Nebenserie,  so  ordnet  sie  sich  genau  in  das 
Schema  der  iibrigen  Serien  ein.  Diese  Entscheidung  ware  auf 
Grund  der  alteren  Formeln  nicht  mciglich  gewesen.  Fiir  n  =  2,  5 
berechnet  man  X  =  i  2  43o,  A  =  12021. 

Die  Gleichung  der  ersteii  Nebenserie,  deren  Grenze  aus  der 
zweiten  Nebenserie  entnominen  ist^  laulel: 

.  (>        109675,0 

V  =  22024,3  


(m  —  0,2828  -f-  i,26//?i»)2 

Fiir  m  =  4  berechnet  man  das  Linienpaar  A  =693  6, 4?  A  =  6964, 7. 
Schon  Kayser  und  Runge  bemerkten,  dass  hier  ein  allerdings  bis 
jetzt  nicht  beobachtetes  (')  Linienpaar  liegen  sollte.  Sie  extrapo- 
lieren  X  =6957,4,  A  =  6986,  4-  Ich  habe  die  Formel  der  ersten 
Nebenserie  hier  angegeben,  weil  sie  gestattet,  diese  roten  Kalium- 
linien  mit  grosserer  Sicherheit  voraus  zu  berechnen  und  zu  ihrer 
Auffindung  nutzlich  sein  kann. 

(l)  JLecoq  hat  ein  Bund  6825-72/18. 
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luir  ;H  =  3  linden  sick  A==ii(j43,  A— 11721;  Kayser  und 
Runge  bereclmen  A  =  12. {-14?  A  =  12  525.  Becquerel  hat  die 
Kaliumlinien  X=  10980,  1 1  620,  ia33o  beobacktel,  docli  sind  die 
Messuiigen  sehr  unsicher,  und  zwei  Linien  otTenbar  nicht  gelrennl 
vvorden.  — 

Itubidium . 


IIAUrTSKUlK. 

ZWEI  T  K    N  li  11  E  N  S  E  U  I  K  . 
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Das  Paar  2,5  ist  noch  nicht  beobachleij 
man  bcrcclinet  \  —  iSGn-y,  >,  ™  10228. 

Der  erhchliche  Fcliler  von  3,;")  A.-E.  bei  der  Gruridlinie  ist  zum 
Teil  auf  die  Unsiehcrheil  der  Messun^oii  von  Lehniann  ztiriick- 
zufiihrcn.  Die  Dill'erenz  der  Sclnvingungszalilen  dieses  Paares 
sollte  23 j, 3  scin  naeli  Kuyser  und  Range's  Bestitnmungen;  sie 

o 

ist  232,8,  der  relative  Kehler  der  zwei  Liiiicn  also  0,8  A.-E.,  der 
absolute  vvohl  nodi  gnisser.  lininerhin  sind  die  Diflerenzen  auch 
den  ielilenden  (jliederti  der  Kormcl,  die  sick  bei  kokerem  Atom- 
gewickt  iininer  slarker  beuierkbar  muckcii,  zum  Teil  zuzusckreiben. 


Hauplserie:        }  "         v  [i      />  =  --  o,:>.C88.  -      Grenze  :   33684,5. 

(  «•>  —       o,340:J2  ) 

Nebenseric  :  r/.' rrz -r- o, '>()()()<),  />'  =  —  o,r,oi.         Grenze  :   20877,3. 


(')  Nach  II.  LKII.MANX. 
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HAUPTSERIE. 

ZWEITE 

J—             •  •miiiiim  1. 

NEBENSERIE. 
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Hauptserie  : 

3i  397  ,8. 
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3611,84 

27679,0 

0,2 

o,  oo 

—  0,1  4 

Nebenserie  : 

20227,5,   19674,8. 

Wieder  liegt  im  Ultrarot  ein  Fehler  von  3,^  A.-E.  vor;  doch 
hat  er  entgegengesetztes  Vorzeichen  wie  bet  Rb,  sodass,  bis  ge- 
nauere  Messungen  vorliegen,  kein  Grund  ist  zu  bezweifeln,  dass  b 
fiir  beide  Hauptserien  denselben  Wert  hat.  Die  zvveite  Nebenserie 
war  bisher  unbekannt.  Da  aber  die  Grundlinien  (n=  i,5)  nacli 
clem  Rydbergscheii  Gesetz  8949,92,  8627,^2  sein  miissen,  so 
folgl  zvvischen  a;,  br  die  Gleichung 

0,36898  =  a'-+-Z)'/(i,5)2. 

Nimmt  man  nach  Analogic  von  Ka  und  Rb  (2)  b'ja'  =  —  o,38, 
so  findetman,  dass  die  Linie  (2,5)  ins  ausserste  Ultrarot  fallt;  fiir 
n=  3,5  erhalt  man  3, 5  4-  a;+  ^/(3, 5)-=  3, 980. .  .,  vvahrond 
Lehmann  die  Linie  7616,6,  v  =  i3i25,5  beobachtet  hat;  sie  gibt 
3,9297,  gehort  also  zur  zweiten  Nebenserie.  Die  zweite  Linie  des 
Paares  miisste  v  =  12676  ergeben;  sie  vvird  von  Lehmann  nicht 
angegeben  (3).  Fiir  n  =  4,5  erhalt  man  4,g36.. . im  Nenner;  Le- 
coq  hat  das  Linienpaar  6602,  636i  beobachtet,  welches  innerhalb 


(1 )  Nach.  H.  Lehmann. 

(2)  Vffl.  Tabelle  am  Schluss  der  Abhandlunc. 
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der  geringen  Genauigkeit  seiner  Messungen  die  zu  fordernde  Dif- 
ferenz  v,  —  v2  ergibt,  wie  Kayser  und  Range  schon  bemerkt 
haben.  Man  erhalt  aus  ihiien  4,933  und  4,920,  statt  4,g36;  doch 
liegt  der  Unterschied  innerhalb  Lecoqs  Beobachtungsfehler,  sie 
bikleu  somit  das  Paar  /?.  =  4,5.  Weitere  Paare  sincl  nicht  beob- 
achtet.  Eine  derartige  Koiislruktion  der  zweiten  Nebenserie  aus 
der  Hauptserie  ware  in  diesem  Fall  mil  den  Rydbergschen,  hier 
sehr  ungeiiauen  Formeln,  nicht  nioglich  gewesen. 

Das  Spektrum  von  Helium. 
Einfachc  Linien. 
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I.  Hauptserie  :  «=      o,oir5o,      6  =  —  0,0072.      A  =  3ao3i,5o. 

Nebenserie  :        <x=+o,36oi3,      p  =—  0,0296.      A  =  27  178,90  (  1). 

Nach  Rjdbergs  Formel  erhaltman: 


10967.5.0 


(m  -ho,oio55)2 


fur  die  Hauptserie.    Die  Grenze  durfte  hier  richtiger  sein. 


Formel  (A)  p.  58. 
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ZWEITE   NEBENSEIUE   II. 
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28431,47 

—  i,33 
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3502/17 

1*8543,27 

-1,07 
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28714,4 

—  1,69 

+0,20 

+  0, 

Das  Speklrum  von  He  ist  ernes  der  am  genauesten  bckannte 
Spektren.  Die  Wellenzahlen  sind  aus  Range  arid  Paschens  All 
handlung  entnommen('),  mil  Ausnahme  der  im  Ultrarol  golegenen 
nur  bolometrisch  nachgewiesenen  Linien,  die  nach  dein  Vorgan 
von  Rydberg  (2)  aus  den  sehr  genau  bestimmbaren  Grenzen  vo: 
Haupt-  und  Nebenserien  berechnet  sind.  Die  Fehlergrenze  lie^ 
wohl  bei.keiner  Linie  oberhalb  0,02  A..-E.;  nach  Perot  um 
Fabry  soil  0,01  die  Grenze  der  Zuverlassigkeit  Rowlandsche 
Gitter  sein  bei  solchen  Bestimmungen.  Die  Abwcichungen  deutci 
wieder  auf  das  Fehlen  hoherer  Glieder.  Die  Gruudlinie  der  ersiej 
Hauptserie  passlausnahmsweise  schlecht,  iiberhaupt  isl  der  Vorzu, 
der  neuen  Formeln  bei  dieser  Serie  gering.  Bei  den  andern  Seriei 
zeigt  er  sich  aber  in  sehr  auffallender  Weise.  Extrapoliert  mai 
die  Nebenserie  I  auf  die  Ordnungszahl  i,  5,  so  soil  man  nach  den 
Rydbergschen  Gesetz  die  Grenze  der  Hauplserie  findon;  njai 
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extrapoliert  32oi3,o,  beobachtet  ist  32o3i,5;  aus  der  Neben- 
serie  II  fmdet  sich  38420,  beobachtet  ist  38453,4,  die  Differenz 
entspricht  2,4  A.-E.  Dabei  ist  die  Extrapolation  eine  sehr  weite. 
Die  Hauptserie  I  ist  auch  nach  Rydbergs  Formel  berechnet, 
die  hier,  abgesehen  von  der  Grundlinie,  ausnahmsweise  genau 
passt.  Die  unter  Rr  eingetragenen  Fehler  ergeben  sich  bei  An- 
wendung  von  Formel  (A)  S.  58. 

II.  Hauptserie  : 

a  =—0,06965,  b  =4-0,0276.  Grenze  :  38453,38. 

Nel>enserie  : 

a'  =  4-  o, -20221,  b'  =r— .  o,o3ot7  aus  i,5,  2,5,  3,5.  29223,46  (  R. ) 

a    =-h  0,20288,  p  =—  o,o35S     aus  2,5,  3,5,  5,5.  29222,18  (/?') 


X=     827/1,04 
v  =  1 2  082 , 7 

);  beob.-'X  bcr.  =          0,00 
ni  =          2,5 

Konstanten  :  a'  =  —  0,02890,  b'  =-—0,2423.  Grenze  :  A  =  80620,7. 

Fiir  i,5  erluilt  man  \  =  3o5o  ;  nach  den  Beobachtungen  im  mag- 
netischen  Feld  sollte  3280,80  herauskommen.   Die  Formel 

A  N 

v  =  A  — 


Silder. 

Zweite  Nebenserie. 

>4  C1)       4668,70 

3981,87 

3710,11 

i              :>i4i3,3 

25io6,8 

26945,9 

X)                             0,00 

—  o,3o 

0,00 

>                      3,5 

4,5 

5,5 

(m  -+-  a'  -T-  b'/m*)* 

ergibt  also  fiir  die  niederste  Ordnungszahl  einen  bedeutenden 
Fehler.  Es  zeigt  sich,  dass  die  nur  durch  Glieder  hoherer  Ordnung 
verschiedene  Formel  (A)  S.  58: 


v  =  A  • 


[  tn  4-  a  -+-  ft  ( A  —  v )  i  o~5  J 


hier  und  in  den  Spektren  der  zvveiten  Mendelejefi?schen  Kolonne 
etwas  besser  sich  anschliesst.  Fiir  a  =  —  o,o3o25,  ji  =  —  0,2023, 
A  =  80621,7  erhalt  man 

•*  =  8274,04         4668,70         3981,87          3710,11 
\  beob.-X  ber.  =       0,00  0,00  —  o,35  0,00 


(l)  Nach  Lewis. 


Fur  i,5  finclet  sich  durch  successive  Approximation  X=o2io, 
wahrend  beobachtet  8280,80  ist. 

Sauerstoff. 
Triplets;  zweiie  Nebenserie. 

"X  =    ($456,287  5/1.37,041  5  020, 3 1  48o3,i8  4673,88  4^90,07 

v=  1 5  484, 07  18887,34  19913,68  20  8 1 3, 84  21  389,(i  21780,2 

m  =          3,5  4 '  5  5,5  6,5  7,5  8,5 

H.  P.  =     -HO, ii  — o,3i  -+-0,02  -4-0,18  -+-0,00  —  0,19 

R.  =          0,00  0,00  —  o,o4  — 0,40  -4-0,06  —0,02 

Die  Linie  i,5  ist  ^=7772,26;  aus  ihr  und  3,5,  4?  5  ist  die 
Formel  berechnet,  deren  A.bweichungen  unlerR.  verzeichnetsind. 
X  — 7772  j^t  also  die  Griuicllinie  der  Hauptserie.  Runge  und 
Paschen  vermutelen  dies  auch  schon,  doch  sind  ihre  Formeln  zu 
tingenau  fiir  kleine  Ordnuiigszahlen;  erne  sichere  Prufung  war 
nicht  mogiich,  denn  dielntensilut  der  Linien  nimmt  in  dcr  Haupt- 
serie so  rasch  ab,  dass  nur  das  niichste  died  noch  Ijeobaclitet 
vverden  konnle.  Die  Abstande  desselben  entsprechen  genau  der 
Hypothese,  class  b  fiir  alle  drei  .Linien  der  Tripletts  denselben  Wert 
liabe,  was  schon  bei  den  Doublelts  der  Alkalimetalle  der  Fall  war. 
Es  ist 

Zweiie  Nebenserie:  A  =  20204,87,  a'  =  -+-  0,27479,  b'  =  — o,  0(3970. 

Fiir  die  Hauptserie  erlialt  man  unter  Beriicksiclitigung  des  zweiten 
beobachteten  Paares : 

i    al  =  0,21  280 
A  =  86067,7  '    a2=o,2i2ir)      b=~  o,i53o. 

(   a3==  0,2  j  20/1 

Man  bereclmet 

X/t=  3348,20,        X*=  3 122, 28, 

die  von  Runge  und  Paschen  nicht  angegeben  werden. 

Die  Grenze  der  zweiten  Nebenserie  berechnen  Runge  und 
Paschen  zu  23i()3,8o,  die  der  ersten  zu  23207,93.  Fiir  die 
neuen  Formeln  reduziert  sich  die  Difierenz  sehr;  die  berechnete 
Grenze  ist  23204,87.  Ebenso  verhiilt  es  sich  in  den  andern  Fallen. 

Die  Doppellinien  des  Sauerslollspektrums  iibergehe  ich  hier; 
die  Grundlinien  (n  =  1,0,2, 5)  siiid  nicht  beobachtet,  vveil  im 


LI llrarot  liegend ;  die  iibrigeii  Linien  werden  von  den  alien  Formeln 
bcinahe  ebensogut  dargestellt  wie  von  den  neuen. 


Zweite  Nebenserie  der  Elemente  der  zweiten  Kolonne 
des  periodischen  Systems. 


Magnesium. 
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3'|oicj,4 

35982,1 

37088,0 

37773,0 
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•1-53,07 

0,00 

—  0,01 

—  0,0  1 

-h  0,20 

+  0,47 

R.  = 

0,00 

0,00 

•+•0,18 

0,00 

—  0,06 

-h  0,o8 

11'  = 

0,00 

0  ,OO 

-1-  0,08 

0,00 

-+-  0,02 

-{-0,07 

(R.)     Formeln  db  v  =  89789,0  —  ' 


(R1)  rtv  =  89793,0- 


(tn  —  o.i  1893  —  0,4  J23// 

N 


m  —  o,  i  '}.f\  1 1  —  0/298 1  ( A  —  v  )  io~5  J- 
N  =  109670,0. 

Die  Abweiclmngen  sind  unler  R.,  R'  gegeben.  Die  Formel  von 
Kayser  und  Rungc  isL  nach.  der  Meihode  der  kleinsten  Quadrate, 
oline  BerucksichLigung  dor  Ijinie2,57  berechnet;  die  meine  aus 
2,5,  3,5,  5,5. 

Filr  die  milllere  Linie  des  Triplets  r,5  extrapoliert  man: 

Aus  Formel  (K.) v  =  3tt6/fo 

Aus  Formel  ( IV ) v  =  4^  960 

Bei  Ag  war  schon  eine  vvenn  auch  geringere  Abweichung  der 
z\vei  Formeln  voncinander  fiir  m  =  i,5  gefunden;  die  zweite  For- 
rnel  (in  a,  [j)  war  die  erlieblicli  genauere,  cloch  Jieferte  sie  einen 
Wert  von  A,  welclier  urn  5o  A.-E.  zu  kleiii  sich  fand.  Hier  muss, 
wie  schon  ans  der  grossen  Dillerenz  zvvisclien  beiden  Formeln  sich 
ergibt,  der  Feliler  eiii  viel  gnisserer  sein;  es  hangt  dies  mil  dem 
(bisher  nicht  aiinaliernd  so  grossen)  Wert  von  6',  der  bei  den 
Elemenlen  dieser  Kolonne  des  periodischen  Systems  vorliegt,  zu- 
sammen.  Die  Formeln  von  Kayser  und  Runge,  so  wie  Rydbergs 
versagen  uberhaupt  ganz  bei  dieser  Extrapolation.  Man  kann  bier 
somit  nur  das  Resultat  atisspreclien: 


Schon  die  Gnindlinie  der  Hauptserie  liegt  im  dussersten 

o  • 

Ultraviolet  t  bei  2000-1800  A.-E.,  wo  keine  Beobachtungen 
vorliegen;  ihre  Grenze  ist  vveit  im  Gebiet  der  Scliumaniischen 
Strahlen  (v  =  ^643o  bei  R.,  v  =  88700  bei  R/)  zu  suchen.  Es  er- 
klk'rt  sich  so  das  bisher  ganz  unverstandliche  Fehlen  der  Haupt- 
serie bei  diesem  Elemente. 

Urn  einen  Begriff  der  Schvvierigkelt  der  liier  vorgenommenen 
Extrapolation  zu  geben,  geniigt  die  Bemerkuug,  dass  die  in  Wellen- 
zahlen  gemessene  Entfernung  zwischen  den.  a'ussersten  beobach- 
tetea  Linien  der  Serie  ca.  18400  betragt;  von  der  Linie  2,5  bis  zu 
i,5  dagegen  ist  der  Abstand  mindestens  683oo. 

Wegen  der  ungewohnlich  kleinen  Wellenlange  der  Grundlinie 
ist  es  nicht  sicher,  ob  sie,  wie  bei  andem  Spektren,  besonders 
intensiv  seia  wird. 

Calcium. 


m  =         2,5 

3,5 

4,5 

5,5 

6,5 

7,5 
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1,0 

K.  R.  =  -h  61 
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0  ,  00 

H-  o,',>3 

H-0,56 

R.  =          0,00 

0,00 

H-  0,10 

0,00 

H-  o  ,  o4 

—  o,38 

Man  findet  nach  der  Form  el 

109675,0 


v=s  A 


[  rn  -+•  y.  -h  p  io~5(A  —  v;]2 
fiir  die  Konstanten  die  Werte: 

A  =34088,76,         a  =-f-  0,06481,         p  =  —  0,4492. 

Durcli  successive  Approximation  ergibt  sich  mil  einem  wo  hi 
noch  grosseren  Fehler  als  bei  Mg: 

Grenze  der  Hauptserie  v  =  70800,  Grundlinie  X  =  2760. 

Strontium. 


n  = 
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3,5 
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5,5 

6,5 

>v  = 
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3  865,  5g 
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V  = 

1  4  1  3$ 
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K.  R.  = 

+  75 

-H  0,01 

-H  0,20 

0,0 

H-o,o8 

R.  = 

0,00 

0,00 

-+-  0,28 

0,00 

—  0,0() 

A=  31026,07,      a  =-H  o,  13597,       p= — o,5i83.       Hauptlinie  i  ,5  :  X  =  ca.  2940. 
Es  ist  merkwurdig,  dass  bei  Sr  in  dieser  Gegend  des  Spektrums 
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Thallium. 


ZWEITE   NKBENSE  UK. 

EUSTK    NEBENSEUIE. 
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Von  den  Elementen  Alimiinium,  Indium,  Thallium,  bei  <1 
Serien  von  Doublelts  exislieren,  babe  icb  nur  das  loUlere  be 
net.  Die  zweite  Nebenserie  von  Tl  \vird  niimlicb  am  scldcchl 
von  alien  bekannten  Serien  durcli  die  .lM)rmeln  YOU  Ivajsei 
Runge  dargestellt;  die  Serien  der  anderii  KlemcMilo  zeigcn 
malen  Verlauf.  Kin  Vergleicb  der  KoniKjlu  seliieu  daker  ni 
Tl  interessant.  kayser  und  Runge  bereduicu  ihrc.  Konst 
nach  der  Methode  der  kleinslen  (hiadraUi  aus  /«  =  (>,  5  bis 
ineine  Formel  ist  aus  alien  Linien  bereehnol;  sie  ergibt 

.4  =  4i4()9,C,         a  =  — o,a,{o8S,         $  =  —  o,y.8()0. 
Gruncllinie  der  IlauplSL-rio  X  =  M  10. 

Der  Unterscliied  zuGunstcn  der  neuen  Formel  isl  eiu  sehr  I 
tender;  clock  macht  sich  das  Foldcn  der  lu'jheren  (lliedcr  be 
bar.  Merkwiirdig  ist  die  grosse  AJjwoit'bung  IXM  5,5;  scbor 
ser  und  Runge  baben  liervorgcboben,  dass  die.  Kurve  v  =( 
graphisch  aufgetragen,  bier  einen  Knick  xeigl.  Die  Linie  iiil 
aus  der  Serie  bei  den  neuen  Formeln.  Das  xeigt,  dass  die  i 
den  Glieder  der  Formel  eine  reclit  komplizierle  Form  un< 
auch  Singularitaten  aufweisen  werden. 
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Die  sehr  vollstandig*  beobachtete  erste  Nebenserie  von  Thallium 
habe  Jcli  als  Beispiel  beigefiigt.  Hire  Grenze  ist  gleichgesetzt  der 
der  zweiten  Nebenserie.  Da  von  n  =  8  an  die  Satelliten  von  den 
Hauptlinien  nicht  melir  gelrennt  vverden  konnten  und  sicli  die 
Messungen  dann  auf  die  intensiveren  Hauptlinien  beziehen,  sind 
nur  lelztere  der  Rechnung  unterzogen  worden.  Die  Formel  von 
Kayser  und  Runge  bezielit  sicli  eigenllich  auf  die  Salelliten,  sie 
kaim  nur  von  n  ==  8  an  mil  meiuer  Berechnung  verglichen  werden. 
Filr  erste  und  zweite  JNebenserie  haben  Kayser  und  Runge  sechs 
Konstanten,  hier  sind  nur  fiinf  gebraucht. 

109075,0 
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Der  crslen  Nebenserie  sollte  nun  aucli  eine  Hauptserie  entspreclien, 
die,  nach  den  Formeln,  mit  der  zur  zweiten  Nebenserie  gehurigen 
konstante  Diflerenzen  aufweist.  Sie  kann  leiclernur  ganz  roll  nach 
Rydl.>erg\s  Formel  bereclinet  werden.  Fiir  die  Grenze  der  inten- 
sivsten  Linicii  (indet  man  v  =  3o  585  (genau) ;  Grundlinie  (n  =  2 ) : 
v  =  ioSS5 ;  diese  \veit  im  Ultrarot  liegende  Linie  muss  grosse  In- 
tensilat  besilzcn;  die  folgenden  Linien  sind  (iiur  rob  angenahert) 
v=  i/\()oo,  v  =  ^3:>.oo-.  Erst  die  letztc  Linie  konnte  von  Kayser 
und  Range  heobachlet  sein.  Wegen  des  grosseren  Intensitats- 
abfallcs  in  den  llauptserien  \vird  sie  ziemlich  schwacli  sein.  Ob 
ihr  die  schwacho  Linie  v  =  18088,7,  A  =5328, 3  entspricht  (die 
cinzigc  des  Tl-Speklrums,  die  nicht  zu  den  Doubletts  gehiirt),  ist 
zweifelhaft.  Die  Linien  des  Paares  miissten  bier  sclion  ziemlich 
nahe  bei  einandcr  liegen. 

Audi  bei  andcrn  Klementen  sind  meist  im  Ultrarot,  Rot  and 
Gel!)  engc  Paure  bz\v.  Tripletts  zu  envarten,  die  zu  dieser  zweiten 
Hauptserie  yehoren.  Man  kann  aucli  (wie  z.  B.  bei  K  im  Funken- 
speklrum  von  Eder  und  Valenta  (J)  das  schwache  Paar  43og,3; 
43o5,  i)  Linien  angeben,  deren  Lage,  Intensitiit  und  Abstaud  die 
zu  erwartenden  sind;  doch  bleibt  diese  Zuordnung  vor  der  Hand 
hypothetisch. 

(l)  J.-M.  EDER  u.  E.  VALKNTA,  Denkschr.  Wlen.  AkacL,  t.  LXI,  189},  p.  3^-. 
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Mg. 

-+-0,37589 

->,**' 

-0,798 

Zn. 

+0,28474 

—  0,2559 

—  0,900 

Ca. 

H-o,56.',8i 

—  0,4493 

-0,796 

Cd. 

-f-o,347i3 

—  o,3oG3 

—0,880 

Sr. 

-+-0,63597 

—o,5  1  83 

—  o,8i3 

Hg. 

H-o,3o6i5 

—  0,2966 

—0,970 

Tl. 

-4-0,20912 

~o,28<>o 

—  I  ,103 

Innerhalb  der  Alkalimetalle  sleigen  die  Differ enzen  a,  — a*  elwa 
wie  die  Quadrate  der  Atomgewichte;  die  Quotienten  a, — a2/jx2 
sind  ungefahr: 

Na  0,1 4^,       K  0,189,       Rb  0,180,       Cs  o5i8G. 

Bei  Li  miisste  somit  a.2 — a\  =  5  ungefahr  sein,  der  Abstand  der 
Komponenten  der  roten  Li-Linie  \\iire  zu  0,76  A.-E.  zu  ervvarten, 
wie  schon  Kayser  und  Runge  hervorhobenC). 

Die  Konstanten  wachsen  im  allgemeinen  mil  dem  Atomgevvicht 
innerhalb  einer  Gruppe  chemiscli  vervvandter  Elemente;  sie  sind 
deutlich  periodische  Fuaktionen  des  Atomgevvichtes.  Aber  auch 
innerhalb  der  Alkalimetalle  z.  B.  ergeben  sie  keine  einfachen  Kur- 
ven,  ebensovvenig  wie  die  Konstanten  von  Kayser  und  Range. 
Da  die  in  den  Grerizbedingungen  auftretenden  Grossen  mil  der 
.(Constitution  des  Atomes  vermutlich  engzusammenhangen  vverden, 
and  die  a,  b  nur  durch  einen  komplizicrtenReclmungsprozess  aus 
ihnen'entslehen,  ist  eine  nicht  ganz  einfache  Gestalt  dieser  Kurven 
wohl  zu  erwarten.  Dock  sind  moglicherweise  die  Atomgewichte 
hier  iiberhaupt  nicht  die  richligen  VariabeJn.  Die  Quotienten  b/al, 
b/a.2,  b'/a'  variieren  in  den  Alkalimetallen  nur  wenig;  deshalb 
konnte  die  zweite  Nebenserie  von  Cs  so  sicher  bestimmt  vverden. 
Ebenso  sind  die  (3/(a~l-  o,o5)  annahernd  konstant  bei  Mg,  Ca,  Sr 
und  wieder  bei  Zn,  Cd,  Hg;  sie  sind  aber  auch  periodischen 


(l)  Der  von  A.  HAGENBACH  (Arm.  d.  Phys.,  t.  IX,  1902,  p.  719)  gefundene 
Wert  fttr  den  Abstand  der  Li-Doppellinie  ergibt  al  —  aJ\L-  etwa  doppelt  so  gross 
wie  bei  den  andern  Alkalimetallen;  das  Geselz  von  Kayser  und  Runge,  nach 
welchem  al — <22/u.2  annahernd  konstant  ist  in  dieser  Gruppe,  ware  daher  un- 
richtig,  doch  sind  die  Beobachiungen  an  nur  einer  Linie  wohl  noch  nicht  ganz 
entscheidend. 


Schwankungen  von  einer  Gruppe  zur  and  era  imterworfen.  Die 
Serien  von  Ba  sind  noch  niclit  gefunden;  nach  obiter  Beziehung 
vvird  die  Gleichung  der  zweitcn  Nebenserie  latilen: 

v  =  A 


f  i  —  o , 8  •>.:") .  i o~5 ( A  —  v  ' 


I's 


wobei  der  im  Nenner  vorkommende  "Wert  voii  A  nur  roll  ange- 
nahert  bekannl  zu  sein  braucht,  sodass  gleich  die  zweite  Approxi- 
mation die  exakten  Werte  von  a,  A  liefert. 

DerVersuch,  die  im  erstenTeil  dieser  Arbeit  gegebene  Theorie 
des  WasserstofFspektrums  auf  andere  Elemenlc  auszudchnen,  i'iihrt 
also  zu  einer  bemerkenswerten  Ubereinsti  miming  mit  der  Erl'ah- 
rung.  Die  aus  der  Theorie  sich  ergebeiide  Formel  liber trifl'i 
wesenthch  an  Genauigkeit,  besonders  bei  den  niedrigen  Ordnungs- 
zahlen,  das  bisher  Errei elite.  Ferner  veranschaulicht  die  Theorie 
in  sehr  einfacher  Weise  die  exakte  Universalitk't  des  sogenannten 
zweitenKoeffizienten;  sie  fordert  gevvisse  quantitative  Bezicluingen 
zwischeu  verschiedenen  Serien,  endlich  mac  hi  sie  die  qualitative 
Identitiit  des  Zeemaiiettektes  der  Linieii  einer  Serie  und  der  Linien 
der  Hauptserie  und  zvveiten  Nebenserie  vcrstandlieh.  Alle  diese 
Forderungen  sind  in  Llberemslimiming  mit  der  Erfahrung.  Dar- 
iiber  hinaus  zeigen  die  Koeffizienteader  Formelii  nocli  verschiedene 
einfache  Beziehungen,  sodass  z.  B.  die  bisher  unbekannte  zweite 
Nebenserie  von  Gs  gefunden  werdcn  konnte.  Wenn  diese  Resultate 
nuu  auch  fur  die  Fruchtbarkeit  der  Grundannahme  der  Theorie 
sprechen,  so  zeigen  doch  die  gegebenen  EnUvickelungen  selbst, 
dass  die  iiber  die  allgemeine  mathematische  Grundlage  hinausge- 
henden  speziellen  Aiisiilze  und  Deutungeii  iiocb  sehr  vvillkiirlich 
sind,  wie  ja  die  Natur  des  Problems  es  beim  jetzi^en  Stand  unserer 
Kenntnisse  bedingt.  Mein  Bestreben  war,  die  zunaclist  allein 
zugiingliche  mathematische  Seite  des  Vorganges  dem  Verstaiidnis 
naher  zu  bringen. 

Ein  Vorzug  der  Theorie  der  Lichtemission  in.  ihrer  gegeuwartigen 
Gestalt,  namlich.  ihre  Einfachheit,  wird  durch  die  Identifikation 
mit  dem  hier  behandelten  scliwingendeii  Sjsteme  erheblich  beein- 
trachtigt.  Solangc  jedoch  jenes  einfacherc  Bild  den  Spektral- 
gesetzengegenuber  versagt,  muss  es  unentscliieden  bleiben,  welche 


der  beiden  Auffassungen  der  Gesamtkeit  derErscheinungen  gegen- 
iiber  sicli  als  einfacher  enveisen  wird. 

Die  Frage  nacli  der  Ausstrahlungsfahigkeit  der  Obertone  des 
Systems  is  I  im  Anliaiiir  erortert. 

«.  o 

Es  sei  niir  gestattet,  an  dieser  Stelie  Urn.  Gelieimrat  Voigt 
ineinen  Dank  auszusprechen  fur  das  Hebenswiirdige  Interesse,  mil 
dem  er  dem  Fortgang  dieser  Arbeit  folgte. 

Gnttingen,  Februar   i<)o3. 


AN  HANG. 

Die  Ausstrahlung. 

Nacli  den  neuercn  Untersuchungen  iiber  die  Slrahlung  im  mag- 
uelisclien  Feld  k(">nnen  \vir  uns  unser  lichterregencles,  schwingendes 
System  als  negaliv  elektrisierl  vorstellen.  Erst  durcli  diese  nega- 
tive Ladung-,  die  \vir  uns  zuniichst  gleichformig  iiber  die  Quadra t- 
Ilache  verteilt  dcnkeii  wollen,  wird  die  Verkellung  des  Systems 
mil  dem  Aether  und  die  AussLralilung  bewlrkt.  Auf  Grand  der 
Erfahrungdurften  \vir  bei  der  Bereclmung  der  Jiigensclivviogungen 
die  hieraus  'entspringenden  eleklrodynamischen  Krafte  und  die 
Dampfang  vcrnachliissigen ;  \vir  betrachteteiialso  die  inneren  Rriifte 
des  Systems  ais  gross  gegen  das  von  ihm  ausgehende  elektrische 
Feld.  Wir  fiihrea  dieses  jelzt  als  kleine  perturbiereiule  Wirkimg 
ein. 

Es  1st  vielfach  bemerkl  worden,  dass  die  Obertone  von  Syste- 
nien,  me  das  oben  bchandelte,  nicht  aussirahlungsfdhig  sind^ 
weil.  zu  jedem  scliwingenden  Flaclieneleinent  in  der  Entfernung  £ 
ein  entgegengeselzt  scbwingendes  vorhandeu  sei  mit  genau  der- 
selben  Ladung  und  Amplitude,  unds  im  VerhaUnis  zur  Wellen- 
lange  A  klein  ist.  Ms  lieben  sicli  dann  die  elektrischen  Krafte  bis 
auf  Grossen  von  der  Ordnung  s/A  fiir  eine  Knolenlinie,  (ep*)'~  fiii1 
vier  etc.  weg;  die  Intensitaten  vverdeu  proportional  (e/A)-7  (s/A)'* 
etc.  Das  hochstens  von  derGrosse  desMolekulardurchmessersist, 
so  wird  (s/X)2<C  io"G,  die  vom  ersten  Oberton  ausgesLrahlle  Ener- 
gie  ist  verschwindend  gegen  die  vom  Gr  und  ton  herriihrende. 


Dieser  Einwand  scheinl  jede  auf  Eigenschwingungen  ernes  Kon- 
tinutim  begriindete  Theorie  der  Spektren  unmoglich  zu  maclien, 
wahrend  doch,  wie  S.  20  hervorgehoben,  die  Formeln  far  Linien- 
und  Bandenspektren  enlschieden  auf  solche  Eigenschwingungen 
hindeuten.  Es  scheint  rnir  daher  nicht  unwesentlich  zu  zeigen, 
dass  man  gerade  bei  Systemen,  wie  das  filer  behandelte,  in 
welchen  elektrodynamische  Krdfte  neb  en  elastischen  auf- 
treteri,  durch  oiler  dings  durchaus  willkiirliche,  aber  niclit 
allzu  unwahrscheinliche  ZusatzhypotJiesen  dieseni  Einwand 
begegnen  kann.  Bei  rein  elastischen  oder  rein  elektrodynamischen 
diirfte  dagegen  ein  analoger  Ausweg  kaum  zu  linden  sein. 

Wir  machenfolgende  Annahine  :  die  Stosse  oder  Kra'fie,  vvelche 
die  Deformation  hervorgebracht  haben,  sollen  aucli  einc  Ande- 
rungin  der  Verleilung  der  Elektrizilat  bewirken  konnen,  und  zwar 
so,  dass  sich  die  gleichmassige  Vcrteilung  erst  nach  einer  gegen 
die  Schwingungsperioden  des  Systems  langer  Zeit  \viederher- 
stellt.  Es  konnten  z.  B.  die  in  immittelbarer  Nahe  der  Flache  be- 
findlichen  lonen  aus  ihrer  Gleicligewichtslage  sich  entfernen  und 
nur  verhaltnismassig  langsam  zu  derselben  zuriickkehren.  Riihrt 
die  Erregung  etwa  von  einem  nicht  zentralen  Stoss  her,  so  wird 
nun  die  Dichte  der  Elektrizitat  auf  der  Flache  ebenfalls  dissyme- 
trisch.  Zu  jedem  Punkt  gibt  es  zwar  einen  entgegengesetzt  schwin- 
genden  zvveiten  Punkt  auf  der  Flache,  doch  clessen  Ladung  ist 
nicht  notwendig  dieselhe  wie  die  des  erslen  Pnnkies,  sodass  ein 
von  Nil  11  verschiedenes,  resultierendes  elektrisches  Fold  sich  er- 
gibt.  Danach  mtisste  die  relative  Intensitat  der  Serienlinien  von 
der  Art  der  Erregung  abhangen,  wie  ja  die  Erfahrung  aucli  zeigt. 

Diese  relative  Intensitat  hiingl  aber  noch  von  eincm  andern  Urn- 
stand  ah.  Das  Auge  und  die  photograpliische  Watte  integrieren 
namlich  iiber  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Schwinyungen.  Sei  z.  B. 
die  inzvvei  verschiedeneEigenschwingungenursprunglich  gesleckte 
Energie  dieselbe;  die  erste  Schwingungsform  babe  in  der  Zeit  a 
ihre  Energie  bis  auf  einen  kleinen  Bruchteil  ausgeslrahll,  die  zweite 
in  der  Zeit  &,  wo  b  >  a.  Trill  nun  die  nachsle,  dem  Superposilions- 
prinzip  nicht  geniigende  Erregung  erst  nach  eiiier  Zeil  c^b  ein, 
so  ist  die  in  das  Auge  gedrungene  Gesamtenergie  dieselbe,  die  enl- 
sprechenden  zwei  Spektrallinien  erscheinen  gleich  inlensiv,  nur 
ist  nach  der  Dispersionstheorie  die  ersle  breiter  als  die  zweite. 
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Da,  vvie  oben  belont  wurde,  die  elektrischen  Krafle  klein  sein 
miissen  gegen  die  inneren  Krafle  des  Systems,  so  widerspricht 
eine  erhebliche  [nliomogenitat  der  Ladling  kelnesvvegs  den  Voraus- 
setzungen.  Eine  einfache  Abschatzung  zeigt,  dass  man  auf  dieser 
Grundlage  eine  Reihe  vonObertonen  von  vergleichbarerlntensitat 
erhalten  kann. 

Nach  den  Serienformeln  sincl  die  Grundtfme  der  Spektren  im 
aussersten  Ultrarot  oder  Ultraviolett  gelegen,  and  daber  noch  in 
keinem  Spektrum  beobaclitet.  Es  liandelt  sicli  also  zunachst  nur 
um  Vrergleiche  zvvischen  Obertonen. 


II. 

ZUR 

THEORIE  DER  SERIENSPERTREN. 


Physlkalisclie  Zeitschrift,  \.  Jahrgang,  IN0  1-4,  Seile  4<)()-/io8. 


Bekaiintlich  zei^t  Wasserstofl1  ausser  der  durcli  die  Balmersclie 
Formel  so  ausserordentlich  genau  dargestelllen  Serie  ,  die  von 
ivayser  und  Rydberg  als  «  ersLe  Nebenserie  »  erkaiint  ist,  eine 
weitere,  bisher  uur  in  gewissen  Sternspektren  nachgewiesene  Reihe 
von  Liiiien,  die  der  zweiteii  iNebenserie  und  der  Hauptserie  der 
Alkali  spektren  cntsprechen  . 

Selzt  man  die  Anzahl  Wellen,  die  im  Vakuum  auf  i(;l"  entfallen 
(die  sog.  Wellenzabl),  gleich  /*,  und  zur  AbkiirzungN  =  1096^5,  o, 
so  schreibt  sich  die  Balmersclie  Formel 


Die  zweile  INebenserie  ist  dann  durch 


4 

egeben,  die  Hauptserie  durch 


Der  sebr  auffallende  Umstand,  class  das  erste  Glied  rechts  stets 


J 

kiirliclien  ganzen  Zahlen  m,  n  zu  schreiben  seien,  so  class  das 
H-Spektrum  durch 


plf- 

iN  «» 

L 


dargeslellt  wire!.  Dabei  sind  zvveite  Nebenserie  und  Hauptserie  in 
cine  einzige  Formel  zusammengefasst.  Die  Untersuchungen  von 
Rydberg  und  Runge  und  Paschen  (»  )  haben  gezeigt,  dass  dieser 
Zusammenhang  beider  Serien  sehr  wahrscheinlich  auch  bei  den 
andern  Elemenien  besteht. 

Beim  Versucbe,  schwingende  Systemezu  finden,  derenPerioden 
das  "Wasserstoflspeklrum  ergeben,  bin  ich  daher  in  meiner  dem- 
nachst  erscheinenden  Inauguraldissertation  von  den  Formeln  (i) 
ausgegangen.  Es  gelang  mir,  zwischen  den  Teilchen  eines  zwei- 
dimensionalen  Koiitinuums  solcheFermvirkungenanzusetzen,  dass 
die  Sclnvingungszahlendes  Systems  von  zwei  willkurlichen  ganzen 
Zahlen  /;?,  n  abhiingen  und  bei  wachsenden  Werten  dieser  Ord- 
nungszahlen  sich  einer  endtic/ien  Grenze  ncihern,  eine  bei  alien 
Spektren  auftretende  Eigenscliaft  der  Serien,  zu  der  in  der  theo- 
retisclicn  Pliysik  kein  Analogon  bekannt  ist. 

SetzL  man  speziell  voraus,  dass  das  Konilntuim  eine  der  Flachen 
eines  Kubus  sei,  so  erhiiltman  genau  die  Formeln  (i). 

Bei  den  Spektren  anderer  Elemente  .sind  so  einfache  und  exakte 
Gesetze  bisher  iiicbt  bekannt;  man  slellt  die  Serien  nach  Kayser, 
Runge  und  Pascliens  Uatersiichimgen  durch  Formeln  von  der 


Gestalt 


B         C  , 

r  =  A  -i i oder         r  =  a  H 


dar;  Rydberg  benutzt  die  Gleiclmn^ 

/-  =  A  4-  : 


Hierin  sind  A,  B,  C,  a,  /;,  c,  jx  geeignete  Konstanten.  Auf- 
fallendervveise  hat  B  resp.  b  bei  alien  Sarien  fast  denselben  Wert; 
Rydberg  enlnimmt  die  entsprechende  Konstante  N  seiner  For- 

'(!)  Ueber  die  Zcrlegung  einandcr  entsprechendcr  Sericnlinien  im  magnelischen 
Felde  (BerL  Ber.,  1902,  S.  38o,  720). 


mel  direkt  aus  der  Balmerschen  Serie.  Aus  dem  bei  alien  Ele- 
menten  genau  erf  (ill  ten  «  Gesetz  der  koiistanten  Diflerenzen  »  er- 
gibt sichj  dass  die  einfachsten  Formeln  sich  vvieder  atif  die 
Schvvingungszahlen  selbst,  nicht,  vvie  bei  Eigenschwingungen  meist. 
der  Fall  1st,  auf  ihre  Quadrate  beziehen. 

Von  cliesen  Bemerkungenausgehend,  maclite  ich.  die  Annahme, 
dass  wires  bei  alien  Elemeiiten  mit  den  Schwingungen  desselben 
Kubus  vvie  bei  WasserstofF  zu  tun  haben,  so  dass  nur  die  Rand- 
bedingungen  von  Element  zu  Element  variieren.  Dann  ergibt  sich 
folgendes  : 

Aus  der  zunachst  auftretenden  Forme!  fiir  das  Quadrat  der 
Schwingungszahl  lasst  sich  die  Wurzcl  ausziehen;  es  \vird 


P-      f 

HieriusindyD,  q  Wurzeln  gewisser  transzendenlerGIeichungen, 
sie  lasseu  sicli  in  semikouvergente  Reihen  von  der  Form 


(a) 


.       .. 

l+JL 


entwickeln.  Diese  Reihen  gelten  nur  fiir  positive  Werle  der 
ganzen  Zaklen  m,  n.  Die  Quadrate  der  negativen,  w,  n  ent- 
sprechenden  Wurzeln  fallen  mit  den  eben  gegebeneu  zusammen. 
Positive  und  negative  Schvvingungszahlen  haben  dieselbe  pliysi- 
kalische  Bedeutung. 

Der  Koeffizient  N  ist  exaki  universelL 

Bricht  man  die  Formeln  mit  den  ersten  Gliedern  ab,  so  erhalt 
man 


..Nf^-^-^-l-^] 


also  die  Rydbergsclie  Fonnel  als  erste  Annalierung.  Gleich- 
zeitig  erkenntman  aber,  dass  dieselbe  fur  niedrige  Ordnungszahlen 
zu  korrigieren  ist  und  zvvar  nicht  durch  Variieren  des  Koeflizienten 
N,  vvie  bisher  versucht  wurde,  sondern  durch  Hin/ufiigen  weiterer 
Gliedervon(2).  Als  zvveite  Annaherung  ergibt  sich  daher  fiir  eine 
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einzelne  Serie  (n  =  const.) 

109675,0 

(in  -h  a  -i-  [4//n'2;2 
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oder  durcli  andere  Entvvickelungen 


±:  r  =  A  — 


1^9675,0 


r  =  A  — 


109675,0 


Dabei  sincl  #,  &,  a,  [3,  a',  #'  Konslanlen;  die  Formeln  unler- 
scheiden  sich  nur  durch  Gliecler  hoherer  Ordnung. 

Die  Annahenmg  dieser  Formeln  an  die  Erfakritng  bei 
gleicheroder  Ideinerer  A  nzalil  der  Konstanten  wie  bei  Kayser 
and  Range  and  Rydberg,  ist  besonders  fin*  die  Linien  Idein- 
ster  Ordnungszahl  eine  sehr  viel  bessere:  aucli  die  bisher  so 
schlecht  dargestellten  roten  Linien  ergeben  sich  meist  inner- 
halb  der  Fehlergrenzen.  (S.  Tabelle.) 


Hauptserie. 


n 
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oo 
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OD 
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24 
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$ 
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5 

0 
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Nebenserle. 


m  -H  * 

A 

F 

K.K. 

R 

1,5  

•SSoOjig 

0,00 

-H334 

0,0-0 

2,5  

.   n4o.f 

v 

-      r,i-1 

-'r-0,9 

3,5  

6  1  6  1  ,  i  3 

0,[ 

roo 

O,00 

'4,5  

5i33,72 

0,1 

0,00 

-0,25 

5  ,  5  

4732,19 

o,  r3 

o  .  oo 

—0,23 

6,5  

4546,o3 

0,2 

-l-i,i  6 

-HO,  21 

7,5  

44*3,7 

? 

H-»,7 

-0,I7 

Hauptserie  von 

Kalium. 

n 

A 

F 

\\\\ 

H 

•j>  .  . 

7701,92 

? 

-4-i6j,3 

0,00 

3  

.{o,J  7,  30 

o,o3 

0,00 

0,00 

4  

3447,49 

o  ,  o3 

0,00 

-Ho,  r') 
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o,o3 

0  ,  00 

0,00 

f>  

3102,87 

0,  10 

H-     0,27 

-Ho,  10 
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3034,94 

O,  If) 

-h     o  ,  a  3 

0  ,  2O 

8  

-2992,33 
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-1-     0,68 

—o,  19 
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2963,36 

0,2 

4-     r  ,o5 

—  o,  1  3 

10  

2942,8 

1,0 

-h     i,45 

—0,27 

2  

7668,54 

9 

H-i5(j,6 

—0,24 

3  

4044,29 

o  ,  o3 

0  ,  OO 

-HO  ,  oo 

4  

3440,49 

o  ,  o3 

0,00 

-HO,  12 

5  

3217,27 

o,o3 

0,00 

0  ,  O  ") 

6.   .. 

3  i  02,  i  5 

0,  10 

-4-     o,36 

-1-0,40 

3o34,9-i 

o,  10 

-h    0,44 

—  o  ,  o:j 

8  

0992,33 

o,r5 

H-      0,8o 

—0,08 

Q  

2968,86 

0,2 

-i-      I  ,1  I 

—0,07 

10  

2942,8 

1,0 

-1-     i  ,  Go 

-0,23- 

Die  vonRydberg  vermuteten  Beziehungen  zwischen  Haupt- 
rie und  zweiter  Nebcnserie  sind  so  genau  crfiilU,  dass  beide 
wirklich  in  eine  einzige  Formal  zu  vareinigan  sind.  Die  Gren- 
zen  der  beidenNebenserien  fallen  zusammen,  soxvcit  die  unsichere 

Beobachtung  der  Struktiir  der  ersten  Nebenserie  es  zu  bcurteilen 
i     i  _ 


mel  entnommen  \verden,  dadurch  wird  die  Grtmclannaluiie  (uni- 
verselle  Natur  des  sch  \vingenden  Systems)  sehr  gestiilzi. 

Die  Konstanien.  andern  sich  gesetzmiissig  von  Element  zu  Ele- 
ment unci  zeigen  noch  gevdsse  angenaherle  Beziehungeii  unter- 
einander. 

Ich  habe  die  Serieu  der  me  is  ten  Elemeiile  unter  Beriicksichti- 
gung  der  Dispersion  derLuft  berechnet  und  entnelime  als  Beispiel 
meiner  ausfiihrlicheren  Arbeit,  die  fur  die  Hauptserie  und  zweile 
Nebenserie  von  K  and  Na  geltenclen  Formeln  und  Tabellen. 

Die  Doublets  der  Hauptserie  und  zweiten  Nebenserie  aller  Alkali- 
metalle  sind  gegeben  durcli  die  Formeln 


di  r  =  N 


±r=  N 


aus  welclien  sicli  fiir  die  Abstande  der  Jvomponenten  i>ei  der  Weben- 
serie  das  Gesetz  der  konstanten  Diflerenzen  ergibt;  aus  diesem 
Grande  enthiilt  die  Tal)elle  nur  die  eine  der  Komponenten  dieser 
Doublets. 

Die  Formeln  sind  aus  den  einzelnen  Linien  bereclinet.  Die 
Wellenlangen  A  und  die  Fehlergrenzen  F  sind  aus  Kayser  und 
Ranges,  Lewis  und  Lebmanns  Bestiinmungen  entnommeii.  Die 
Fehler  (Ahcob  —  Abcr)  sind  unter  R  eingetragen.  Kayser  und 
Runge  stelleii  die  vier  Serien  durcli  vier  Formeln  mil  im  ganzen 
9  unabhangigeii  Konstanten  dar;  sie  liaben  also  vier  Konstanten 
mehr  zur  Verfiigung.  Die  Abweichuiigen  ilirer  Formeln  iindet 
man  unter  K.R. 

Natrium. 

#1  =  0,1 4595,         <72  =  o  ,i432i;         6=  —  o,n58; 
<7'  =  -i-  o, 1 5 157;         U  =  —  o,or>86. 

Kalium. 

a i  = -t-  0/29034,         ^2  =  H-  0,287 jo ;        ^  ==  —  0,2239; 
ar~-+-  0,81789;         b'  =  — 0,1076. 
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Die  zvveite  Nebenserie  stimmt  mil  der  Beobaclilung-  etvva 
bei  Na. 

Ervvahnt  sei  nocb,  class  die  Hauptserien  von.  Mg%,  Ca,  eLc.  du 
Extrapolalion  sich  im  Gebiete  der  Schuinaniisclien  Stralileii 
geben. 

Beztiglich  der  Lilleralur  vervveise  ic.li  auf  Kayser,  Handbi 
dei'  Spektroskopie,  Bel  II,  und  auf  meine  Disseriation  ('). 

Gottingen,  den  4-  Miirz  1900. 

(  Eingegangen  5.  Marz  1900.) 

(')  GEuvres,  I,  p.  i. 


III. 

UBER  DAS 

SPEKTRUM  VON  KALIUM. 


Annalen  der  Physik,  vierte  Folge,  Band  12,   1903,  S.  444-446. 


Das  Spektrum  von  tvalium  zeigl  eine  Anomalie,  auf  die  schon 
Kayser  und  Runge  ({)  aufmerksam  gemacht  hal)en.  Wahrend 
bei  alien  andern  Elementen  die  nach  ihren  Formeln  vorausbe- 
rechneten  Linieu  wirklich  aufgefunden  \verden  konnten,  schien 
die  mill—  58 1 2,  54,  X=  583-2, 28  (A.-E.)beginnendeNebenserie 
von  K  eine  Ausnalime  zu  bildeii.  Der  Ordnungszahl  m  =  4  sollte 
ein  im  Rot  gelcgenes  Paar  X  =  6967,4,  5s=6g85,4  nach.  ihren 
Bereclmungen  entsprechen;  in  dieserGegend  konnten  aberbisher 
keine  K-Linien  wabrgenommen  vverden. 

In  meiner  Inaugural-Dissertation  (2)  liabe  icb  auf  Grund  exakterer 
Formeln  diese  Serie  aufs  neue  bereclmet  und  fiir  die  fehlenden 
Linien  die  Wellenlangen  6936,4,  6964,7  angegeben.  Die  be- 
treffende  Serie  erwies  sicli  als  erste  Nebenserie ;  in  ihrer  unmittel- 
haren  Nahe  verlauf t  die.  zweite  Nebenserie  der  das  Paar6gn,2, 
6938,  8  angehort. 

Die  Vermutuiig  lag  nabe,  dass  bei  der  Unempfindlichkeit  des 
Auges  in  dieser  Spektralgegend  die  gewohnlich  benutztenKonkav- 
ffitler  zu  lichtschwach  sein  mochteii.  Versuche  mit  verschiedenen 
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Lichtquellen  und  Apparateii  fiilirteii  in  der  Tat  zur  Auf  fin 
einer  scliwacheu  Kaliumlinie  in  der  betreiFenden  Spektralgej 
Als  Liclitcjiielle  envies  sich  besoiiders  gibis tig  der  von  einer  A 
mulatorenbatterie  von  35  Volt  gespeiste  Bogen.  Erne  Linse 
vvarf  auf  ,dem  Spalt  des  Spektralapparates  eiii  kleines  Bile 
Bogens ;  das  clurch  sechs  Prismeii  zerlegte  Licht  wurde  durc 
Feriirohr  unter  massiger  Vergrosserung  beobachtel.  War  IT 
liscbes  Kali um  (')  in  den  Bogeii  eingefiihrt  und  die  Dampfd 
sehr  gross,  so  erschieii  nebeii  dem  bekamiteii  Paar  6911, 
nach  Seite  der  langeren  Welleii  eiii-e  .bi slier  nicht  beobac 
scbvvacbe,  verbreiterte  Linie,  deren  Zugehorigkeit  zu  K  nacl 
Art  ilires  Erscheinens  sehr  \valirscheinlicli  \\ar.  Von  liier  bi 
Wellenlange  7700  war  keine  weitere  Linie  sicbtbar. 

Wegen  der  Niihe  der  beideu  voii  Kayser  und  Puinge  gc 
senen  Linien  691 1,  (3g38  konnte  die  neue  Linie  aufdiese  als 
malen  bezogen  \verdeii.  Die  Messung  jvescbali  durch  Okularl 
achtungen  mittels  eiiies  ebenen,  auf  eiii  Spektromeler  von  1 
montierten  Gi tiers.  Die  Trommehi  der  Mikroskope  ^eslattele 
direkte  Ablesung  der  Sekunden,  uud  die  Teilungsfeliler  de 
treflenden  kleineii  Stiicks  des  Kreises  koiinten  direkt  erm 
und  beriicksichtigt  \\erden.  Das  (litter  \\ar  ein  auf  Glas  a 
trageiier  CellnloidaJ)guss  eines  grossen  Ro\\landsclien  Gi 
seine  Lichtstiirke  bei  Ggoo  sehr  befriedigeiid. 

Aus  einer  Beibe  von  .lieobachtungeii  ergab  sicli  der  Winke 
roten  Linien  Gqii,2,  (x)38,8  zu  5'56V;  von  letzlerer  Lini< 
netien  faiid  sich  5'  3o';;  hieraus  folgt  filr  die  neue  Linie 

X  =  6964, 4  ±o,5. 

Die  Rechnung  nach  meinen  Formeln  fordert,  \\ie  oben  bem 
A  =6964, 7;  die  Cbereinstimmung  ist  also  eine  ausgezeicl 
und  die  Zugehorigkeit  der  neuen  Linie  zu  K.  ist  daimt  festges 
Die  zweile,  voraussichtlich  noch  schwiichere  Linie  des  P 
miisste  bei  6986,4  liegen,  also  ganz  nahe  bei  der  stark  en  und  : 
lich  l)reiteii  Lime  6c)38.  Es  ist  iiur  wenig  llofliiuiig,  die  b- 
Linien  durch  Oknlarbeobachluiigen  zu  trenneii.  Bei  ger 
Dispersion  konnte  schon  6964  vvegen  der  l)lendenden 

(')  Audi  amciscnsaures  Kalium  erwies  sicli  als  gunstig. 
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von  6c)38  and  60, 11  riicbt  wabrgenomaien  werdcn,  Irotzdem  die 
Verhaltiiisse  immer  noch  giinstiger  sind  vvie  bet  (>g36. 

Zunachst  befremdet  die  geringe  Intensitiit  der  neuen  Linie  im 
Vergleich  zu  den  beiiachbarten  .Linicii  der  zweileii  Nebenserie. 
Aber  einerseits  nimmt  die  Intensitiit  mil  abnelimender  Ordnungs- 
zahl  in  der  zvveiten  Nebenserie  meist  rascher  zu  als  in  der  ersten; 
aiiderseits  zeigt  die  Beobachtimg,  dass  die  Absorption  in  den 
aaseren  Schichlen  des  Boe'ens  und  die  dadurclx  bewirkte  Selbsl- 

o 

timkehr  der  Linie  so  gross  sind,  dass  clieselbe  inaiiehmal  olme 
jeden  hellen  Rand  als  dunkler  Streif  auf  scli\vachem  kontinuier- 
lichen  Hintergrund  erscheint  und  dann  naturlicli  kaum  zu  sehen 
isL.  Aehnliches  \\ar  von  Ivayser  und  Range  sclion  bei  andern 
K-Linien  beo'bachtet  \\orden. 

Hr.  Lenard  (* )  hat  kiirzlich  gefunden,  dass  die  beiden  Neben- 
serien  von  Li,  INa  von  \erscliieclenen  Scliichteii  des  Bogens  aas- 
gehen;  sie  miissen  daher,  nacJi  Lockyers  Metliode  untersucht, 
aus  Linieii  von  verscliiedener  La'nge  beslehen.  Dies  Resullal 
komite  .bei  Na  bestatigt  werden,  bei  K  dagcgen  erschiencii  die 
Linien.  bei  der  Nebenserien  von  derselben  Liiiige.  Die  oben  hervor 
gehobene  starke  Aljsorption  in  den  iiassern  Bogenschicbten  wiirde 
dieses  Resultat  vielleicht  erkliiren;  immerluii  wird  man  schliesseii, 
dass  eine  Kinleilung  der  Liiiien  iiacli  dem  Orl  ihrer  Emission  ini 
Bogen,  wie  sie  Hr.  Lenard  vorscliliigt,  niclit  dieselbe  Sicherheit 
besitzt,  wie  sie  durcli  Beobaclitungen  im  magnelisclxeii  Feld,  ver- 
bundeii  mit  der  Rechnung,  erreicht  wird. 

Bei  An \\eiidung  sehr  geringer  Dispersion  konnte  unter  Um- 
stiinden  bei  grosser  Dampfdichte  das  Aafletichten  von  zvvei  wahr- 
scheinlich  za  K  geborigen  Paaren  zvvischen  7120  und  ^240  beob- 
aclitet  werden,  doch  war  eine  Messung  niclit  mfiglicli.  Sie  durften 
dem  nacli  Vriolett  verbreiterten  Na-Paar  bei  5^)70  entsprechen. 

Bonn,  den  4-  Juli  1903. 

(  Kingcgangeu  5.  Juli  1900.) 

(!)  I*.  LENARD,  Ann.  cL  Phys.,  t.  XI,  1900,  p.  G3G. 


IV. 

SUll  LA 

PHOTOGRAPHIE  DES  RAYONS  INFRAROUGES. 


Comptes  rendus  des  seances  de  V Academic  des  Sciences  de  Paris , 
t.  GXLTI1,  p.   167-169.  Seance  du   16  juillet  1906. 


En  1880,  M.  Abney  a  fail  connattre  (!)  qu'en  preparant  dans 
des  conditions  spe*ciales  uixe  emulsion  de  bromure  d' argent  dans 
du  collodion,  distillant  Tether,  puis  la  van  t  et  reclissolvant  le  pre- 
cipite',  on  oblient  une  no u veil e  emulsion  qui  se  distingue  par  tine 
remarquable  seiisibilite  aux  radiations  peu  refrangibles. 

M.  Abney  avait  cru  atteindre  dans  le  spectre  prismalique  solaire 
la  longueur  d'onde  2!%  mais,  en  realite,  il  etait  alle  seulement  jus- 
qu'a  iH-,4  (2).  MalgTe  sa  portee  ainsi  reduite,  ce  procede  depasse 
encore  dans  1'infrarouge  tout  ce  qu'a  donne  1'emploi  des  colorants 
sensibilisateurs.  II  a  etc  reprls  depuis,  mais7  semble-t-il,  jamais 
avec  succes. 

J'ai  etabli  les  conditions  de  formation  et  la  nature  du  compost 
sensible,  ce  qui  m'a  permis  de  connaitre  et  d'eliminer  les  causes 
d'insucces  qui  m'avaient  d'abord  arrete  commemes  predecesseurs. 
J'en  ai  d^duit  des  precedes  nouveaux  qui  out  donne  des  1'abord  des 
r^sultats  sup^rieurs  a  ceux  d'Abiiey  et  que  j'espere  encore  perfec- 
tionner  no  tablemen  t. 

C1)  P kilos.  Trans.,  t.  CLXXI,  1880;  t.  GLXXVI,  1881. 
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i°  J'ai  d'abord  fait  varier  dans  des  proportions  etendues  toutes 
les  donnees  d' Abney.  Dans  tons  les  cas,  sous  I'iniluence  de  la  cha- 
leur,  la  sensibilite  de  1'emulsion  aux  rayons  pen  refrangibles  s'est 
trouveeconsiderablenieiHaugmentee,soitquerazotated'arg-ent,soit 
que  le  bromure  fussent  en exces ;  cependant,  la  transformation  est 
plus  prompte  avec  le  premier,  et  se  fait  en  partie,  meme  a  froid, 
si  1' exces  est  considerable  (par  exemple  ig  sur  5*  de  Br.  Ag.). 

line  emulsion  oblenue  an  moyen  de  solutions  concentrees  d'azo- 
tale  d'argent  et  de  bromure  de  zinc  on  d'ammonium  devient  plus 
sensible  que  les  emulsions  preparees  suivant  les  donnees  ordi- 
naires. 

La  diminution  de  la  pyroxiline,  poussee  aussi  loin,  que  possible, 
est  tres  favorable. 

11  faut  remarqner,  et  c'est  une  des  principales  causes  d'insucces, 
qn'il  n'est  pas  toujours  possible  d'aUeindre,  meme  approximative- 
ment,  le  nombre  doiine  par  Abney  sans  voir  le  bromure  d'argent 
se  precipiter  en  gros  flocons ;  en  effet,  selon  son  mode  de  prepara- 
tion, la  pyroxiline  confere  au  melange  d'alcool  et  d'ether  une  vis- 
cosite  variant,  d'apres  certains  auteurs,  du  simple  au  decuple;  or 
c'est  elle  qui  determine  la  quantite  de  bromure  d'argent  pouvant 
rester  en  suspension.  J'ai  dii ,  avec  des  pyroxilines  faiblement 
ni trees,  employer  jusqn'a  1^,5  de  pyroxiline  sur  ios  d'azotate 
d' argent,  c'est-a-dire  le  decuple  de  ce  qu'indiqne  Abney. 

L'emulsion  decrite  par  Abney  peut  des  lors  etre  caracterisee 
comme  suit  :  plus  grand e  concentration  possible  des  solutions 
reagissantes,  minimum  de  pyroxiline  permettant,  avec  des  pre- 
cautions convenables,  la  formation,  d'une  emulsion  honiogene. 

Les  bromures  de  zinc  ct  d'ammonium  sont  a  pen  pres  equiva- 
lents; on  peut  aussi  remplacer  le  melange  d'alcool  et  d'ether  par 
de  1'alcool  methylique  ou  de  Tacetone.  La  transformation  du 
bromure  d'argent  est  done  d'ordre  purement  physique;  elle  est 
d'ailleurs  toujours  accompagnec  d'une  augmentation  du  diametre 
des  grains. 

Enfin  I'emnlsion.  a  ete  soumise  sous  pression  a  des  temperatures 
allant  jusqu'a  100°  pendant  i  heure  et  4o°  pendant  24  heures.  II 
n'a  cependant  pas  ete  possible  de  depasser  la  limite  donnee  par 
Abney,  le  bromure  devenant  granulenx  et  se  decomposant. 

11  est  avantageux,  apres  avoir  distille  Tether,  de  laisserrefroidir, 
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de  rajouter  Fether,   d'agiler  et  tie  recommenrer  1'operalion. 
pent  ainsi  employer  des  solutions  deux  on  trois  fois  plus  etenc 
que  ne  Findique  Abney,  ce  qui  facilite  la  formation  d'une  emuli 
hien  homogene. 

La  sensibilile  de  Femulsion  a  la  lumiere  blanche  s'est  troi 
egalement  augmenlee,  mais  dans  des  proportions  plus  faibles. 

M"  On  sail  que,  soumise  a  Faction  de  la  clialeur,  ime  emul: 
an  gelatinobromure  augmente  eiiormement  de  sensibilile  pour 
rayons  ires  refrangibles,  moins  pour  les  rayons  jaunes  et  rou 
les  variations  de  concentration  des  sels  et  de  la  gelatine  ayan 
meme  intluence,  mutatis  mutandis,  que  dans  I'emnlsion  d':Vbi 
Ce  rapprochement  m'a  porte  a  croire  qu'Jl  s'agit,  dans  les  deux 
de  la  maniieslalion,  difiTerente  seuleincnt  au  point  de  vue  qua 
tatif,  d'une  meme  propriele  du  l>romure  d'argent. 

C'est  ce  que  Fexperience  a  conlirme.  Un  precipile  de  bron 
obtenu  dans  des  conditions  convenables  soit  dans  1'alcool,  soil  c 
I'cau,  la\e  et  chaufie  quelques  minutes  sous  Teau  soit  pure,  £ 
ce  qui  est  plus  avail tageux,  addilionnee  d'un  pen  d'azotale  cUarg 
donne,  apres  emulsificalion  dans  la  gelatine  et  nouvelle  actior 
la  chaleur,  des  plaques  plus  sensibles  aux  rayons  infra-rouges 
celles  d'Abney.  Apres  5  minutes  ^exposition  au  spectre  des  lanr 
Nernst,  incomparablement  moins  riche  en  rayons  caloriiiques 
celui  du  Soleil  dont  s'est  servi  Almey,  on  obtient  unc  impres: 
qui  decroit  regulierement  depnis  le  bleu  jusqu'a  i  ^,  \  sans  prese] 
les  brusques  variations  des  plaques  traitees  aux  colorants.  La  c 
leur  caracteristique  bleue  de  Temulsion  d'Abney  (observee 
transparence)  apparatt  ici  immediatement  et  a  froid.  Je  donii 
aillenrs  les  details  techniques. 


V. 

SUR 

'OBIGINE  DBS  SPECTRES  EN  SERIES. 


>*?,jptes  rendus  des  seances  de  V Academic  des  Sciences  de  Paris, 
t.   GXLIV,  p.  634-636.  Seance  du   18  mars   1907. 


ia  sailque  les  frequences  v  du  spectre  ordinaire  de  1'lrydro^ene 
LUL  spectre  nouveau  decouvert  par  Pickering  dans  certaines 
les  sont  donnees  ires  exactement  par  les  form u les 


m 

2 


VT    est  une   constanle.  De   tels  syslemes  de  vihralions  different 
ri  tiellemeiit  de  tous  ceux  qui  nous  connaissons  par  Fexistence 
limite  des  frequences  pour  m  =  cc,  et  par  l'al)scnce  du  terme 
-    provenant  de  1'acceleration.   I^es  memes  anomalies  se  re- 
dans  les  a  litres  spectres  etudies  par  Rjclberg1,  Kayser  et 


roici  comment  on   pent  concevoir  pliysiquement  un  systeme 
iiLarit  un  tel  ensemble  de  vibrations. 

olentA,  B  deux  points  fixes  relies  par  des  ills  inexlensibles 
?  KG  au  point  C,  milieu  de  la  droite  AB.  Imprinions  a  ces  fils 
mouvement  de  rotation  uniforme  de  \itesse  ang-ulaire  o>  autour 
AB,  la  rotation  du  fil  AC  pouvant  d'ailleurs  etre  de  meme 


coTncidaiit  avec  AB,  considerons  le  fil  AC,  et  soit  JJL  sa  masse  par 
unite  de  longueur,  TA  sa  tension,  cp  la  distance  necessairement 
petite  d'un  element  du  fil  a  Taxe;  la  force  centrifuge  de  cet  ele- 
ment  sera  a)2  yssdx,  et  le  iil  aura  la  forme  d'ime  sinuso'ide  plane 
donnee  par  I'equatioii 

r   d*o 

JA-T-S  4-w2p?  =  o. 


i T  __  u-  H-  _j_ 


TA-^L—    ou     i 

•*•  A  —  ^  ,  vj  u  t 

e-7T2  m'1 

(m,n  =  1,2,  3,  .  ..). 

Par  consequent,  le  point  C  sera  soumis  a  une  force  parallele  a 
1'axe  et  eg'ale  au  signe  pres  a  TA  —  TB,  c'est-a-dire  a 

0)2|0. 


qui  lendra  a  1'eloigner  de  sa  position. 

D'autre  part,  considerons  un  corpuscule  mobile  de  masse  M  et 
de  charge  e  dans  nil  champ  magnetique  II  parallele  a  Faxe  des  x, 
et  soient  M,  p,  w  les  composantes  de  son  deplacement  suppose  ires 
petit.  La  resultante  X  des  autres  forces  sera  supposee  nulle  ou 
parallele  a  H.  On  aura  alors 

,.d'2n         r  T^rd-v        ell  dw  --d^w  eli  dv 

M  -7—  =  \,  M  -  =   --  T-,  M  —:—   =  ---  7- 

dt*  '  <afi2          c     dt  dt*  c    dt 

(c  =  vitesse  de  la  lumiere). 

La  projection  du  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire  a  1'axe 
est  done  un  cercle,  et  le  temps  de  revolution  T,  ou  plutot  la  fre- 

2*n  i 

quence  v=-^>  sera  donnee  par 


On  se  trouve  done  ici  dans  le  cas  Ires  exceptionnel,  comme  I'a 
remarqu^  Lord  Rayleigh  (!),  ou  ce  n'est  pas  le  carre  de  r,  mais 
cette  quan  tite  elle-meme  qui  s'exprime  le  plus  simplement. 

(!)  P  /iil.  Mag.  }  5°  setvie,  t.  XLIV,  1897,  P-  3;>G- 


Supposons  mainteiiaiit  que  les  fils  AC,  AB  fassenl  parlie  drun 
systeme  electrique  anime  du  meme  mouvement  cle  rotation,  les 
points  A,  B  ctaiit  fixes.  Sous  PinUuence  cle  la  force  TA  —  TB,  le 
point  C  teiidra  a  se  de  placer  suivant  AB,  et  Pon  peutadmettre  qu'il 
en  res  tike  tin  changemeiil  dans  la  distribution  cles  charges  elec- 
triques,  une  sorle  de  polarisation  proportioiinelle  a  ce  deplacement 
et  qui  s'y  oppose;  le  deplacement  restera  ires  petit  et  la  polarisa- 
tion sera  proportioiinelle  a  TA  —  T1{.  La  rotation  clu  systeme  pro- 
duira  d'ailleurs  1111  champ  magnetique  qui  sera  egalement  parallele 
a  AB  et  proporiionnel  a  TA  —  TB. 

D'apres  ce  qui  vieiit  d'etre  dit,  un  corpuscule  place  dans  ce 
champ  emettra  uiie  vibration  circulaire  clout  la  frequence  sera  pro- 
portioiinelle a  TA  —  I{,  et  Pon  aura 


=  N  (  -1 

n* 


±L  v  =  N  f-1-- 

[n 


IN  etant  une  constante.  Pour  72  =  2,  m  =  2,  3,  4  ou  #2  =  2, 
n  =  a,  3,  /(,  011  obtieiit  les  form  tiles  (i)  ;  a  m  =  i  et  aux  a  Litres 
valeurs  de  n  correspondent  des  lignes  situees  en  dehors  de  la  parti  e 
connue  du  spectre,  mais  doiit  Pexistence  est  reiidue  probable  par 
1'analogie  des  autres  spectres  ('). 

A  chacundesetats  d'equilibre  dynamique,  ennombreinfirii, 
de  ce  systeme  toiirbillonnant  correspond  une  vibration  emise 
par  le  corpuscule  et  I*  ensemble  de  ces  vibrations  reproduit 
exactement  le  spectre  de  f  hydro  gene. 

1.1  est  d'ailleurs  Evident  qu'on  peut  etablir  de  beaucotip  de  ma- 
nieres  la  proportiomialite  entre  la  force  TA  —  TB  etla  forcemagiie- 
tique  parallele  II. 

En  particulier,  remplacons  C  par  une  sphere  chargee,  de  petites 
dimensions,  et  supposons  qu'en  A  et  B  les  fils  s'attachent  a  deux 
spheres  d'uiirayoucomparabfea  /,  d'ailleurs  identiques,  et  portant 
des  charges  de  meme  signe  que  C;  enfin  la  rotation  de  la  sphere  A 
et  du  151  AC  sera  de  signe  oppose  a  celle  de  B  et  BC.  Si,  au  contact 

(')  RYDBERG,  Rapports  presentes  an  Congres  de  Physique,  t.  II,  Paris,  1900, 
p.  3  12.  —  \V.  HITZ,  Anna/en  der  Physik,  t.XII,  1900,  p.  264  ;  Inaug.  Diss.  Auszug. 
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du  fii  et  de  la  sphere,  il  n'existe  pas  de  forces  tangentes  a  lasur 
de  cette  derniere  (comme  c'est  le  cas  pour  les  f! aides),  on  ; 

pour  le  fil  la  condition  -—  =  o ;  si,  au  contraire,  le  fil  est  fixe,  < 

0=0.  11  existera  cles  lors  en  tout  point  de  AB  une  force  electri 
et  une  force  magiietique  paralleles  a  cette  droite,  et  iiulles  en 
milieu;  dans  le  voisinage  de  ce  point,  elles  seront  proportionnc 
Fime  a  Fautre,  ainsi  qu'a  la  distance  a  ce  point.  En  ecrivant  Fee 
tion  d'equilibre,  oil  voit  que  C  sera  amene  dans  uii  champ  mai 

tique  proportionnel  a  TA  —  TB;  si  enfiii  -T-—  o  en  C,  cette  spi 

ne  sera  soumise  perpendiculairement  u  1'axe  AB  qu'a  Factior 
la  force  magne tique  etexecutera  Fensemble  des  vibrations  de  1 
drogeiie,  les  constantes  etaiit  convenablement  choisies. 

En  admettant  que  ce  merne  -systeme  fasse  partie  d'un  ensen 
de  structure  plus  complexe  qui  exerce  des  forces  sur  lui,  on  obt 
cFautres  spectres  en  series;  en  particulier,  on  est  conduit  aux. 
mules  qae  j'avais  obtenues(<)  par  une  voie  differente  et  qui  rej 
sen  tent  avec  une  grand  e  exactitude  les  doiinees  de  I'experienc 
Fensemble  des  lois  de  Rydberg. 

(!)  \V.  HITZ,  loc.  cit. 


VI. 

suit 

L'ORIGINE  DES  SPECTRES  EN  SERIES. 


Comples  rendus  des  seances  dc  V Academic  des  Sciences  de  Paris, 
t.   CXLV,  p.    178-180.  Seance  du   16  juillet  1907. 


Dans  une  precedente  Communication  (')  j'ai  chcrche  a  former 
uii  systeme  cmeltaiit  Peiisemble  des  vibrations  de  riiydrog'cne 
en  par  taut  de  1'hypolhuse  d'un  electron  P  soumis  uniqtiement  a 
Faction  d'un  champ  mag'iietique  H.  La  frequence  c  de  la  vibration 
circulaire  qui  en  resulle  est  egale  au  produit  de  H  par  un  facteur 
universel  K..  Conscrvanl  cette  hvpotliese,  "on  obtient  tin  resultat 
plus  simple  et  plus  conforme  aux  idees  actuellement.  admises  en 
attribuant  ce  champ  H  a  tin  aimant  rectiligne  dans  le  prolongemeiit 
duquel  serait  situe  le  point  V.  Soient  r{  et  r»  les  distances  de  ses 
poles  a  P  et  zb  JJL  leurs  charges  ma^netiques,  on  aura 


Cette  formule  est  idenlique  avec  celle  de  Balmer 


si  1'on  admet  que  1'aimant  rectiligue  est  compose  de»<!  —  %  aimants 
eg'aux  entrc'eux,  de  longueur  rt?  poses  bout  a  bout,  et  qu'il  est  se- 


en GEuvres.  V.   n.  or. 


pare  de  P  par  deux  (2)  segments  lineaires  de  memc  longueur,  : 
non  ahnante's.   On  a  alors 

-  -.  -  >-}a-  "        Kl 


Dans  les  diverses  molecules  d'une  inassc  d'bydrogene  rer 
luinineuse  on  devra  trouver  toutes  Jes  modifications  correspond 
a  i  ,  2,  3,  ...  aimaiits  elementaires,  celle  qui  correspond  a  n  aim 
etant  d'autant  mo  ins  frequeiite  que  Ji  est  plus  grand.  Cetle  com 
lion  ne  se  heurte  a  aucune  difficulte  si  1'on  considere  1'sU 
d'hyclrogene  comme  fort  complexe  et  si  1'on  remarque  que 
corps  de  revolution,  en  rotation  an  tour  de  son  axe,  pent,  par 
distribution  convenable  de  sa  charge  electrique,  devonir  (kjuiva 
a  un  aim  ant  lineaire. 

Si  le  premier  aimant  a  la  longueur  --  >    on  oblieiidra  la  forn 
de  Pickering,  pour  les  raies  de  riiydro^eiie  dans  lY'toile  ^  Poi 


S'il  a  la  longueur  a  et  si  ;•,  est  quelcoiaquc,  on  aura  la  fon) 
generale  de  Rjdberg  pour  les  series  spectrales 

(T^TTF      (A  =  7f  '  P  =  ±[^i 


ou  N  est  une  constante  tmiverselle  si  a  est  universe!  (comiin 
Fadmet  pour  les  electrons).  Les  trois  quanllles  A,  43,  N  sont 
depend  antes  de  m. 

Enfin,  si  la  longueur  dudeuxieme,  iroisiemc,  .  ,  .  aimant  dil 
egalement  de  a:  mais  en  s'en  rapprocbant  a  inesure  que  m  i 
mente,  on  aura  ime  representation  exacte  des  rcsultats  de  1 
perience.  En  particulier,  si  Ton  suppose  que,  c,  cf  et  {3  etant 
constantes,  on  a 

on  obtient  la  formule 

v  =  A-, N 


et  j'ai  montreC)  clue  cetle  fornnile  representc  les  series  spectr 
C1)  W.  RITZ,  Annalen  der  Physik,  t.  XII,  i9o3,  p.  20/, ;  7/ia«-.  Z?m.  AUJ 
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avec  line  Ires  grande  precision,  tout  en  con  tenant  moins  de  cons- 
tantes  arbitral  res  que  celle  de  Kayser  et  Range. 

Lorsque,  maintenaiit  invariable  la  longueur  et  la  position  des 
autres  aimants,  on  change  la  longueur  du  premier,  on  obtient  une 
nouvelle  serie  de  lignes  presentant  avec  la  precedente  des  diffe- 
rences constantes  de  longueur  d'onde.  G'esL  un  plienomeiie  gene- 
ralement  observe  dans  les  spectres  de  lignes. 

Si,  au  contraire,  conservant  la  position  du  premier  pole,  c'est- 
a-dire  la  quantite  r< ,  on  modifie  encore  la  longueur  du  premier 
aimant,  on  obtient  une  serie  de  doubles  lignes  convergeant  vers  la 
meme  limite.  Ce  cas  est  realise  dans  les  series  principales  et  les 
satellites  des  series  secondaires. 

Comme  r%  ^>  r^  et  que  le  iiombre  m  des  aimants  est  au  moins 
egal  a  un,  les  lignes  (en  general  infrarouges)  cozTespondant  a 
m  =  o  ou  a  des  valeurs  negatives  de  v  ne  serontpas  observees.  Le 
premier  cas  se  preseiite  effectivement  pour  les  premieres  series 
secondaires  de  He?  Cd,  Zn,  Hg,  Tl,  ou  les  observations  oiitpu  etre 
faites. 


VII. 
MiGNETISCHE  ATOMFELDER  UND   SER1ENSPEKTREN. 


Annalen  der  Physik.  Vierte  Folge.  Band  25,   1908,  p.  660-696. 


Bekanntlich  beziehen  sich  alle  bis  jelzt  in  den  Linienspektren 
gefundenen,  einfachcii  Gesetze,  \vie  die  Balmersche  Form  el,  das 
GeseLz  der  konstanten  Diflereiizen  usvv.,  auf  die  Schwingungs- 
zahlen,  und  nicht  auf  deren  Quadrate.  Es  liegt  hierin  fiir  die  Er- 
klarung  dieser  Spektren  eine  besondere  Schwierigkeit,  auf  die 
Lord  Rayleigh  (')  aufmerksam  gemacht  hat:  wenn  eiii  mecha- 
nisclies  oder  akustisches  System  kleine  Sclnvingungen  ausfiihrt, 
so  dass  die  Zeit  nur  in  der  Form  eines  Faktors  sin  v  (t  —  £0)  J11  die 
Losungeingeht,  sowird  durchBildung  der  Akzeleration,  d.h.  durch 
zweimalige  Differentiation  nach  t,  der  Faktor  v-  eingefiihrt;  die 
Gleichung,  welche  die  Schwingungszahl  v  bestimmt,  \vird  also  das 
Quadrat  Von  v  enthalten,  und  es  gelingt  nur  in  Ausnahmefailen, 
die  Schwiiigungszahleii  selbst  einfach  auszudriicken  (-).  Lord  Ray- 
leigh schliesst  hieraus,  dass  es  sich  bei-den  Spektren  vielleicht  urn 
rein  kinematische  Beziehungen  handle,  in  welche  die  A.kzel  era  lion 
nicht  eingehe.  Wie  man  sich  diese  zn  denkeii  hatte,  and  in  welclier 
Weise  man  diese  Anna  lime  mit  der  Theorie  der  Dispersion,  des 
Zeemanefiektes  usvv.,  bei  vvelchen  die  Tragheitsreaklion  eine  we- 
sentliche  Rolle  spielt,  in  Einklang  bringen  konnte,  ist  allerdings 

(1)  Lord  HAVLKIGH,  Phil.  Mag.,  5U  sci-ie,  t.  XLIV,  1^97,  p.  356. 

(2)  Verfasser  hat  einig'e  solclie,  den  Spekiralgeselzen  cntsprechende  Fiille  untcr- 
sucht  (OEuvres,  I,  p.  i ;  Ann.  d.  P/iys.,  t.  XII,  igo3,  p.  aG4;  Inaug.  Diss.  Auszug). 
Die  Komplikation.  der  luerbei  notigen  AnnaU'men,  fur  die  sich  eine  bcfricdijjende 
physikalische  Deutung   nicht  hat  linden  Jasscn,   notigt  wohl,  die  dort  gcgebcne 

T'Korvr.So.    4VJ  la«     «„     l.te.e.a.-.         ..«^l       :  ^  \-       «K«,, -v  I t.         T«..J       1>^..1-:~K..      O_l.l..,, '.~~      „.- 
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kaum  einzusehen.  Der  Schluss,  dass  zwischen  den  fur  denZustand 
massgebenden  Grossen  nur  Diflerentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  bezug  auf  die  Zeit  bestehen,  lasst  sich  aber  in  anderer  Weise 
anfrecht  erhalten  :  man  hat  nur  anzunehmen,  dass  jene  Grossen 
Geschwindigkeiten  sind,  oder  anders  ausgedriickt,  dass  die  wir- 
kendeii  Krafte  nicht,  wie  gewohnlich,  von  der  Lage  der  Jfeile  des 
Systems,  sondern  von  deren  Geschwindigkeiten  abhangdjn.  Dies 
ist  bei  magnetischen  Krdften  allgemein  der  Fall,  und  die  An- 
nahme intensiver  magnetischer  Atomfelder  diirfte,  auf  Grund  der 
im  Gebiet  des  Magnetismus  vorliegendenTatsachen,  kaum  zu  um- 
geheii  sein(i).  Durch  diese  Ueberlegung  wird  also  die  Hypothese 
nahegelegt,  dass  die  Schwingungen  der  Serienspektren  durc/i 
rein  magnetise Jie  Krafte  erzeugt  werden,  und  es  soil  im  folgen- 
deii  gezeigt  werden,  dass  diese  Annahme  in  einfacher  Weise  zum 
Verslandnis  der  Gesetze  der  Serienspektren  und  der  anormalen 
Zeemaneffekte  fiihrt. 

Es  sei  e  die  Ladung,  m  die  Masse  eines  elektrischen  Teilchens; 
befindet  sich  dasselbe  in  einem  magnetischen  Feld  H  parallel  zur 
Z-Achse,  so  ist 

d-x  _  ell  d.y  d^y  ___       eH  dx  d~z  _ 

.     .     eli  /  N  eli, 

a?  =  A  sin (t  —  /„)          y  —  A  cos (t  —  £0),         £  =  ,30-h  15  f, 

me  J          J  me 

wo  A,  B,  50,  £<>  vvillktirliche  Konstanten  bedeuten.  Die  Bewegung 
ist  also,  wie  bekamit,  helikoidal  ;  sie  zerfallt  in  eine  gleichfo range 
Translation  parallel  H,  und  eine  zirkulare  Schwingung  in  einer 
Ebene  senkrecht  zu  H,  deren  Schwingungszahl  proportional  istH. 
1st  das  Feld  nicht  homogen,  so  muss  dafiir  gesorgt  werden,  dass 
x,  y,  z  —  ZQ  sehr  klein  bleiben.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  A 
klein  ist,  und  die  elektrische  Ladung  an  eine  Ebene  (oder  einFla- 
chenelement)  senkrecht  zu  H  gebunden  ist;  oder  auch  wenn  quasi- 
elastische  Krafte  der  Form  —k'-x,  —k-y^  —  k-z,  die  sehr  klein 

o-e^en—  — ,  —  -^  sind,   einffefuhrt  werden,   und  schwache  Er- 

00         c    dt       c    dt  1         ° 

(:)  Vgl.  insbesonderc  P.  WEISS,  L'liypothese  du  champ  molecidaire  et  la 
propriete  ferromagnetique  (Ball.  Soc.  franc,  de  Physique,  1907;  Comptes 
rendus,  t.  143,  1906,  p.  n36;  t.  145,  9  et  3o  decernbre.  1907). 


regung  vorausgesetzt  wird.  1st  fiir  die  in  Betracht  kommende  Be- 
wegung  das  Feld  nur  unvollkomrnen  homogen,  so  resultiert  eine 
Verbreiterung  der  der  Schwing'imgszahl  v  =  ett/  me  entsprechen- 
den  Spektrallinie. 

Die  nachstliegendste  Annahme,  die  man  fiber  den  Ursprung  des 
FeldesH  machen  kann,  ist  wohl,  es  einem  Molekularmagneten  zu~ 
zuschreiben:  diese  Gebilde  spielen  ja  in  der  Theorie  des  Magne- 
tismus  eine  wesentliche  Rolle.  Sei  ±  y.  die  Polstarke,  /  die  Lange 
desMagneten;  der  Symmetric  lialber  liege  die  Ladung  e  auf  der 
Verlangerung  desselben,  im  Abstand  r  vom  nachsten  Pol.  Dami  ist 


mithin  die  Schwing-imgszahl 


Vergleicht  man  diese  Formel  mil  der  Balmersclien  (N=  univers. 
Konstanle) 


mil  der  Rydbergschen  Serienformel 

(3)  v  =  Nri 

L«a 

und  den  von  mir  (loc.  cit.)  gegebenen 


(4) 


A  =  N/a2=  Grenze  der  Schwingungszahlen 
und 


(5) 


N[~-! 1 

«2     /  l>  \* 

L     (BH-a-+-^)J 


so  springt  die  Analogic  sofort  ins  Auge,  und  ist  urn  so  bemerkens- 
werler,  als  die  Gesetze  der  Spektralschwing-ungen  ja  so  ganzlich 
von  allem  sonst  Bekannten  abvveichen.  Verfolgt  man  also  genauer 
den  hiermit  moglich  gemachten  Schluss  von  den  Serienspektren 


auf  die  Elementarmagnete,  so  wird  man  mil  einigein  Grund  hoSen 
konnen,  dadurch  einen  Einblick  in  Molekularkrafte  und  -struktur 
zu  gewinnen.  Allerdings  kaim  die  Zukunft  erst  entscheiden,  ob  das 
Bild  em  allseitig  zweckmassiges  ist. 

Die  Balmersche  Forme!  sagt  nun  aus,  dass  die  Lange  I  des 
Magneten  ein  Vielfaches  eiiier  bestimmten  Lange  sei,  d.  h.  dass 
man  jedes,  den  Liiiien  des  Wassersloffs  entsprechende  Magnetfeld 
dadurch  erhalt,  dass  man  eine  Anzahl  n  untereinander  identischer 
Magnate  von  der  Lange  s  Pol  an  Pol  fugt,  so  dass  1=  ns  ist.  Eine 
einfachere  Anordnung  der  Elementarm«agnete  als  die  hiermit  ge- 
forderte  ist  wohlkaum  denkbar.  Der  Abstand  r  bleibt  hierbei  kon- 
stant;  setzt  man  ihn  gleich  as,  so  foJgl 


l  '  1 

---  r  \ 

«s        (a-h/i)*J 


o 
71  =  I  ,  2,  3 


Die  Schw  ing  ungs  zahlen  nd/iern  sick  also  ciner  Grenze  fur 
n  =  co,  und  bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  ijn 
ist  der  Koefjizient  9011  \\n-  universell,  falls  die  Elementar- 
magnete  und  ejmc  bei  alien  Elementen  dieselben  sind. 

Dass  der  Koeffizienl  von  i//i2  universell  sei,  ist  von  Rydberg 
ausgesprochen  worden;  der  Beweis  dafiir  war  erst  auf  Grund  der 
sich  der  Erfahrung  sehr  genau  anschliessenden  Formein  (4)  und 
(5).  moglich  [vgl.  Inaug.-Diss.  des  Verf.  (loc.  cit.}. 

Die  Hypothese  der  magnetischen  Atomfelder  fiihrt  also  ohne 
Schwierig-keit  zur  Erklarung  der  Grenze  der  Schwingungszahlen, 
welclie  bekanntlich  die  Serienschvvingungen  so  scharf  gegen  alle 
aus  andern  Gebieten  der  Physik  bekannte  Schwingungen  abschei- 
del.  In  der  Nahe  der  Grenze  riihrt  das  Feld  nur  noch  vom  ersten 
Pol  her. 

Soil  endlich  (6)  mil  der  Balmerschen  Formel  (2)  identisch 
werden,  so  batman  den  noch  willkurlichen  Abstand  as  derLadung 
e  zum  nacbsten  Pol  gleich  der  doppelten  Lange  eines  Elementar- 
magneten  zu  nehmen,  also  a  =  2  zu  setzen(^).  Diese  einfache  Be- 
ziehung  besteht  jedoch  nur  bei  Wasserstoff  und  deutet  auf  einen 
besonders  einfachen  Aufbau  des  WasserstofFatoms  aus  denselben 
Korpuskeln,  die  die  Elementarmagnete  bilden. 

(l)  Uber  diese  Zahl  2  vgl.  unten  p.  io5. 


Die  grosse  Genauig-keit  der  Balmerschen  Form  el  erfordert, 
das  Coulombsche  Gesetz  des  reziproken  Quadrates  der  En 
nung  auch  in.  Molekularentfernungen  nocli   strengste  Giilti^ 
habe. 

Superponiert  sicli  zu  diesem  von  n  abhangigen  Magnetfelc 
ein  anderes  H,  so  ergibt  sich  eine  neue  Reihe  von  Linien.  1st 
ein  Flachenelement  senkrecht  zu  Hn  gebunden,  wie  oben  anger 
men  vvurde,  so  sind  die  v/2  derselben  gegen  die  vorigen  um  die  . 
stante  Grosse  (e/mc)  H  cos  (<£  HH,,)  verschoben.  Liegen  dag 
schwache  elastischeReaktionen  vor,  so  gilt  diesnur,  falls  H  p; 
lelH,,  ist.  Es  ist  dahernach  diesen  Vorstellungenzu  ervvarten, 
Systems  konstanter  Schwingungsdifferenzen  besondei's  ltd 
angetroffeti  werden  :  dies  entspricht  dem  Gesetz  der  konsta 
Differenzen,  welches  bekanntlich  auch  bei  Spektren  gilt,  inweL 
Serien  bis  jetzt  nicht  gefunden  worden  sind. 

Gibtman  dem  ersten  Elementarmagneten  eine  von  s  abweich' 
Lange  s-i-$s  und  variiert  in  geeigneter  Weise  die  Entferi 
r  =  as:  so  resultiert  die  allgemeine  Rydbergsche  Serienfo 
(3),  wobei  n  =  i,  2,  3...  und  b  =  a  +  e. 

Lasstman  dieEntfernungvonder  elektrischenLadungzum  ei 
Pol  unverandert,  und  variiert  die  Lange  des  ersten  Magneter 
erhalt  man  eine  neue  Serie  von  Linien,  die  mil  der  ersten 
gemeinsame  Grenze  haben.  Dies  ist  bekanntlich  der  Fall  bei 
beiden  Nebenserien  und  bei  den  Doubletts  oder  Triple  Us 
Hauptserien. 

Die  Anzahl  der  Magnate  muss  natiirlich.  ^i  sein.  Legt 
der  willkiirlichen  Zahl  n  der  Rydbergschen  Formel  eine  ab 
gende  Reihe  von  Werten  /i,  n  —  i ,  ...  bei,  und  erhalt  man  b. 
einen  negativen  Wert  der  Schwingungszahl ,  so  wird  du 
Wert  keitie  Linie  der  Serie  entsprechen.  Aber  selbst  bei  ei 
positiven  "Werte  kann,  falls  s  >  o  ist,  die  Zahl  der  Magnete 
sein?  so  dass  an  der  berechneten  Stelle  keine  Linie  liegt.  D 
ist  ein  sehr  merkwiirdiges  Resultat  der  neueren  Beobachtu 
erklart :  die  Linien  der  ersten  Nebenserie,  welche  der  Linie  n 
der  Balmerschen  Formel  entsprechen  (fur  welche  sich  v  =  • 
gibt),  fallen  bei  denElementenHe,  Cd,  Zn,  Hg,  Tl  in  das  bis 
durchforschte  Gebiet  und  konnen  auf  Grund  der  Formel  (4 
nau  berechnetwerden.  Statt  in  dieser  Gegend  der  Spektren  Li 
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von  besonderer  Intensitat  zu  finden,  wie  zu  erwarten  war,  haben 
Runge  und  Paschen  bei  He  (M,  Hermann  (-)  bei  Cd,  Zn,  Hg, 
Kayser  and  Runge  bei  Tl  iiberhaupt  keine  Linien  wahrgenom- 
men.  Besonders  auffallend  1st  das  Beispiel  von  Tl,  fur  welches  die 
Linie  sehr  genau  berechnet  werden  kann  [(4)  reduziert  sich  hier 
auf  (3)  selir  annahernd]  zu  A  =  5417,0.  Sie  solltealso  in  derNahe 
der  griinen  TKalliumlinie  535 1  liegen,  welche  der  zweiten  Neben- 
serie  angehort,  und  sie  bei  Anwendung  cles  elektrischen  Bogens  an 
Intensitat  iibertreflen.  Aber  selbstwenn  diese  blendend  auftrat, 
konnte  Verfasser  keine  Spur  der  gesuchten  Linie  wahrnehmen. 
Die  Hypo  these  einer  ungewoholich  vollstandigen  SelbsLumkehr  der 
Linie  (vvofiir  Beispiele  vorliegen)  wurde  dadurch  gepriift,  dass 
hinLer  den  Bogea  oder  die  Flamme  eine  Nernstlampe  gestellt 
wurde;  auf  diesem  kontinuierlichen  Hintergrund  hatte  sich  nun 
die  Linie  dunkel  abliebea  miissen,  was  nicht  der  Fall  war. 

Gelien  wir  zur  Interpretation  der  die  Beobachtungen  in  den 
meisten  Fallen  selir  gen  an  darstellenden  Formel  (4)  iiber,  so  be- 
sagt  dieselbe,  dass  bei  andern  Elementen  als  Wasserstofif  nicht  nur 
der  Abstancl  der  schwingenden  Ladung  e  zum  nachsten  Pol  von 
Serie  za  Serie  variieren  kann,  sondern  dass  auch  der  Abstand  des 
zweiien  Poles  von  e  (und  vom  ersten)  kein  einfach  additives  Gesetz 
befolgt.  Die  Abweichung  nimmt  jedoch  ab,  vvenn  der  Abstand  von 
e  (die  Zahl  n)  zunimmt;  sie  ist  proportional  A  —  v,  d.  h.  dem 
reziproken  Quadrat  der  Entfernung  von  e.  Diese  Wechselwirkung 
zwischen  Atom  und  Pol,  die  besonders  bei  hoheren  Atomgewichten 
sich  fdhlbar  macht,  muss  aber  ihrer  Form  nach  als  unsicher  gelten, 
ja  selbst  der  Schluss,  dass  das  Feld  stets  von  einem  Linearmag- 
neten  and  nur  einem  herruhre,  kann  aus  der  Erfahrung  nicht  mit 
Sicherheit  gezogen  werden,  da  (4)  mancheiiei  Transformation  en 
und  Entwickelungen  zulasst,  so  z.  B.  die  Reihenentwickelungeii 


(1)  C.  RUNGE  und  F.  PASCHEN,  Astrophys.  Jo  urn.,  Janv.  1896,  p.  16. 

(2)  H.  HERMANN,  Inaug.-Diss.,  Tubingen  1904. 


aus  welchen  man  schliessen  wiirde,  dass  unter  cler  Einwirkung  - 
Atoms  die  Verteilung  des  Magnetismus  eine  andere  ge  word  en 
Die  Serie  (7)  unterscheidet  sich  von  den  Formeln  von  Kay 
und  Runge,  Runge  und  Paschen  dadurch,  dass  der  zwc 
Koeffizient  nicht  veranderlich,  sondern  universell  ist.  Bei  gleicl 
Zahl  willkiirlicher  Konsta.'i  ten  ist  diese  Formel  den  eben  genann 
entschieden  iiberlegen;  zu  eincr  ersten  Berechnung  einer  Serie 
sie  anderseits  viel  geeigneter  als  (4):  fur  die  Grenze  A  ergibt  s 
iiberdies  fast  derselbe  Wert  wie  aus  (4).  Fur  die  definitive  D 
stellung  und  die  Extrapolation  ist  letztere  Formel  allerdings  v 
zuziehen.  Dieselbe  besitzt  auch  [wie  (8)]  den  Vorzug,  dass  i 
niederste  Wert  der  Ordmmgszahl,  fiir  den  noch  eine  Linie  zu 
warten  ist,  und  der  durch  die  Analogic  der  Spektren  zwar  hauJ 
aber  nicht  immer  a  priori  festgestellt  werden  kann,  nicht  bestim 
zu  werden  braucht:  Erhohung  von  n  um  eine  Einheitkann  dui 
Verkleinerung  von  a  aufgehoben  werden. 

Es  wird  unten  gezeigt  werden,  dass  Langenanderungen  der  E 
mentarmagnete  durchaus  nicht  mit  Langenanderungen  der  Korp 
keln  verbunden  zu  sein  brauchen,  fiir  die  sie  das  abgekiirzte  Sy 
bol  bilden.  Auch  lasst  sich,  durch  Einfuhrung  zweier  Magnate 
Stelle  des  einen,  das  einfache  additive  Gesetz  der  Verbindung  < 
Magnete  aufrecht  erhalten.  Solange  aber  neue  namerische  Bez 
hungen  sich  aus  solchen  Spekulationen  nicht  ergeben,  scheint 
mir  rich  tiger,  mich  auf  die  Betrachtung  des  allgemeinen  Charakt 
der  Seriengesetze  zu  bescbranken. 

Bei  Wasserstoff  war  der  Abstand  auch  des  ersten  Poles  vo: 
durch  dieselben  Korpuskeln  bestimmt,  wie  der  des  zweiten,  n 
es  ist  daher  plausibel,  dass  die  Lage  des  ersten  Poles  durch  e 
ahnlich  gebaute  Formel  sicli  darstellen  lasst  als  Funktion  der  A 
zahl  dieser  Korpuskeln,  wie  die  Lage  des  zweiten  Poles,  d.  h.  d 
die  Atomkrafte  auf  beide  einen  ahnlichen  Einfluss  haben.  Dai 
erhalten  wir  die  Interpretation  des  Satzes  von  Rydberg,  d 
Hauptserie  undzweite  Nebenserie  durch  die  zwei  Formeln  gegel 
seien : 


71=1,2,3, 

v  =  N  ' 


und  die  Richtigkeit  der  damit  ausgesprochenen  Beziehungen  zwi- 
schen  den  zvvei  Serien  hat  sich  auf  Grund  cler  genaueren  Formeln 
beslatigt  (* ).  Ob  aber  in  diesen  Formeln  stall  i  auch  eine  willkiir- 
liche  ganze  Zahl  m  gesetzt  werden  darf,  wie  Rydberg-  annimmt, 
so  dass  noch  eine  unbegrenzte  Reihe  neuer  Serien  im  Infrarot  zu 
ervvarten  ware,  ist  bisher  unentschieden;  die  Zahl  2  der  Balmer- 
schen  Formel  kann  ebensogut  durch  den  Ban  des  Atoms  aus  den 
besprocheaen  Korpuskeln  bedingtsein,  wie  sie  auch  als  Spezialfall 
einer  willkiirlichen  ganzen  Zahl  aufgefasst  werden  kann:  denn  fur 
3,  4 5  5  ...  an  Stelle  von  2  erhalt  man  voraussichtlich  wesentlich 
schwachere  Linien,  die  im  Infrarot  liegen,  wahrend  fiir  i  sich 
Schumannsche  Strahlen  ergeben.  Allerdings  entspricht  der  Formel 


eine  der  intensivsten  Linien  des  von  Ljman  (2)  neuerdings 
ausgemessenen  y  extrem  -  ultra violetten  Wasserstoffspektrums : 
^bcr.=  i2i5,3;  \colK=  1 216,0  (in  der  vorlaufigen  Mitteilung 
\  =  12 1 5,  6).  Die  nachste  Linie  der  Serie  \  =  1026,7  liegt  an  der 
Grenze  des  beobachteten  Bereichs ;  die  letzte  von  Lyrnan  wahr- 
genommene  Linie  ist  io33,  so  dass  1026,  wenn  iiberhaupt  vor- 
handen,  niclit  intensiv  sein  kann.  Die  Zuordnung  bleibt  daher  un- 
siclxer.  Ebensowenig  verlangt  die  vorgetragene  Theorie,  dass  jeder 
Nebenserie  eine  Hauptserie  entspreche. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  sich  dieses  Schema  der  Linear- 
magnete  nicht  etvva  inWiderspruchbefindetzur  Eiektronentheorie, 
welche  den  Magnetismus  aus  der  Bewegung  der  Elektronen  abzu- 
leiten  sucht,  und  von  derHypothese  magnetischer  Massen  ahsieht. 
Hierbei  kommen  vor  allem  in  Betrachl  zirkulierendeBewegungen 
der  elektrischen  Ladungen,  insbesondere  innerhalb  des  Atoms  und 
gleichformige  Drehung  eleklrischer  Rotationskorper  und  ihrer 
Achse  (3). 

Was  zunachst  die  ersteren  betrifift,  so  ist  nicht  anzunehmen, 
dass  sie  merkliche  Krafte  auf  das  schwingende  Eiektron  ausxiben. 


C1)  Vgl.  Inaug.-Diss.  des  Verf.,  loc.  cit;  QEuvres,  I,  p.  i. 

(2)  Th.  LYMAN,  Astrophys.  Journ.,  t.  XIX,  190/4,  p.  268;  t.  XXIII,  1906,  p.  181. 

(3)  W.  VOIGT,  Ann.  d.  Phys.,  t.  IX,  1902,  p.  u5. 


Denn  —  imd  hierauf  hat  Lord  Rayleigh  ( 1 )  aufmerksam  gemacht  — 
die  Feinheit  mancher  Spektrallinien  ist  eine  so  grosse,  dass  sie 
eine  ausserordentliche  Slabilitat  cles  Systems  uncl  eine  Unveran- 
derlichkeit  der  wirkenden  Krafte  unter  alien  moglichen  Bedingun- 
gen  verlangt,  die  mit  zirkulierenden  Bewegungen  der  Elektronen 
schwer  vereinbar  erscheinen.  Nimmt  man  etwa  kreisformige  Be- 
wegungen an,  so  mxissten  Radius,  relative  Lage  derBahn  und  Ge- 
schwindigkeit  bei  alien  Atomen  eines  Elementes  auf  mindestens 
I p o J o 0 o  Jhres  Betrages  (bei  sehr  feioen  Linien)  dieselben  sein  und 
dauernd  bleiben,  und  dabei  die  Zahl  der  Teilchen  genugend  gross 
sein,  um  den  Lin ienreich turn  mancher  Speklren  zu  erklaren.  Man 
wird  solchen  Bewegungen  wohl  eher  rmr  einen  schwachen  pertur- 
bierenden,  die  Linie  mehr  oder  weniger  verbreilernclen  Einlluss 
zuschreiben. 

Leichter  verstandlich  isl  eine  sehr  angenaherte  relative  Unver- 
anderlichkeit  der  Drehgeschwindigkeit  von  Rotalionskcirpern, 
wenn  diese  als  sehr  gross  vorausgesetzt  wird:  diese  Drehung  be- 
dingt  tiberdies,  im  Gegensatz  zu  der  zirkulierenden  Bcwegung, 
keine  Ausstrahlung. 

Setzt  man  Oberflachenladung  voraus,  so  gilt  zunaclist  der  Salz, 
dass  man  fur  jeden  um  seine  Achse  sich  gleichfurmig  drehen- 
den  Rotationskorper  die  Elektrizitat  in  der  IVeise  auf  der 
Oberjldche  verteilen  kann,  dass  derseibe  irn  ganzcn  Aussen- 
raum  einem  Linearmagneten  aquivalent  wird,  dessen  Pole 
P,,  P2  im  Inner n  des  Korpers  auf  dessen  Achse  eine  vorge- 
schriebene  Lage  haben,  und  dass  die  magnetische  Kraft  im  Innern 
des  Korpers  endlich  und  s.tetig  bleibt.  Denn  in  dicscm  Falle  exis- 
tiert  im  ganzen  Raum  ein  magnetisches  Potential  W,  welches  uber- 
all  der  Gleichung  AW  =  o  geniigt,  und  im  Aussenraum  die  Form 
hat 


wo  7*1 ,  7*0  die  Abstande  von  (#,  y,  .s)  zu  den  im  Innern  des  Kor- 
pers gegebenen  Polen  Pl5  P2  sind.    Beim  Durchgang  durch  die 

C1)  Lord  RAYLEIGII,  Phil.  Mag.,  6°  s6rie,  t.  XI,  1906,  p.  128;  vgl.  auch  JEANS, 
Phil.  Mag.,  6a  serie,  t.  II,  p.  421;  t.  XI,  p,  604. 
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Fliiehe  1st  II  unslelig.    Dnreh  Integration  der  Gleichungen 


fiber  ein  an  der  Oberllaebe  gelegenes,  geeignel  gcformtes  Volum- 
element  und  (ireny.iibergang  fmdet  man,  (lass  der  Sprung  von  H 
durc.li  cincu  in  der  Kiilebe  senkreebt  zur  Geschvvindigkeit  r  lie- 
genden  Voklor  von  d<ir(irosse  /JTCTC/C  dargeslelltwird  (cr  =  Ober- 
ilachendi(dU(^).  J)crs(ilhc  lie^t.  soinit  in  der  Meridianebene,  und 
man  lial,  unUir  ntl,  ni  die  iinssere  und  inncre  Normale  verstanden, 
unter  </$  ein  I/mienelemenl  des  Meridians: 


\vo  II  der  Absland  von  der  Acbse,  to  die  Urebgcsc.hwindi^kcit  ist. 
Vus  diesen  Bedingungen  bestimmt  sicli  Wi  bis  auf  eine  additive 
Konstanle,  Stki  niimlieb  P  (.r,  y,  ^,  a,  b,  c)  die  zwcitc  Green- 
sebe  Kunktion,  \v<'l<*.be  also  in  l>e/,ug  auf  .7.*,  y,  z  den  Uedingungen 


4  ic 

"F 


(F:~  (.)berl1arh<i)  ^enn^l,  und  iiuPunkte  (<7,  6,  c)  unendlicli  wird 


>ve 


,!. 
|t  ,r  -,,  tt  )'!  i  •  (  y  —  /;  }»  •  !••  (  5  —  c  j-  J"*. 

Sei<m  c/,,  A,,  r,,  <7Ul  An,  cr-j  die  Koordinatcn  von  P,  und  1^.    Wird 
*        K          V  ,  //,,  ft{.  r{)  —  Kf(a;,  f,  5,  «a,  /;a,  «4)-i-  konst. 


gesetxt,  so  erf  ill  It  diese  luuiktion  die  gegehcnen  Hedingungen  und 
bleibtim  Innrni  stelig  und  endlich;  es  gibt  also,  vom  Vorzeicben 
heci,  die 


£  ,  ,.,  _r,  .,  „„  /,„  Cl  ,     or  (.r) 

- 


die  vcrlangte  ()berniicben<liebte, 

Fur  die  K.ug<il  sei  !>,,  Pa  als  #-Achse  gewuhlt,  und  derUrsprung 


der  Koordinateii  iiii  Mittelpunkt.  Darin  ist  (<),'  bis  auf  eine  addi- 
tive Konstante  : 


3  #i  )  =  —log  (a2  —  a^x  H-  a 


Va2  —  2  az  x  -}-  a? 

und  da  dxjds=^la^  so  ergibt  sich 
4w(^=rf(1 


a         a2  — 

Die  in  (7)  und  (8)  gegebenen  Formeln  wurde  man  durch  eine 
Verteiluog  der  Elektrizitat  interpretieren  konnen,  die  von  der  oben 
angegebenen  mehr  oder  weniger  abweicht.  So  ist  z.  B.  das  Feld 
eines  Zylinders,  der  durch  Juxtaposition  von  n  identischen  Zylin- 
dern  ent-s-teht,  durch  eine  Reihe  von  der  Form  (8)  gegeben,  falls 
die  Dichte  <r  konstant  ist.  Entsprichl  <r  aber  der  Formel  (9),  so 
fallen  die  hoheren  Glieder  der  Entwickelung  weg,  der  Zylinder  ist 
einem  LinearmagneLen  streng  aquivalent,  was  vorher  nur  ange- 
nahert  der  Fall  war. 

Dabei  konnen  die  Pole  beliebig  nalie  den  Endflachen  des  Zylin- 
ders bz.  den  Endpunkten  der  Achse  liegen  ;  es  wird  dann  die 
Dichte  cr  an  diesen  Punkten.  sehr  gross  ;  in  bezug  auf  seine  elektro- 
statische  Anziehung  verhalt  sich  der  Korper  nahezu  als  ob  seine 
Ladung  in  P<  und  P2  konzentriert  ware.  (Im  Grenzfall  wird  <r  un- 
endlich  wie  die  dritte  Potenz  der  reziproken  Entfernung  von  der 
Achse:  dieser  Fall  ist  daher  auszuschliessen.) 

Reiht  man  eine  Anzahl  derartiger,  untereinander  identischer 
Rotationskorper  mit  abwechselnd  entgegengesetzter  Ladung  und 
Rotation  und  gemeinsamer  Achse  aneinander,  so  ergibt  sich  ein 
sehr  stabiles  System.,  welches  einem  Magneten  von  der  n-fachen 
Lange  der  einzelnen  Korper  beliebig  nahe  Equivalent  ist. 

Im  Falle  der  Balmerschen  Formel  hat  man  sich  an  den  End- 
punkt  des  so  konstruierten  Magneten  zwei  ebensolche  Rotations- 
korper angereiht  zu  denken,  die  aber  entweder  ungeladen  sind, 

(*)  F.  NKUMANN,  Potential-  und  Kugelfunktionen,  Leipzig,  1887,  p.  272.  — 
H.  WEBER,  Die  partiellen  Differ  entialgleichungeji  der  math.  Physik,  t.  l\ 
Braunschweig,  1900,  p.  4^7. 
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oder  keine  Drehgeschwindigkeit  besitzen.  Nimmtman  das  letztere 
an  und  beriicksichtigt,  dass  die  elektrische  Lad  ting,  wie  vorausge- 
setzt,  nahezu  auf  zwei  Pimktladungen  sich  reduziert,  so  kann  man 
beim  letzten  Korper  der  Reihe  die  eine  dieser  Ladungen  mit  der 
friiherangenommenen  oszillierenden  Punktladung  e  identifizieren, 
wahrend  die  andere  durch  die  ihr  sehr  naheliegende  entgegenge- 
setzte  Ladung  des  nachsten  Korpers  sehr  kraftig  angezogen  wird, 
und  eineu  festen  Drehpunktfiir  die  Oszillationen  darstellt  (*).  Vor- 
aussetzung  ist  allerdings,  dass  die  iibrigen  Ladungen  des  Atoms 
keine  der  Verschiebung  des  Endpunktes  aus  derRuhelage  propor- 
tionale,  merkliche  Kraft  ausiiben. 

A.n  diese  besonders  einfache  Interpretation  der  Balmerschen 
Formel  kann  man  versuchen,  eine  Hypothese  liber  den,  in  den 
meisten  Fallen  nicht  unbedeutenden  Unterschied  im  Charakter  der 
beiden  Mebenserien  und  ihre  gegenseitige  Beziehung  zu  kniipfen. 
Bei  Wasserstoff  hat  bekanntlich  Pickering  die  zweite  Nebenserie 
in  den  Spektren  gewisser  Sterne  entdeckt,  und  ihre  Gleichung 
lautet 


so  dass  man  die  Balmersche  Serie  als  den  geraden,  die  Picke- 
ringsche  als  den  ungeraden  Ordnungszahlen  einer  einzigen  Serie 
entsprechend  betrachten  kann.  Man  wird  es  nun  als  plausibelbe- 
trachten  diirfen,  dass  in  unserem  Modell,  wo  negative  und  positive 
Ladungen.  abwechseln;  die  geraden  und  die  ungeraden  Ordnungs- 
zahlen in  der  Tat  einen  verschiedenen  physikalischen  Charakter  der 
Linien  bedingen  konnen,  und  dass  die  Abtrennungzweier  Rorper, 
die  dann  ein  neutrales  System  bilden,  andere  Energieformen  er- 
fordert  als  die  eines  einzigen  Korpers.  Besitzt  das  Atom  eine  nega- 
tive Ladung,  und  hat  z.  B.  unser  System  bei  der  Ordnungszahl  n 
ebenfalls  eine  resultierende  negative  Ladung,  so  wird  bei  den 
Ordnungszahlen  n  -f-  i,  n—i,  die  Gesamtladung  des  Atoms  klei- 
ner  sein  oder  sogar  ihr  Vorzeichen  andern.  Bei  hoheren  Atom- 


(l)  Es  hatLe  dann  an  Stelle  von  e/m  eine  andere  Grosse  zu  treten,  in  der  m  ein 
elektromagnetisches  Tragheitsmoment,  e  eine  almlich  gebaute  Grosse  bedeutet. 
Dies  atidert  nichts  Wcsentliches  in  den  Darlegungen. 


gewichten  konnen,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  iibrigen  im  Atom 
anwesenden  Ladimgen  die  Verteilung  der  Elektrizitat  auf  unserer 
Reihe  von  Rotationskorpern  modifizieren.  Veranderung  des  Vor- 
zeichens  derGesamtladung  derselben  wird  dahervon  Einfluss  sein, 
so  dass  fiir  gerade  und  ungerade  n,  d.  h.  fur  erste  und  zvveite  Neben- 
serie,  die  Abweichung  von  der  Wassers  toff  form  el  verschieden  sein 
konnen.  Bei  dea  Alkali  en.  ist,  ganz  im  Sinne  dieser  Darlegung, 
das  Vorzeichen  dieser  Abweichung  bei  den  beiden  Nebenserien 
ein  entgegengesetztes. 

Ich  habe  nicht  geglaubt,  diese  B e track IUD gen  unterdriicken  zu 
miissen,  so  sehr  sie  auch  unsicher  sind.  In  einem  Gebiet,  in  wel- 
ctiem  alle  Ansatze  fehlen,  konnen  auch  solche  Analogien  von  Wert 
sein. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  aus  bekannlen  Satzen  leiclit  ab- 
leitet,  dass,  wenn  die  Ladung  einer  Kugel  aus  homogenen,  kon- 
zentrischen  SchJchten  besteht,  und  sie  unter  dem  Einfluss  irgend 
eines  stationaren,  inhomogenen  Magnetfeldes  Translationsschwin- 
gungen  ausfiihrt  (bei  welchen  die  Geschwindigkeitin  alien  Punkten 
der  Kugel  dieselbe  ist),  die  Bewegung  so  vor  sick  gekt,  als  ob 
die  gesamte  Ladung  der  Kugel  in  ilirem  Mittelpunkt  konzen- 
triert  ware. 

Prinzipiell  wenigstens  diirfte  also  vom  Standpunkt  der  Elektro- 
nentheorie  gegen  die  gemachten  Annahmen  nicht  viel  einzuwenden 
sein.  Allerdings  ist  die  geforderte  Verteilung  der  Elektrizitat  keine 
einfache.  Ob  sich  aber  bei  den  Molekularwirkungen  die  einfachen 
Gesetze  auf  die  elektrische  Dichte  beziehen,  oder  auf  die  wirkenden 
Krafte,  ist  uns  a  priori  ganzlich  unbekannt.  LeLztere  erscheinen 
hier,  der  Riemannschen  Auffassung  der  Funktionentheorie  ent- 
sprechend,  in  einfachster  Weise  durch  ihre' Singulari tiiten  (die 
Pole  der  Magnete)  definiert :  auf  die  Form  der  Funktion  in  deren 
Nahe,  und  auf  die  raumliche  Anordnung  derselben  beziehen  sich 
die  einfachen  Gesetze,  die  iibrigen s,  soweit  ihre  Abhangigkeit  von 
Raum  und  Zeit  in  Betracht  kommt,  ja  vollstandig  mil  bekannten 
Gesetzen  iibereinstimmen.  Und,  da  eine  vollstandige  Theorie  der 
Linienspektra  ohne  ganz  spezielle  Aonahmen  xiber  den  Ban  der 
Atome  nicht  moglich  scheint,  diirfte  es  wohl  vom  erkenutnistheo- 
retischen  Standpunkt  ein  Vorzugeher  als  ein  Nachteil  dieser  Hypo- 
these  sein,  dass  sie  liber  die  Gestalt  der  Elemente,  aus  denen  die 
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Atome  aufgebaut  gedacht  werden,  keine  Annahme  za  machen 
braucht,  sondern  nur  mil  als  starr  gedachten  Strecken  oder  Ent- 
fernungen  operierl.  1m  iibrigen  vvird  man  Lei  einer  Frage  dieser 
Art,  bei  welcher  ein  zwingender  Schluss  von  der  Wirkung  auf  die 
Ursache  kaum  moglich  scheint,  und  einerseits  die  beobachteten 
Tatsachen  prinzipiell  so  sehr  von  alien  bekannten  Erscheinungen 
abweichen,  und  so  kompliziert  sind,  anderseits  iiber  die  voraus- 
zusetzenden  Grundlagen  so  grosse  Unsicherheit  herrscht,  wohl 
kaum  erwarten  diirfen,  dass  ein  in  jeder  Beziehung  befriedigen- 
der  Anschluss  an  unsere  gewohnten  Vorstellungskreise  moglich 
sei;  ja,  es  diirfte  schwer  fallen,  iiber  das,  was  in  diesem  Faile  als 
<c  befriedigende  Erklarung  »  zu  betrachten  sei,  sich  zu  einigen. 

Uber  den  allgemeinen  Cbarakter  einer  etwa  noch  zu  findenden 
exaklen  Serienforrnel  ist  noch  folgende  Bemerkung  zu  machen. 
Die  Berechnung  vieler  Spektren  lasst  kleine  Unstetigkeiten  im 
Verlauf  der  Serienkurve  erkennen,  die  die  Beobachtungsfehler 
iiberschreiten  und  zeigen,  dass  die  aUgemeine  exakte  Serienformel 
nicht  einfach  sein  kann.  Besonders  auffallend  und  schon  von 
Kayserund  Runge  hervorgehoben  sind  die  Tl-Linien  A=a665,6^ 
und  2267,  1 3,  die  ein  Paar  der  zweilen  Nebenserie  bilden  und  die- 
selbe  Differenz  der  Schvvingungszahlen  ergeben  wie  die  andern 
Paare,  und  iiberdies  von  Exner  und  Haschek  ebenfalls  gemessen 

o 

sind,  so  dass  derFehler  nur  einige  Hundertstel  Angstrom  betragen 
kann.  Die  Formel  (4)  gibtfiir  die  Linien  dieser  Serie  die  Fehler(» ) 

{in  A.-E.) 

0,00;     — 0,12;     -K),i4;    — 'jU;    — 0.02;    — o:o3; 

0,00;     -hOjOB;     — 0,21;     — °»°7j     — 0,0 1;     —0,07;     — 0/28. 

Die  Linie  2665  fallt  ganz  aus  der  Serie  heraus,  was  besonders  auf- 
fallend ist,  we  mi  man  die  Grosse 


bildet.  Die  Grosse  dieses  Fehlers  ist  auch  bei  Anwendung  anderer 
Formeln    ungefahr   dieselbe.    So   berechnen    Kayser  und  Runge 


(')  Vgi.  Inaug.-Diss.  des  Verf.,  OEuvres,  I,  p.  70;  Inaug.  Diss.  Auszug,  Ann. 
d.  Phys.  t.  XII,  igoS.  p.  3o5. 


die  Konstanten  ihrer  Formel  aus  dea  weiterea  Linien  (oline  Be- 
riicksichtigung  der  vier  ersten)  und  finden  die  Fehler : 

—  1,69;     H-O,OI;     -f-o,oi;     -4-0,01;     -t-o,o8;     — -o,'.u; 
— o,o3;     -4-0,07;     -ho,  22;     — 0,01. 

Endlich,  wenn  man  die  Konstanten  von 

X  =  a  H-  b\m<L  •+•  c\mk 

(statt  i /A  —  . .  .)  aus  den  nachsten  Linien  berechnet,   ergibt  sich 
0,00;    0,00;    — i, 60;    0,00;     

Bei  2660  hat  also  die  Serieukurve  einen  Knick. 

Auf  Bandenspektren  sind  diese  Theorien  niclit  anwendbar.  Ich 
mochte  mich  in  dieser  Hinsioht  auf  die  Bemcrkting  beschranken, 
dass  man  sie  vielleicht  geschlossenen  Ringea  oder  Polygonen,  aus 
den  betrachteten  Elementarmagneten  bestehend,  zuschreiben 
kb'nnte,  in  der  Anoahme,  dass  solcbe  Gebilde  eine  wichlige  Rolle 
im  Bau  des  Atoms  spielen,  und  dass  sie  durch  die  lichterregenden 
elektrischen  oder  chemischen  Vorgange  erst  gesprengt  werden 
miissen,  bevor  ein  Serienspektrum  zustande  kommen  kann. 

Der  hier  vorgetragenen  Vorstellungsweise  kann  man  den  Vor- 
wurf  machen,  dass  sie  die  willkiirliche,  in  den  Scrienformeln  auf- 
tretende  ganzeZahl  n  durch  eine  Art  magnetischer  Polymerisation 
einfiihrt^  wahrend  die  mechanischen  oder  elektrischen  Eigen- 
schwingungen  eines  stetig  ausgebreiteten  K(>rpers  durch  ihre  Kno- 
tenlinien  und-flachen  diese  Zahl  in  einfacherer  Weise  einzufiihren 
gestatten.  Dieser  grosseren  Einfachheit  steht  jedoch  die  Sclivvierig- 
keit  gegeniiber,  dass  im  allgemeinen,  wenn  die  WeJlenlange  gross 
ist  gegen  die  Dimensionen  des  Erregers,,  eine  merkliche  Ausstrah- 
lung  der  Oberschwingungen  nicht zustande  kornrnt  eberi  wegen  der 
Knotenflachen  ('),  so  dass  aucli  hier  neue  Hypothesen  no  tig  werden . 
In  diesem  Zusammenhang  sei  noch  auf  ein  wichtiges  Experiment 
von  Wood  (-)  hingewiesen.  Wird  Natriumdainpf  mit  \veissem 


(l)  Vgl.  Dissertation,  Anhang;  GEuvres,  I,  p.  76. 

(-}  R.-W.  WOOD,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906,  p.  878. 


Liclit  bestrahlt,  so  erscheint  ein  ziemlich  linienreiches  Banden- 
spektrum  als  Fluoreszenzlicht.  Benutzt  maa  dagegen  monochro- 
matisches  Licht,  dessea  X  einer  der  Linien  dieses  Batidenspektriuns 
selir  nalie  entspricht,  so  wird  durch  Resonanz  nicht  nur  diese 
Linie,  sondern  auch  eine  Reihe  anderer,  mit  ihr  durch  einfache 
numerische  Gesetze  verkniipfter,  erregt;  dieselben  gehoren  offen- 
bar  dem  gleichen  schwingenden  System  aa.  Maa  kann  hierin  eine 
Wirkung  der  ungeordneten  Molekularbewegung  erblicken,  die, 
wenn  auch  unfahig,  die  notige  kinetische  Energie  hervorzubringen, 
doch  eine  gleichmassige  Verteilung  derselben  liber  die  verschie- 
denen  Freiheitsgrade  (liier  Schwingungszustande)  hervorzu- 
bringea  bestrebt  ist.  Bringt  man  etwa  den  Grundton  einer  Saite 
durch  Resonanz  hervor,  und  beriihrt  dann  dieselbe  (ohne  An- 
schlag)  in  der  Mitte,  so  werden  Obertone  entstehen.  Als  nun 
Hr.  Wood  den  Na-Dampf  mit  gelbem  Na-Licht  bestrahlte,  erhielt 
er  ein  intensives,  aus  den  D-Linien  bestehendes  Fluoreszenzlicht ; 
doch  erschien  keine  Spur  cles  nachsten  Paares  der  Hauptserie,  zu 
welcher  die  D-Linien  gehoren,  trotzdem  dasselbe  sonst  eine  grosse 
Intensitat  besitzt.  Man  ware,  im  Sinne  der  ebenangeslellten  Uber- 
legung,  geneigt,  daraus  zu  schliessen,  dass  die  beiden  Paare  nicht 
von  demselben  schwingenden  System  ausgesandt  werden,  so  dass 
ein  Ausgleich  der  Energie  nicht  stattfmden  kann.  Bei  Annahme 
der  Elementannagnete  ist  dem  tatsachlichso.  Wenn  auch  die  Uber- 
legung  unsiclier,  und  ein  einzelnes  Experiment  ungeniigend  sein 
diirfte,  so  sclieint  mir  der  Hinweis  doch  nil tzlich,  dass  hier  mo- 
glicherweise  eia  Ansatz  zur  experimentellen  Priifung  der  Frage 
vorliegt. 

Der  Zeemaneffekt. 

Eine  wichtige  Anforderung  an  jede  Theorie  der  Linienspektren 
ist  die  Erklarung  der  mehr  oder  vveniger  komplizierten  Zerlegungen 
der  Linien  im  magnelischen  Feld.  Ein  einigermassen  befriedigen- 
des  Bild  dieser  Erscheinung  und  ihrer  Gesetze  auf  Grund  der 
Lorentzschen  Annahme  der  komplexen  Elektronen  zu  gewinnen 
ist  bisher  nicht  gelungen.  Ich  werde  nun  zeigen,  dass  die  bisher 
entwickelten  Anschauungen  in  der  Tat  zu  einer  grossen  Mannig- 
H.  8 


faltigkeit  melir  oder  weniger  komplizierter  Zeiiegungen  fiihrenr 
deren  allgemeiner  Charakter  durchaus  der  Beobachtungenlspricht. 
Dock  auch  hier  muss  ich  mich  damit  begniigen,  einen  Zusammen— 
hang  rait  wohlbekannten  Tatsachen  undProblemen  nachzuweisen* 
Es  1st  in  diesem  Gebiet  des  Unbekannten  zu  viel,  als  dass  von  der 
Theorie  zunachst  mehr  als  eine  solche  Reduktion  des  Problems- 
verlangt  werden  diirfte. 

Dass  die  Ersetzung  quasielastischer  Krafte  durch  molekular- 
magnetische  eine  wesentliche  Anderung-  im  Zeemaneffekt  be- 
dingt,  ist  ohne  weiteres  klar  :  gelange  es,  das  Molekularfeld  H^ 
dauernd  parallel  dem  ausseren  Feld  H  zu  stellen,  so  wiirde  einfacb 
statt 

*Ho  .. 

v  ~  -  resultieren  :          v  = 


Die  Spektrallinie,  in  Richtnng  der  Kraftlinieii  gesehen,  erschiene 
zirkularpolarisiert  und  um  die  Grosse  eH/mc  aus  ihrer  friiheren 
Lage  verschoben,  und  zwar  nach  links  oder  rechts,  je  nachdem 
Hund  H0  gleich-  oder  entgegengesetzt  gerichtet  siiid.  Sind  beide 
Falle  in  der  Lichlquelle  gleich  liaufig-,  so  ergibt  sich  ein  Doublett; 
der  Polarisationszustand,  in  beliebiger  Richtung  beobachtel,  ist 
derselbe  wie  bei  Lorenlz  aber  die  Longitudinalkomponenle  fehltr. 
und  die  Zerlegung  ist,  fur  einen  und  denselben  Wert  von  e/?nr 
doppelt  so  gross  wie  bei  Lorentz  (*  ). 

Infolge  der  molekularen  A.gitation  wird  jedocli  im  allgemeinen 
der  Trager  der  Serienspektren  im  Magnetfeld  Bewegungen  aus- 
fuhren,  welche  die  Ersclieinung  wesentlich  andern;  Hr.  Voigt  (2) 
hat  gezeigt,  dass,  fails  nicht  Krafte  herangezogen  werden,  die  einer 
Reibung  aquivalent  sind,  keinerlei  Tendenz  zur  Orientierung  ro- 
tierender  Ladungen  im  Magnetfeld  besteht.  Wir  setzen  dabei  vor- 
aus,  dass  diese  Rotationsbewegungen  analog  den  in  der  Meohanik 
starrer  Korper  behandelten  Fallen  der  freien  Bewegung  um  einen 
festen  Punkt  oder  um  den  Schwerpunkt,  der  Kreiselbewegung, 
des  Pendels  usw.  durch  gewisse  Periodizitatseigenschaften  ausge- 
zeichnet  seien. 


(:)  Vielleicht  gehoren  hlerher  die  Beobachtungen.  von  Wood  bei.  Quecksilber- 
dampf  und  Na-Dampf  (Physik.  Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  126). 
(2)  W.  VOIGT,  Ann.  d.  Phys.,  t.  IX,  1902,  p.  n5. 
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Nach  unseren  Voraussetzungen  fiihrt  die  Ladung  e  imter  dem 
Einfluss  von  H0  Oszillationen  von  selir  kleiner  Amplitude  aus,  und 
1st  an  ein  Flachenelement  1  H0,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt,  an  eine  Ebene  1  H0  gebunden  ( ' ).  Die  *-Achse  eines  festen 
Systems  (O,  x,  y,  z]  sei  parallel  H;  von  der  -f- s-Achse  aus  be- 
trachtet  mcige  die  +  y-Acbse  durch  eine  Drebung  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  .mit  der  -1-  #-Achse  zur  Drehung  gebracht  werden 
konneix.  Seien  3"  der  Wiiikel  von  H0  und  H  ;  A  —  71/2  der  Winkel 
der  Ebenen  O  zx  and  OH0  s,  also  die  Polarkoordinaten  der  ver- 
anderlichen  Richtung  H0;  so  sind  deren  Richtungskosinus 


Bei  gegebener  Lage  and  Bewegung  von  H0  sind  2?,-  A  gegebene 
Funklionen  der  Zeit.    Man  seize 

x  =  u  cosd;  —  9  cosS1  pimj>,         JK  =  u  sind;  H-  p  cos 5*  cos^, 
s  =  t>  sinEr, 

so  kann  man  u,  c  als  Lagrangesche  Koordinaten  des  Teilchens  e 
auf  der  Ebene  JL  H0  betrachten.    Die  kinedsche  Energie  von  e  ist 

T—  m.  \fdu\-  t    ((h'\-         dty      ,c- I"    ^^          ^W1 

~~  *\\lu)  ^  \~dij  ~*~2dico*"JiuHt~~v~3t\ 


DieBerechnung  der  virtuellen  Arbeit  der  magnetisclxen  Krafte  wird 
vereinfacbt  durch  den  UmsLand,  dass  in  einem  ruhenden  Koordi- 
natensvstem  dieselbe  identisch  verschwinden  muss,  wenn  Bu:  ov 
durch  du/dj,  dv  f  dt  ersetzt  werden.  Man  fin  del 


8A=^( 

—  fS(H0cos2r-hII)(w8p-i-vow)4-v^Hsin«2roPH-t?^Hsm2re 


(l)  Diese  Bedingung  kann  durch  anderc  ersetzt  werden;  wesenllich  ist  nur, 
dass  die  Ladung  e  ihre  relative  Lagc  zu  den  Elementarmagneten  nicht  merklicli 
anderc.  *  .  . 


Daraus  folgen  die  Lagrangesehen  Gleichungen 


a?i}<  do 
"dt  Tt 


•H) 


(«)        / 


a?2 1;  Jd;   da        r  r,  f 

^^  _+_  2  — _i ^  cos  3"  -h  z^  cos  Sr  -  -— 

^«2  d/^    ^  dt'2 


~- 
dt  J 


(HO+HCOSEO^-^ 


cosSr  +  H) 


Sind  H, 
L^nie  : 


gleich  Null,  so  ergibtsich  die  ungestorte 


/nc    dt 


dt 


Im  Zeemaneffekt  ist  die  relative  Perturbation  derSchwingungszahl 
sehr  klein;  bei  Feldern  von  10000  bis  4°ooo  Gauss  ist  H/H0  von 
der  Grossenordnung  io~7'.  Wir  vernachlassigen  Grossen  von  der 
Ordnung  (H/H0)2  sovvohl  in  den  Amplituden  wie  in  den  Schwin- 
gungszahlen.  Wir  setzen  ferner  voraus,  class  die  gegebenen  Funk- 
tionen  der  Zeit  sin^,  cosA,  sinS,  cosS  sich  durch  rasche  kon- 
vergente  Entwickelungen  der  Form 


[At-  cosco^  -+-  Bt-  sin  co/  1] 


darsfcellen  lassen  (die  im  Spezialfall  einer  periodischen  Bewegung 
in  Fourier-Reihen  iibergehen).  Die  co/  seien  proportional  H{ 
und  (fiir  die  in  Betracht  kommenden  ersten  Glieder)  mogen  sich 
zur  ungestorten  Schwingungszahl  v0  verbal  ten  ungefahr  vvie  H  zu 
H0.  Wahrerid  jede  Differentiation  von  u  nnd  v  einen  Faktor  von 


derGrossenordnung  v0  einfiihrt,  wie  aus  der  angenaherten  Losung 
(i3)  hervorgeht,  fiihrt  die  Differentiation  von  cos  A,  .  .  .  nur  solche 
von  der  Ordnung  coz-  ein,  so  dass  z.  B.  u(d'2 ^jdt-)  sin  fy  zweiter 
Ordnimg  gegen  (d-  u/dt-)cos  fy  ist.  Beschranken  wir  uns  auf  die 
erste  Ordnung,  so  reduzieren  sich  also  die  Gleichungen  (12)  auf 


04) 


a-  u 

~d&~ 


d^j  dv 
'dt  Tit' 


du 


.  __        TT 
--  (H0-h  H 
mc 


• ~- 

me    dt 


—  (H0H- 
mc 


dv 

-r- 
dt 


.  du 


Sind  zunachst  d<l / dt,  3  konstant  (regulare  Prazession),  so  ergibt 
sich  die  Losung 

u  =  A!  cosvt  (£  —  t[)  -h  A2  cosv2(Z  —  tz), 
v  =  A!  sin  vj(jf  —  ^, )  -+*  A2  sin  v2(if  —  J2  ), 

\vo  A4,  Ao,  £|,  ^o  willkiiiiich,   und  v,,  v2  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung  sind : 

r         /  />  H         //ib  \        .  i       <^6       ~ 

-7-  cosSr  =  o, 


T  C- 

'•=  rfF008^- 


Der  Wurzel  v2  entsprechen  also  Strahlen,  deren  Wellenlange 
io/(  mal  grosser  isl  aJs  die  in  Betracht  kommenden.  Wi  haben 
also  nur  die  erste  Wurzel  zu  berucksichtigen. 

Sei  nun  allgemein,  bei  veranderlichen  S,  d^jdt: 


also,  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung, 
fell       6 


so  ist 


A  cosQ 


'fH-^cosa"]*, 

.mc    ^;      j 

AsinQ 


e  H 


me        dt  / 


Denn  durch  Einsetzen  in  die  Diflerentialgleichungen  (14)  oder 
(12)  erkennt  man,  dass  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordnung-  sich 
aufheben,  so  dass  die  Gleiclnmgen  innerlialb  des  vorgeschriebenen 
Annaherungsgrades  eriullt  sind. 

Diese  Werte  von  u:  9  sind  in  (i  i)  einzutragen,  und  die  sich  er- 
gebenden  Ausdriicke  fur  x,  y,  z  in  Summen  rein  periodischer 
Funktionen  aufzulosen.  Dabei  kann  man  A  =  v0  setzen,  und  den 
Faktor 


/  ell        d& 

j  .  i     /  _  _  _  >_ 

\  me        dt 

weglassen,  da  ervon  der  Einheitnur  tun  Grossen  von  der  Ordnung 
io~-''  abweicht.  Denn  durch  Hinzufiigen  dieses  Faklors  \\erden 
die  Amplituden  der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelungen  von 
sin  Q,  cos  Q  nicht  in  merklicher  Weise  beeinflusst;  anderseits 
erhalten  etvvaige  durcli  den  Faktor  neu  hinzukommende  trigono- 
metrische  Glieder  die  Amplitude  io~-''7  mithin  sind  die  ent- 
sprechenden  Intensitaten  io~8  inal  kleiner  als  die  der  schon  vor- 
handenen  Glieder. 

Wir  betrachten  zunachst  den  Fall7  dass  H0  senkrecht  zu  H  steht 
und  sich  mil  der  gleiclifornrigen  Winkelgeschwindigkeit  («>  um 
diese  Achse  dreht.  Es  ist  dann 


s6  =       -  cos[(v0-H 


H  ---  cos[(v0  —  co)^  ~h  c'], 
y  =  cosv0(#  —  ^o)  sin^  —       -  sin  [(v0H-  w)^  H-  c] 


wobei  c,  cf  Phasenkonslanten  sind,    auf  die  es   nicht  vveiter  an- 
kommt. 

Die  Linie  v0  spaLtet  sich  also  auf  in  em  Triplett,  dessen  Ge- 
samtbreite  in  der  Skala  der  gchwingungszahlen  2  co  ist:  und 
dessen  Intensitaten  und  P olarisationen  im  ilbrigen  genau 
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denen  entsprechen,  die  sick  in  der  elementaren  Lorentzschen 
T/ieorie  ergeben. 

Soil  der  Drehungssinn  des  Lichtes  mil  demjenigen  libereinstim- 
men,  welchen  die  Erfahrung  ergibt,  so  1st  es  hier  nickt,  wie  bei 
Lorentz,  no  tig  ,  dass  das  Teilchen  e  negativ  geladen  sei;  viel- 
mehr  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Drehung  der 
Achse  H0  urn  H  in  dern  Sinne  erfolgt^  in  welchem  Jreie  Eiek- 
tronen  ini  betreffenden  FeldlrL  rotieren  warden.  Ist  endlich  die 
Drehgeschwindigkeit  co  gleich  der  der  Elektronen,  so  ergibt  sich 
eia  TripleLt  init  doppelt  so  grossem  Komponentenabstand,  wie 
nach  der  Lorenlzschen  Theorie  zti  ervvarten  ware.  Das  Tripletl 
Zn468o,  Gd4678  der  zvveilen  Nebenserie  und  ihre  Homologen 
zeigen  io  der  Tat  xingefahr  diesen.  Abstand. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiel,  dass  durch  die  Hypotliese  der 
Molekularmagnete  die  Interpretation  des  ZeemanefFektes  wesent- 
licli  verandert  wird. 

Ich  gehe  zur  allgemeinen  Annahme  (iber,  es  sei  die  Bewegung 
von  H0  eine  periodische,  so  dass 

cos  co  t  -i-  hi  sin  to  t  -f-  a-2  cos  2  to  £  -+-  b$  siii2to^  -+-.  .  ., 

f  t  -\-  &i  cos  to  t  4-  pi  sin  to  t  -\-  «2  cos  2  co  t 

•4-  p2  sintico  t  4-.  .  . 

=  ^0-f-  (.0'^  -H  ^. 

Es  miissen  co,  co^  in  rationalem  Verhdlinis  stehen,  damitdie 
Bewegung  eine  periodische  sei.  Soil  03  die  Periode  seiii,  so  muss 
•<x/  ein  Vielfaches  yon  co  sein. 

Die  Fourierscben  Reihen  fiir  sin  S,  cos  A,  sin  A  erhalt  man  dann 
durch  Entwickelung  nach  Potenzen  undUmrechnung  von  cos72,  sin71 
auf  cos,  sin  der  Vielfachen  des  Winkels.  Verstehen  wir  unter 
S|,S2,'S3,  S  Suminen  trigonometrischer  Funktionen  (die  letzte 
ohne  konstantes  Glied),  so  ist 


m    ^         ,  -  - 
si  n  3  =  y  i  —  cos2  3"  =  r 


sin('i'  —  '%)  =      sin  to'*  cos  21 -H  cos o/ 1  sin S 

[V2                      V.V  -1 

i j _.  _)_.  .     I 
i.a        i.  a. 3. 4  J 

^™e,,'/r^_-Z_u-      1 


Da  S  zwischen  zwei  Werten  hin  nnd  her  scliwankt,  konvergieren 
die  Reihen. 

Q  ist  dann  von  der  Form 

O—  h      '  "V        (<•    h    —  &   a  }-L-  a  fel~\"  __  COJ 

>t.          I      u          /  .  /'     ft         r  /  \    7},  n 


=  (v0H-£)(^-~^o)H-S, 
WO 

/  -N  /eHo      A 

(ID)  e  =  a0  ( w  ) 

/  \  me  J 

i 

so  dass 

u  •=  cos(v0-i-  e)  (t —  Z0)  cosS  —  sin  (v0-t-  e)  (t  —  ^0)sinS, 
v  =  sin  (v0-h  s)  (£  —  to)  cosS  -4-  cos(v0H-  s)  (t  —  £0)  sinS 

sich  als  Summen  von  Gliedern  der  Form 

COS  i 


v0  -+.  e  dz  m  co  j  j  t  —  Z0  ! ,         (  m  =  o,  i ,  a,  . . . ) 

SHI  .     .  , 

darstellen  lassen.    Gleiches  gilt  von  der  parallel  H  schvvingenden 

Komponente 

z  =  P  sin  5". 

Dieselbe  wird  also  in.  em  Spektrum  mil  den  Schwingungszahlen 

VQ  •+-  s  ±  m  to,         ( ;;i  =  o,  i ,  •>,,  . . . ) 

zerlegt.  Von  diesen  Linien  gelangt  aber  selbst  bei  massig  r«ischer 
Konvergenz  der  Reihen,  wie  unten  an  Beispielen  erortert  werden 
soil,  nur  erne  sehr  beschrankte  Anzahl  zar  Wahrnehmung,  vveil 
die  Intensitaten,  die  ja  den  Quadraten  der  Amplituden.  proportio- 
nal sind,  viel  rascher  abfallen  als  diese. 
Man  hat  ferner 

x  =  cos  co'  t(u  cos  2  —  P  sin  E  cosS")  —  sinu/£(M  sinE  -+-  9  cos  3"  cos  22), 

y  =  sin  u>'t(u  cos  S  —  p  sinS  cos!^)  -+-  cosw'^(zt  sinS  -H  p  cosSr  cosZ), 

S  =  «i  cos  oj  t  -h  PI  sin  to  if  -H  «2  cos  2  w  ^  -i-  po  sin  2  to  ^  -f-. . .. 

Die  Klammern  sind  wieder  in  trigonometrische  Summen  der  oben 


geiiannten  Form  entwickelbar;  jedem  Gliede 


Acosv/;i£-h  B  sinv/,^, 

v  In  =  v0  -+-  £  -r-  m  to         (  7?i  =  o,  dz  i  ,  ±  a,  .  .  .  ) 

der  ersteii  Klammer  und 

A'  cosvm£  -h  B'  sinv/,1  £ 


der  zweiten  entsprechen  £pp££  entgegengesetzt  .sir  kular  polar  i- 
sierte  Wellen  mil  den  Schwingungszahlen 

/A-hB'V       /A'—  B\s 
v/w-h  to  ,         Intensitat          I  -  )   •+•  I  -  ) 

und 


a 

Jeder  parallel  H  schwingenden  Komponente  entsprechen  so 
zwei  1  H  schwingende)  doch  konnen  die  IntensitaLen  selir  ver- 
schieden  sein,  so  dass  einige  Linien  ganz  zu  fehlen  scheinen.  Be- 
sonders  auffallend  ist  diese  Anordnung  in  dem  von  Hrn.  Loh- 
mann  (j)  untersuchten  Spektrum  von  Neon.  Im  Quadruplet^  der 
Linie  Di  sind  dagegen  zwei  Longitudinal-  und  nur  zwei  Trans- 
versalwellen.  Wir  behandeln  den  Fall  unten:  es  sind  die  Intensi- 
taten  von  v  H-  co^  und  v  —  to^  hier  selir  verschieden. 

Allerdings  erscheint  die  Mitte  des  gaiizen  Liiiiensystems  selbst 
aus  der  ursprtingiicheii  Lage  v0  nach  v0+s  verlegt.  Betrachten 
wir  aber  entgegengesetzte  Richtungen  von  H0  im  Atom  (bzw.  um- 
gekehrte  Stellung  der  SQd-  und  Nordpole  des  Molekularmagnetes) 
als  gleichmoglich,  so  bleibt  das  Vorzeichen.  von  cos  2r  willkurlicli, 
und  man  erhalt  das  Spektrum: 

Eleklr.  Kraft  parallel  H  schwingend: 

V0zt  £  ±  771  tO  (j)l{Jl{  =  O,    I,  2,   .  .  .)• 

Elektr.  Kraft  senkrecht  zu  H  schwingend: 

V0±  £  ±  7itO  ±  0)'  (jHiTli  =  O,  I,  2,   .  .  .). 


Unter  sehr  allgemeinen  Annahmen  ergibt  sich  iibrigens  fiir  e  eine 
erheblich  kleinere  Zahl   als  co  und  co;,    so  dass  Linien  mit   den 

(1)  W.  LOHMANN,  Inaug.-Diss*,  Halle  1907. 


Schwingungszahlen  v  -h  s  und  v  —  e  auch   in  Instrumenten 
hohem  Auflosungsvermogen  nicht  mehr  getrennt  erscheinen. 
setzen  dies  im  folgenden  voraus.   Da  nun  co'/co  eine  rationale  Z 
und  insbesoiidere  eine  ganze  Zahl  ist,  falls  to  die  Periode  der 
wegung,  so  folgt: 

Bei  beliebigen  periodischen  JSewegungen  des  Systems  v 
jede  Linie  in  mehrere  zerlegt,  deren  Abstdnde  von  der 
sprung  lichen  Lage  der  Linie  untereiaander  in  ratio  na 
Verlidltnis  stehen.  Dies  ist  das  Gesetz  von  Runge  und  Pasc] 
Allerdings  haben  diese  Forscher  dariiber  hinaus  noch  festgest 
dass  zwischen  deii  ^Werten  von  u>  fur  verschiedene  Serien  und 
schiedene  Elemente  ebenfalls  rationale  Verhaltnisse  stattfim 
Damit  wird  gefordert,  dass  fur  solche  Gruppen  vervvanclter  Se 
die  Grundperiode  der  Bewegung  von  H0  dieselbe  sei,  wahi 
allerdings  die  Koeffizienten  a/,  &/,  a/,  J3/  veranderlicli  sein  kon: 
wodurch  die  Intensitaten,  nicht  aber  die  Schwingungszahlen 
einflusst  werden:  so  konnen  z.  B.  im  einen  Fall  die  Linien 
geraden,  im  andern  die  mit  ungeraden  Ordnungszahlen  , 
fehlen. 

Ist  die  Bewegung  nicht  periodisch,  so  ergibt  sich  das  allgem 
,  Gesetz 

(  Parallel       zu  H  :        v0i:7?ito  (m  =  o,  r,  a,  ...), 

(  Serikrecht  zu  H  :        v0db  MW  d=  to'         (;i  =  o,  i,  2,  . . .). 

Es  lassen  sich  alle  Schwingungszahlen  linear  und  mit  g<. 
zahligen  Koeffizienten  aus  zwei  Grundzahlen  to  und  o> 
rechnen;  o>;  tritt  nur  in  den  1  schwingenden  Komponenten 
sein  Vorzeichen  bestimmt  den  Drehungssinn. 
Ob  das  Gesetz 

—  =  rationale  Zahl 
to 

ein  durchaus  allgemeines  sei;  muss  vorderhand  dahingestelit 
ben.    In  manchen.  Fallen  scheint  diese  Spezialisierung  eine  e 
gezwungene,  und  Hr.  Runge  (j)  sieht  sich  z.  B.  in  dem  von  ] 
mann  (loc.  ci£.)  untersuchten  Spektrum  von  Neon  genotig.t,  i 
grosse  Zahler  und  Nenner  einzufiihren,  wahrend  bei  Benut: 

(:)  G.  RUNGE,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VIII,  1907,  p.  282. 


von  (16)  die  Zalilen  o,  1,2,  selten  3  und  4  in  alien  mir  bekannten 
Fallen  ausreicheii.  So  gehen  bei  Neon  65o6,7  die  Rungeschen 
Zalilen  bis  auf  17,  ^yahrend  ist: 

parallel:  v0±:i.5G/n  (m=o,  i), 

senkrecht  :         v0  =  i,56;n  rfc  5, 08         (71  =  0,1). 

Bei  6402, 4 o  (Range  bis  10): 

(Jp)     voiiz  0,78  7?i  (771  =  0,  1,2),         (5)     v0±  6,1 1  ±0,78 /i  (71  =  0,  1,2) 

(i5  Komponenten). 

Bei6ai7,5o  (R.  bis  i4): 
{/?)      v0±  3,9o/?i  (/;z  —  o,  i),         (5)     v0±:  7,04  ±  3.go/i    (/i  =  o,  i). 

Bei  6x43,  28  (R.  bis  20): 
(p)      v0di  i,22m  (w.  =  i,  -2),         (.9)     v0±  5,68  ±  1,22/1    (71  =  1,2). 

Bei  Go()G?37  (R.  bis  i5): 
{/?)      v0±:o,8r>m  (m  =o,  i),         (.?)     v0dz  5,5^  ±  0,86/1    (/i  =  o,  i). 

Bei  6o3o,  20  (R.  bis  9): 
{p)      v0±o,34m  (w  =  2),  (5)    v0±  2,76  ±o,34. 

Bei  5944,91  (R.  bis  8): 
(/>)      v0±  o,45m  (m  =  2,  4),        (*)    v0±  5,58  db  o,45/t    (/i  =  i,3). 

Bei  5882,  04  (R.  bis  21): 
{p}      v0±:  0.777/7.  (/n  =  o,  i),         (.?)    v0±  7,14  ±:  0,77/71  (w  =  o,  i). 

Bei  der  Linie  6i43  Iiegenv0±  (5,68  —  2. 1,22)  =  v0±  8,24  wohl 
xu  nahe  bei  derstarken  parallel  schwingenden  Komponente ;  daher 
•sind  sie  nicbt  wahrgenommeu.  Im  iibrigen  beweist  wegen  den 
moglicherweise  sebr  verschiedeneii  IntQnsitaten  das  Fehlen  einer 
berechiieten  Linie  iiichts  gegen  die  Formel,  vvelche  gevvissermassen 
nur  ein  Schema  darstellt,,  in  das  die  Linien  liineinpassen  miissen. 
Dieses  Schema  ist  nicht  eindeutig;  bei  6r43  konnle  man  z.  B. 
seizen : 

(p)  •    v0rho,6om  (m=  2,  4),         (5)    v0 ±6, Sort  0,60 /i    (/i  =  i,3), 


vvobei  nun  die  beobachteten  Linien  und  nur  diese  dargestellt  wer- 
den. 

Bei  den  Satelliteii  der  ersten  Nebenserie  von  Hg  und  ihren 
Homologen  ergeben  sich  ebenfalls  (*)  hohe  Zahlen  bei  Anwendung 
des  Rationalitatsgesetzes: 

3663,5  (R.  bis  8): 

(p)      v0±  0,2.4/71  (m  =  2.  4),        (s)     v0±  1,36  ±  o,'287?i  (m  =  i,  3). 
3663,0  (R.  bis  5): 

(p)      vo=fc  1,10/71  (771  =  o,  i),         (5)     v0zt  1,66  ±  1,10/1    (TI  =  O,I). 

365o  (R.  bis  7): 

(p)         V0±  O,3.1  771     (771  =  0,  (S)       V0±   1,28  ±1  O,34^  (771  =  O). 

3i32;o  (R.  bis  3): 

(j0)         V0db  0,60  771    (771  =  0,1),  (5)       V0dt  1,10  ±O,6o  771   ( 771  =  O,   I'). 

3i25,8(R.  bis  16): 
(/?)      v0 ±0,38 77i  (m  =  i;,  (5)     v0dt  i,ao  =t  o, 38 n    (71  =  0,  r). 

2967,4: 

(/>)         V0lh  0,60  772     (7n=0,l),  (^)       V0±  0,60  ±  0,60/1      (71  =  O). 

Die  iieue  Darstellung  diirfte  also  den  Vorzug  der  Einfachheit 
beansprucben,  und  man  wird,  auch  abgesehen  von  der  hier  vor- 
getragenen  Theorie,  die  Moglichkeit  einer  Erklarung  der  Erschei- 
nung  als  naheliegender  betrachten,  wenn,  wie  es  hier  geschieht, 
das  Problem  in  zwei  andere  zerlegt  wird  :  erstens,  die  Formeln  (16) 
zu  begriinden^  wobeim,  n  klein  bleiben;  zweitens,  die  haufig  auf- 
tretenden  rationalen  Verhaltnisse  zwischen  d  undo),  insbesondere 
die  Formel  u(  =  Vielf aches  von  o>,  aus  speziellen  Annahmen  iiber 
die  Bewegung  abzuleiten.  Die  Frage,  ob  co ;/  to  =  rationale  Zahl 
eine  allgemeine  Regel  darstellt,  d.  h.  ob  die  Bewegung  stets  eine 
perioclische  ist,  fur  welche  alle  Punkte  sich  in  geschlossenen  Bah- 
nen  bevvegen,  ist  ein  Wahrscheinlichkeitsproblem,  fiir  dessen 

(L)  C.  RUNGE,  loc.  cit.  —  C.  RUNGE  und  F.  PASCHEN,  Berliner  Ber.,  1902. 


sicliere  Losung  noch  weitere  genaue  Messungen  abzuwarten  sind. 
Die  von  Hrn.  Runge  (loc.  cit.)  angestellten  Wahrscheinlicbkeits- 
betrachtungen  werdeii  ungiiltig,  wenn  man  von  vomherein  fiir  die 
Linien  das  Gesetz  (16)  annimmt,  statt  eine  willkiirliche  Verteilung 
vorauszusetzen. 

Als  Beispiel  behandeln  wir  zunachst  den  Ansatz 

cosSr  ==acosto£-H&sina>£,         <{;  =  w£  -f-  a  cos  to  t  -f-  (3  sincol, 

also  o/  =  to  uiiter  der  Annalime,  dass  die  Grossen  zweiten  Grades 
in  a  (3)  ab,  vernachlassigt  werden  diirfen.  Da  bier 


so  wird  a b —  (3  a  hochslens  =-^  etwa  sein  diirfen,  damit  feine 
Linien  v  -f-  e,  v  —  s  im  mittleren  Teil  des  Spektrums  nicht  mehr 
zu  trennen  seien. 

Esergibt  sicb  in  dieser  Aimaherung,  wenn  abktirzend  k  =  eH/co/??c 
gesetzt  wird, 

sinSr  =  i,          Q  =-H  (/;  —  i)  ( —  a  sinco£  -H  &  coscoZ)  -H  v0(f  —  ^0), 
cosd/  =  COSGJ£  —  (a  COSW^-H  p  sin  to  j?)  sinco?, 
sint];  =  sin  to£  -f-  (a  coscoif  -+•  (3  sin  DJ  ^)  cos  to  /. 

Es  ergeben  sicli  somit  durcli  Einsetzen  in  (11)  die  folgenden 
Linien : 

Parallel  H  schwingend: 

v0(Intens.  =  i);         v0±w,         Intens.  =  — 


4 


1  H  schwingend  : 


Intens.  =  -; 

4 


v0-H2w,          Intens 


ra(fc  —  3)-p-|a       r6(/r  —  a) 
.  =      -^  -  7-^  -  -     -H     —  -  r^ 


T 
Intens.  = 


V 
J 


Der  Drehungssimi  von  voH-o3,  v0  +  2to  isL  enlgegengesetzt  dem- 
jenigen  von  v0  —  co;  v0  —  20).  Die  Dissymmetric  der  Intensitaten 
wird  aufgehoben,  wenn  man,  wie  oben  auseinandergesetzt,  enL- 
gegengesetzte  Lagen  von  H0,  d.  h.  entgegengesetzte  Vorzeichen 
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von  cos  3,  a:  b  als  gleich  moglich,  uiid  in  der  Lichtquelle  gleich 
haufig  vorkommend,  betrachtet,  so  dass  zu  den  angeschriebenen 
Werten  der  Intensitaten  noch  weitere  ebensolche  Ausdriicke  hinzu- 
komnien,  in  welchen  a,  b  durcli  —  a,  —  b  ersetzt  sind. 

Es  ergibt  sich  also  ein  Quintuple tt  dquidistanter  Linien^  bel 
welchem  die  parallel  und  sen-krecht  schwingenden  KomponenLen 
zum  Teil  aufeinanderf alien.  Sind  a,  b  bedeutend  kleiner  als  a,  [3, 
so  verschwinden  die  seitlichen  Parallelkomponenten. 

Die  Intensitat  der  ausserstenLinien  ist  bedeutend  kleiner  als  die 
der  mittleren. 

Wird  derselbe  Ansatz  gemacht,  aber  ut'  =  3  to  statt  &'  =  co  ge- 
setzt,  so  ergibt  sich  ein  Nonett  dquidistanter  Linien,  wie  es  von 
Runge  und  Paschen  in  der  zweiteii  Nebenserie  beobachtet  ist 
(Hg546i,  3342  und  Homologe),  vvobei  die  ausserslen  Linien  am 
schwachsten  sind: 

(_/?)     v0±  /?ico  (m  =  o,  i),         (s)     v0±  3co  zt /io)  (/i  =  o,  i). 

Bei  der  Rechnung  sind  Glieder  zweiten  Grades  vernachlassigt 
vvorden.  Dieselbeii  wiirden  zunachst  die  Intensitatsverhaltnisse 
der  erhaltenen  Linien  etwas  beeinflusst  haben;  doch  sind  dieselbeu 
so  unsicher  beobachtet,  dass  diese  Korrektion  ganz  bedeutungslos 
ist.  Fernerwerden  iieue  Linien  eingeftilirt,  deren  Intensitaten  von 
der  Ordnung  (a  dz  ^/4)"S  (a  it  (3/4)'*  sind.  Wahlt  man  also  fiir  a, 
6,  a,  [3  Zalilen  von  der  Ordnung  |,  wobei  A*  mit  i  vergleichbar  seir 
so  ist  die  Intensitat  der  aussersten  Linien  etwa  ™j-  bis  ^  der  mitt- 
leren,  oder  noch  weniger,  die  der  bei  exakter  Berechnung  neu 
hinzukommenden  -~^-  bis  -~j  oder  noch  geringer ;  dieselben  wiirden 
sich  also  in  den  meisten  Fallen  der  Beobachtung  entziehen,  da 
selbst  bei  langerer  Exposition  die  viel  grossere  Intensitat  der  Zen- 
trallinien  die  Beobachtung  sehr  erschwert. 

Ein  weiterer  einfacher,  wenn  auch  ziemlich  allgemeiner  Fall  ist 
der,  dass  dkjdt  =  konst.,  und  zwar  (*) 

cfy__eH  __     r 

dt  ~~~  me  ~~ 


(l]  Die  Ebene  (HIJ0)  dreht  sich  also  urn  H  mit  der  konstanten  Winkelgeschwin- 

diffkcit  - — und  in  demselben   Sinne,  wie  freie  Elektronen  im   Felde  H:   dab'eL 

0         me  • 

fiikrt  aber  H0  in  dieser  Ebene  noch  penclelarlige  Schwingungen  aus. 


VII.    —    MAGNETISOHE   ATOMFELDER    UNO   SERIENSPEKTREN.  127 

Dann  reduziert  sich  Q  auf  v0(*  —  t0),  und  es  ergibt  sich,  falls  ab~ 
kiirzend  /0  =  °  gesetzt  wird : 
Parallel  II :         5  =  sin  v0  t  sin  S, 

.  TT  .  (  x  =  cosv0£  costo'tf  —  cos  5  sin  v0  2  sin  GJ% 
(  j/  =  cosv0£  since'/ • -+-  cos^r  sinv0jf  cosco'^. 

Hierin  ist  nun  fiir  2r  eine  beliebige  periodische  Funktion  einzu- 
setzen.    Sei  sehr  annahernd 

sin  3-  =  Asinto(if—  ;0),         |  A|<i, 

so  ergibt  sich  fiir  positives  Vorzeichen  von  cos  2r  =  y/i  —  sin22r: 
Parallel  H : 


Senkrecht  H  : 


v0zhco,         Jntens.  =  —  • 


Jntens.  =    r-        .^ 


,  s        3 

v0  —  co  ,         Intens.  =  (  --  1 


v0dz  2co  ±:co',         Intens.  =  f^r  H-  -  --  h... 

\ib        64 

Fiir  negative  Vorzeichen  von  cos  2r  werden  die  Parallelkomponen- 
ten  nicht  geandert  in  ihrer  Intensitat  and  Lage  ;  die  Intensitaten 
von  v0  -f-  w^  v0  —  o)7  vertauschen  sich  aber.  Da  umgekehrte  Vor- 
zeichen von  cosSr,  d.  h.  von  H0j,  verschiedenen  Molekiilen  ent- 
sprecheii;  uncl  keiiie  Phasenrelatioii  zwischen  solchen  besteht, 
addieren  sich  die  Intensitaten  und  man  erhalt: 
Parallel  : 


A2 

Intens.  = 

2 


Senkrecht: 

v0=h  co',      Intens.  =  (  i  — 


/A2 
Intens.  =  2(—r 


Fiir  A=  |  sind  die  Intensitaten  also 

),     0,87(5)    und    o,ooo3 


Die  letztere  Lime  is  I  nicht  wahrzunehmen,  so  dass  ein  Quad 
plett  resultiert. 

Fiir  A  =  |  ergibt  sicli  : 

Jntens.(/?)     o,38;        (s)    0,80;         (s)     o,oo5. 

Hier  komite  langere  Exposition  ein  Oktett  ergeben. 

Es  miissten  also,  wie  man  sieht,  die  Fourierschen  Reihen 
cos  2?  recht  langsam  konvergieren,  urn  noch  kompliziertere  7 
legungen  zu  ergeben. 

Fiir  A=  i  ergibt  sich  ein  neues  Oktett: 

(p)     vfl=bto,          (s)     v0±to',          (s)     v0dbu/±co. 

Zwischen  03'  und  o>  soli,  nach  Voraussetzung,  ein  rationales^ 
haltnis  bestehen.  Sei  ztmachst  A=-|  ungefahr,  und  co7==o), 
ergibt  sich  ein  Dublett  mit  koinzidierenden  Parallel-  und  Pe: 
Komponenten  [Hg  2686,72  nach  Runge  und  Paschen,  und  \ 
von  Purvis  untersuchte  Linien,  z.  B.  Vanadium  (<)  3885, 
3876,20;  3566,32  usw.;  Ruthenium  (2)  4584,7;  4372,7  usw.] 

Fur  co;=  2  co  ergibt  sich  das  Quadrupled  der  Linie  D{. 

Fiir  o/=:3u>5  A  -vergleichbar  mit  ~,  reduziert  sich  das  Ol< 
auf  das  Sextett  der  Linie  D2. 

Mit  den  beiden  (/?)-Komponenten  koinzidieren  zwei  (^)-Ki 
ponenten,  die  aber  wesentlich  schwacher  sind,  und  vielleicht  < 
halb  nicht  beobachtet.  Im  iibrigen  sind  die  quantitativen  Verb 
nisse  die  von  Runge  und  Paschen  beobachteten.  Bei  D2 
man  co  halb  so  gross  zu  wahlen  wie  bei  D{,  oder  besser  bei  Dj 
zusetzen 

=  A  sin2o>(£  —  ^0)         statt         A  sin  co(£  —  ^0). 


Die  beiden  D-Linien  wiirden  bei  dieser  Auffassung  zu  einer 
derselben   Grundperiode  gehoren.    Der  Wert  c/rnc  —  co'/H, 
sich  fur  das  schwingende  Teilchen  ergibt,  betragt  allerdings  n 
des  Kathodenstrahlwertes  i;88.io7.   Allgemein  fibersteigt  a 
in  keinem  bisher  beobachteten  Fall  den  Kathodenstraldwi 
bei  den  sehr  weiten  Tripletts  Zn  4680  und  ihren  Homologen 

(l}  PURVIS,  Trans.  Cambr.  PhiL  Soc.,  t.  XX,   1906,  p.  210. 
CJ)  PURVIS,  Proc.  Cambr.  PhiL  Soc.,  t.  XII£,  1906,  p.  35i. 
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Hg  us\v.  ist  nach  den  neuesten  absoluten  Messungen  von  P.Weiss 
mid  A.  Cotton  ('),  sowie  nach  A..  Stettenheimer  (2)  co'/H  — 
i;  78.  io7;  der  K.athodenstrahlwert  wird  nichl  ganz  erreicht.  Fiir 
dasselbe  Triplett  ergibt  sich  dagegen  nach  Lorentz'  Theorie 
ejmc  =  3,56.  io7,  imd  es  gilt  der  Satz:  fur  kein  Triplett  ist  /?/  me 
grosser  als  dass  Doppelte  des  Kathodenstrahlwertes.  Von  kompli- 
zierteren  Zerlegungen  muss  ich  dabei  absehen,  da  eine  Theorie 
derselben  nichl  vorliegt,  ausser  in  den  von  Robb  (:t)  behandelten 
Fallen  (Nonett  usw.);  hier  gilt  derselbe  Satz:  fiir  das  Nonett  ist 
e//nc  —  Doppelter  Kathodenstrahlwert. 

Ich  halle  die  Aussage  e/mc^  Ivathodenstrahlwert,  in  vvelcher 
die  Annahine  magnetischer  (and  nicht  elastischer!)  Molekular- 
krafle  eine  wesentliche  Rolle  spielt,  fiir  bedeutend  einfacher  uiid 
plausibler  als  die  Aussage,  es  kcinne  e/mc  sovvohl  kleinere  als 
grossere  Werte  vvie  i  ,  88  .  i  o7  annehmen,  jedoch  iiber  das  Doppelte 
dieses  Betrages  nicht  hinausgehen,  und  glaube  hierin  eine  nicht 
unwesentliche  Sliitze  der  gemachten  Grundhjpothese  erblicken 
zu  diirfeii. 

Es  kanii  aber  auch  to'-=  co/2  gesetzt  vverden  ;  dann  erscheint  ein 
inverses  Quadruplet^  in  vvelchem  die  (,v)-K.omponenten5«'wc/ieA2 
den  (/?)-K.omponeiiteii  liegen. 

Ist  eiidlich  ti)'=  co//i  bedeuteiid  kleiner  als  to,  so  ergibt  sich  das 
inverse  Triplet!,  welches,  vvie  das  inverse  'Quadruplet!,  von  Bec- 
querei  and  Deslandres  (/')  im  Spektrum  von  Fe  zuerst  beobachteL 
vvurde:  die  seillichen  R.oinponenten  sind  (jj),  die  zentralen  (s). 

Dem  Ansatz 

sin  3"  =  a  -h  b  sin  co  (t  —  £'),         |a|<i,         |6|<i 

eiilspricht  die  Zerlegung  in  drei  (/;)~Komponenten  v0;  v0dt  to;  die 
(5)-Kotnponenten,  dereii  Intensitaten  je  nach  den  We  r  ten  von  a 
and  b  sehr  verschiedeii  sein  konnen,  sind 


v0zha)',         v0  it  to  it  to', 
Sind  a,  b  von  der  Grosse  f  etvva,  und  istto/=  to,  so  erhalt  man  ein 

(J)  P.  WEISS  und  A.  COTTON,  Journ.  de  Phys.,  Juni  1907. 

(2)  A.  STI'.TTENT-IKIMER,  Inaug.-Diss.,  Tubingen,  1907. 

(3)  A.  -A.  ROBB,  fnaug.-Oiss.,  GotLingen,  IQO.'I. 

(4)  H.  BECQUEUEI.  eL  I-J.  DESLANDRES,  Comptes  rend  us,  t.  GXKVII,  1898,  p.  18. 

a.  9 
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wie  es  Rmige  and  Paschen  in  der  ersten  Nebenserie 
von  Mg,  Ca,Sr,  Hg(hier7.=  2967,3--;  2534,8g)beobachlethaben, 
in  welch  em  drei  (yo)-K.ompoiieiiteii,  and,  mit  den  zwei  ausseren 
koinzidierend,  zwei  (s)-Komponenten  erscheinen. 

Diese  Beispiele,  die  sich  leicht  vermehren  liessen,  mogen  ge- 
niigen,  uai  zu  zeigeii,  dass  die  Theorie  in  der  Tat  eine  grosse  An- 
zahl  charakterislisclier,  anomaler  Zee  mane  fie  kte  quanlitativ  richtig 
darstellt.  Zu  den  bisherigen  Betrachtungen  komint  aber  noch  em 
neues  Moment  hinzu.  Verandert  man  bei  gleich  bleibender  Be- 
wegung  des  Molekiils  and  somit  gleichem  to  die  Stellung  von  HO 
im  Molekiil,  so  bleibt  das  Schema  der  Linien.  v  ±  wto  usvv.  un- 
verimdert,  die  Intensitaten  aber  anderii  sich.  Beschreiben  wir  die 
Bewegung  des  Molekiils  mittels  der  drei  Eulerschen  Winkel  (i  )  cp, 
3^  A,  wobei  die  erste  Lage  von  H0  als  s-Achse  des  bewegten  K.O- 
ordinatensjs  terns  gelte,  so  dass  2r,  i  mit  den  bisher  so  bezeichiieten 
WinkeJn  zusammenfallen.  Seien  30,  s()  die  in  bezug  auf  dies  be- 
wegte  System  unveranderliche  Polarkoordinaten  der  neuen  Rich- 
tung  von  H0  (2)j  und  endlich  2r;,  ty  die  Winkel  von  H0;  mit  dem 
festen  System,  die  den  fruheren  S,  i  entsprechen,  und  die  nun- 
mehr  statt  £r,  J;  in  die  Formelii  (i  i)  einzutragen  sind.  Dann  ist 

sinS"0  cos(cp  —  o0)  -+-  c 


sin  vl/  =  — : — srr  f  —  sin^o  cosd>sin(o  —  cpn) 
sin;?  '        x  '        T  ' 

—  sin2r0  cosS"  sind;  cos(cp  —  cp0)  -f-  cos;J0  sin  5"  sin^], 


i  cos 5"  cosy  cos(cp  —  cp0)  -+-  cosiJ0  sinS"  cos^J. 

Mithin  ist  £r7  von  to^  unabhangig,  und  sin  i7,  cos  A;  sind  wie  sin  A, 
cos  ty  liiieare  Funktioneii  von  cos  to^,  sin  o/ £,  worn  it  unsere  Be- 
hauptung  bewiesen  ist. 

Falls  nun  dem  Atom,  wie  einem  Kristall,  unter  Umstanden  ge- 
wisse  Symrnetrien  zukommen,  so  werden  sich  die  ElemenLarmag- 
nete  bei  verschiedenenMolekiilen  an  verschiedenenStellen  ansetzen 


(!)  Vgl.  z.  B.  F.  KLE[N  und  A.  SOMMERFELD,  Theorie  des  Kreisels,  1. 1,  Leipzig, 
1897,  p.  17. 

(2)  So  dass  sin Sr  sin 9,  sinSrcoscp,  cos^r  die  Hichtungskosinusse  von  H'0  in  bezug 
auf  die  bewegten  Achsen  sind. 
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kuimen.  Rotieren  etvva  alle  Molekiile  um  ihre  grosste  Haupt- 
triigheitsachse,  so  dass  d<l/dt,  &  konstant  sind,  so  eiilsprechen 
den  verschiedeiien  Ansatzstelleii  zwar  dasselbe  w';  aber  im  all- 
gemeineii  verschiedene  3,  und  die  magnetische  Zerlegung  einer 
Linie  der  entsprechendeii  Serie  erscheint  als  die  Superposition 
dieser  Eiiizelzerleguiigen. 

Wichlig  ist,  dass,  von  einzelnen  Fallen,  wie  z.  B.  das  Triplet!, 
abgeseheii,  im  allgemeiiien  sich  eine  theoretisch  unendlicbe  Anzahl 
von  Lvomponenten  ergibt,  deren  Intensitaten  aber  mehr  oder  vveni- 
ger  rapid  abnelimeii,  so  dass  eine  verhaltnismassig  einfache  Zer- 
leguixg  sich  ergibt.  Die  Beobaclitung  bestatigt  in  der  Tat  in  vielen 
Fallen,  dass  bei  komplexeii  Zerlegungen  einzelne  Komponenten, 
besonders  die  aussersten,  sell \vach.  sind  ('),  so  dass  man  den  Eindruck 
erhalt,  dass  die  Linie  sehr  wolil  in  ein  gauzes  Spektrum  zerlegl 
sein  kr>nnte,  von  \\elcbein  nur  die  eine  gewisse  MinimalintensitaL 
besilzenden  Liaien  walirgenommen  \verden.  Dies  ist  wo  hi  ins- 
besondere  auch  der  Fall  bei  der  von  Lohmann  (loc.  cit.}  gefundenen 
Zerlegung  in.  10  Komponenten,  von  denen  je  fiuif  aquidislantsind, 
und  deren  Erklarung  auf  Grand  der  Theorie  der  komplexen  Elek- 
tronen,  wenn  sie  tiberhaupl  moglich,  ein  selir  kompliziertes  Bild 
erfordern  miisste.  In  der  hier  vorgetragenen  Theorie  entspricht 
sie  einer  etvvas  langsaineren  Konvergenz  der  Fourier-Reihen, 
\vobei  aber  docb  die  Ordnungszahlen  m  =.  o,  m  =  i,  m  =  2  allein 
in  Betracbt  kommen,  und  co'=  6  w  ist  (angenahert).  Langere  Ex- 
position konnte  dalier  wohl  in  vielen  Fallen  neue,  scliwacheLinieii 
zum  Vorscheiii  briagen.  Bei  vveniger  scharfen  Linien  wiirde 
—  was  vielfacb  beobachtet  vvird  —  eine  mehr  oder  weniger  diffuse, 
nacli  den  Raiulern  hin  abschattierle  Erscheinung  sich  zeigen,  deren 
Aufl(")suiig  nicht  mehr  gelingt. 

Die  Beurteilung  der  Intensitaten  ist  sehr  uiisicher  und  wird  iioch 
dadurch  erscbvvert,  dass,  \\iellr.  Zeeman  (2)  neuerdings  gezeigt 
hat,  das  ReOexionsvermogen  derGitter  fiir  verschieden  polarisier- 
tes  Licht  selir  verschieden  sein  kann.  Die  Aiiwesenheit  von  Tra- 


(!)  Bei  komplizierten  Trcnnungen  beobachtete  Hr.  Lolimann  (loc.  cit.},  wie  er 
sclbst  angibL,  irnmer  einige  sehr  schwaclie  Linien.  Vgl.  die  plioLogr.  Reproduk- 
tionen  bei  Lohmaiin,  insbesondere  Fig.  3  und  4  (NonctL  und  SextetL),  und  bei 
UUNGE  und  PASCIIEN,  Abh.  d.  Berliner  Akad.,  1902. 

(•)  P.  ZEEMAN,   Versl.  Amsterdam,  Dez.  1907. 


bantenkanneine  bedeutende  Unsicherheit  aucli  der  Wellenzahlen, 
und  selbsl  eine  scheinbare  Disymmetrie  im.  Felde  hervorrufen, 
besonders  wegen  des  Umstandes,  dass  ihre  relative  Jiitensitat  im 
Feld  sich  oft  sehr  verandert  ('),  so  dass  einigo  Linieii  ganz  ver- 
schwinden,  wahrend  dafiir  Linien  erscheinen  (-),  die  vorher  niclit 
vvahrnehnabar  waren. 

Ich  muss  es  daher  dahingestelll  sein  lassen,  ob  die  entvvickelte 
Theorie  in  jeder  Hinsicht  zur  Darstellung  der  Beobacktungen  sich 
eigaet.  Doch  zeigen  die  vorangehenden  Entvvickelungen,  wie  ich 
glaube,  dass  die  Annahme,  es  set  ein  Mo/ekatarfeld  II0  —  von 
starren  Bedingiingen  —  abgesehen  die  einzige  trei.bendc  Kraft , 
welc/ie  auf  die  die  Serierupektren  erzeugende/i  scliwingendcn 
Te ilchen  wirkt,  in  wesentlich  Iwherem  Masse  ats  die  Lorentz- 
sche  Hy [jo these  der  lonen  geeignet  1st  die  Erschei/iungen  des 
Zeemanejfektes  in  Hirer  grossen  Mannigfaltigkeit  and  ihren 
charakterislischen  iMerkmalen  darzustellen,  wobei  von  Wicli- 
tigkeit  ist,  dass  ste  sich  auch  bet  der  Erklanuig  der  Serieti- 
gesetze  bewd/irt  —  ein  Problem,  welches  von  der  Lorentzschea 
Theorie  ganz  unberiihrt  geblieben  ist. 

Damit  ware  zunachsl  dteFrage  nach  der  Ursache  der  aiiormalen 
Zeemanefiekte  auf  die  einfachere  reduziert,  die  angenommeneti 
periodischen  Bewegungen  des  Molektils  im  Feldc  zu  crkliiren. 
Hierbei  spielen  aber  eine  wesentlicke  Rolle  die  ganz  unbelumulen. 
Fakioren :  Struktur  des  Atoms,,  Verteilung  seiner  Ladung,  iiinere 
Bewegungen  (wie  z.  B.  die  die  molekularen  Magnelielder  erzeu- 
gendea  sehr  grossen  Drehgeschwiiidigkeiten  elelurischer  La- 
dungen),  endlich  elektromagnetiscke  Tragkeitsreaktioiien.  Viel- 
leichl  hat  man  also  eher  aus  dem  Zcemanellekt  auf  diese  Faktoren 
zu  schliessen.  Von  der  Liisung  der  Au%abe,  jeder  eiuzelneii  Serie 
ihren  bestimmten  ZeemaneHeki  zuzuerleilen,  muss  die  Theorie  im 
gegenwartig-en  Stand  unserer  Kenntnis  der  Atoine  \vokl  absehen. 
Doch  ist  es  wichtigwenigstens  zu  zeigen,  dass  prinzipielle  Schwie- 
rigkeiten  den  gemachten  Annahmen  iiber  die  Molekularbevvegung 
im  inagnetischen  Feld  nicht  entgegensteheri. 


(x)  Vgl.  insbesondere  W   HARTMANN,  Jnaug.-Diss.,  Halle,  1907. 
(-)  Hierher  gehort  vermuLlich  die  von  Hunge   und   Paschen  (loc.  cit.}   bci   der 
Linie  Hg  2386,72  ervvahiHe  Erscheinung. 
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Es  ist  zunachsl  zu  beachten,  dass  die  Molekularstosse  in  der 
Lichtquelle,  in  Abwesenheit  eines  magnelischen  Feldes,  keine  mil 
deii  hier  in  Betracht  kommenden  vergleichbare  Rotationsgeschwin- 
digkeit  hervorbringen,  worauf  Lord  Rayleigh  hingewiesen  hat; 
es  wiirden  sonst  die  Linien  samtlich  ditlus,  da  innerhalb  gewisser 
Grenzen  alle  Rotationsgeschwindigkeiten  moglich  sein  miissten. 
Hinfallig  wird  der  Schluss  nur,  wenn  man,  wie  dies  in  der  Lo- 
rentzschen  Elementartheorie  des  Zeemaneffektes  angenommen 
wird,  fur  die  auf  ein  scluvingendes  Teilchen  wirkenden  Krafte 
vollstdiiflige  Kaigelsym  metric  annimmt,  and  zvvar  fiir  (die  emit- 
tierten  Linieii;  eine  Annahme,  die  recht  unwahrscheinlich  ist. 
Die  besondere  Scharfe  der  Quecksilberlinien  (zu  denen  jelzt  noch 
Neon-  und  Heliumlinien  zuzufugen  sind)  wird  darauf  zuriickge- 
fiilirt,  class  bei  einatomigen  Gasen  nach  der  kiiietischen  Theorie 
keine  Rotationseuergie  bestehen  soil. 

Ferner  erf  order  t  die  von  Runge  und  Paschen  wenigstens  sehr 
angenahert  konstatierte  Unveranderlichkeit  der  Zerlegung  inner- 
lialb  einer  Serie,  dass  die  Hinzufiigung  neuer  Eleinentarmagnete 
ohne  inerklichen  Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Molekiils  bleibe. 
Man  wird  also  wobl  die  masnetische  Polarisation  des  Molekiils  von 


der  Beirachlung  ausschliessen.kimncn. 


Triigl  das  Molekiil  elektrische  Laclungen —  wobei  seine  Gesamt- 
ladung,  and  daber  sein  Dopplerellekt  in  den  Ranalstrahlen,  null 
sein  kciiineii  —  so  wird  das  Ma  gn  elf  eld  die  Bewegung  beeinflussen. 
\llein,  da  die  magnetische  Kraft  bekanntlich  boi  reibungslos  be- 
\vegten  Laduiigen  keine  Arbeit  leistet,  bieibt  die  Energie  der  Ro- 
tation des  Molekiils  um  seinen  Schwerpunkt  im  grossen  ganzen 
dieselbe  wie  vorlier,  und  es  kann  keine  Zerlegung  der  Linien  er- 
folgen. 

Diesein  Eiiiwaiid  kann  man  durch  folgende  Ueberlegung  be- 
gegnen.  In  alien  fiir  Spektraluntersuc.hungen  dieser  Art  benutzten 
Lichtquelleri  bewegte  sich  eine  grosse  Anzahl  freier  Elektronen, 
welche  im  Magnetfeld  Schraubenlinien  mit  einer  und  derselben 
Drehgeschwindigkeit  c«)  =  eilj /nc  durchlaufen.  Dass  diese  Ver- 
iinderung  ihrer  Bewegung  auf  die  Intensitat  der  Linien  von  Einfluss 
ist,  wurde  oben  bemerkt;  es  liegt  die  Annahme  iiahe  genug,  dass 
sie  den  Molekiileu  nun  wesentlich  grossere  Rotationsgeschwindig- 
keiten beizubriiig-en  ve.nmogen,  als  wenn  sie  sich  in  geradiinigen 


Bahnen  bewegen.  Da  der  «  Stoss  »  eines  Eleklrons  auf  ein  Molekiil 
ein  recht  schwieriger  Begrift  ist,  \\ird  man  vvohl  besser  von  eMi- 
tromagnetischen  Impulsen  bei  grosser  Aiinaherimg,  olme  Be- 
riihrung,  reden;  dann  ist  fur  die  Energieiiberlragting  von  den 
freien  Elektronen  auf  die  Molekiile  die  Ladling1  derselben  uiid  die 
VerteilungdieserLadunginassgebend.  Bei  Baiidenspektren  scheinl 
nach  den  bisherigen  Qntersuchungen  keine  Ladung  vorhanden  zu 
sein;  daraus  erklart  sich,  dass  kein  Zeemaneffekt  der  betrachteten  ' 
Art  bei  ihnen  eintritt. 

Betrachten  wir  zunachst  das  Molekiil  als  eineu  starreii  KLorper, 
mil  vvelchem  die  Elementarmagnele  starr  verbunden  sind.  Die 
Bevvegung  dieses  K*"rpers  im  magnetischen  Felde  gelil  nichl  krtifte- 
frei  vor  sich.  Doch  erscheinen  die  Drehmomente,  die  das  Keld 
auf  ihn  ausiibtC),  mit  einem  Faktor  von  der  Form  El  I /AC  multi- 
piiziert,  wo  A  einTragheitsmoment  in  be/ugauf  den  Sclu\erpunkl 
istj  und  E  eine  ebenso  mit  den  eleklrischeii  Ladungen.  an  Stelle 
trager  Massen  gebildete  Grusse  bedeutet.  .Bei  homogener  fjaduay 
. ergibl  sich  also  die  Grossenordnung  eHjM.c  (e  gleich  Ladung'  des 
.\toms,  M  seine  Masse).  Daabere/Mchochsleiis— —desKallioden- 
strahlwertes  belragt,  so  sind  die  durcli  diese  Orehinomente  hervor- 
gerufenen  Oszillationen  viel  langsamer  als  die  zur  Krkliiniug  des 
Zee  mane  ffektes  herangezogenen  (-).  Betrachten  \vir  also  zuuachst 
die  Bevvegung  als  kraftefrei;  es  ist  bekannt,  dass  die  Inlegration, 
indiesem  Falle  vvie  auch  beini  schweren  Kreisel,  beim  Peudel  usvv ., 
auf  eine  Darstellung  der  Eulerschen  Winkel  durch  ellipliscbe 
Funktionen  fiihrt.  Die  Fourierschen  Entwickelungen  der  Fuiik- 
tionen  snx,  cnx,  dux  sind  von  Jacobi  (;})  gegebeii  und  konver- 
gieren  in  den  meisten  Fallen  so  rasch,  dass  nur  die  beiden  orsten 
Glieder  in  Belracht  kommen.  Die  Beweguiig  hat  also  den  voraus- 
gesetzten  Charakter;  im  allgemeinen  ist  sie  allerdings  nirht  pcrio- 
disch,  sondern  es  sind  to,  to7  beliebig  und  hangen  von  den  Iiile- 
grationskonstanten  ab.  Dies  ist  im  allgemeinen  bei  almlicheu 


(!)  Dieselben  sind,  tinier  der  speziellen  Voraussclxung  homogeuer  Ladung,  von 
W.  Voigt  gegeben  (Ana.  cL  Phys.,  t.  IX,  1900,  p.  n5). 

(2)Z\vingend  1st  der  Schluss  allerdings  nichl,  da  fur  das  Xuslandekommen 
einer  Wirkung  geniigen  wQrde,  dass  ein  Tragheilsmoment  bedeutcnd  kleiner  als 
<lie  andean  sei,  oder  dass  die  Elementarmagnele  im  Atom  bewoglich  scien. 

(3)  G.-C.-J.  JACOBI,  Fundamenta  nova,  §  39,  Formeln  (19),  (in),  (25). 


Problemen  der  Fall,  und  es  vvlirde  hierin  ein  \\ichtiger  Einwand 
liegen,  wenn  man  cliese  Konstanten  wirklich  als  willkiirlicb  be- 
trachten  koniite.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall.  Derm  da  die  Be-4 
weguiig  durch  die  Rotation  der  Elektronen  um  Achse  H  hervor- 
gebrachtvvird,  undaiidereElektronenbevvegungeii  keinemerklicheix 
Drehgeschwmdigkeiten  horvorztibringen.  imstande  sind,  wird  die 
bei  freier  Beweguiig  im  Raum  unveranderliche  Richtung  des 
Flacheiivektors  parallel  H  liegen  miissen,  und  die  ebenfalls  un- 
veranderliche Komponente  der  Instantanrotation  in  Richtung  des 
Flachenveklors gleicb  derElektronenrotationco  —  etl/ mczu  setzen 
sein.  Es  bleibt  dann  nur  noch  die  Grosse  der  Rotationsenergie  des 
Molekuls  willkiirlicb.  Unter  Beriicksichligung  der  schon  ange- 
gebeneii  Bedingungen  diirfte  dieselbe  sehr  wahrscheinlich  einem 
Maximum-  oder  Minimumwert  zustreben  —  schon  aus  Stabilitats- 
grimdeii  —  d.  b.  eine  der  Haupttragheitsachsen  wird  bestrebt  sein, 
sich  in  die  Richtung  von  H  zu  legen,  so  class  schliesslich  eine 
gleichformige  Rotation  um  diese  Achse  bei  der  grossen  Mehrzahl 
der  Molekule  resultiert.  Der  Winkel  von  H0  gegen  diese  Achse, 
und  somit  gegen  H,  bat  dabei  em  en  durch  die  Molekularstruktur 
beslimmten,  uiiveranderliohen  Wert  2?0 ;  besitzt  das  Molekiil  Sym- 
metrien,  so  sind  mebrere  Werte  von  S0  moglich.  Auch  d'ifjdt  hat 
nach  Voraussetzung  den  imveranderlichen  Wert  wr  =  efl  I  me . 
Wir  haben  diesen  Fall  oben  behandelt;  es  entspricht  ihm  insbeson- 
dere,  fur  S1  =  90°,  das  Triple tt  Zn  4680  und  die  Hornologeii  bei 
Hg,  Gd,  LISVV. 

Docli  ist  diese  Bewegung  ein  viel  zu  spezieller  Fall  des  allge- 
meineii  Ansatzes,  um  zur  Beschreibung  der  Erscheinungen  aus- 
zureicheti.  Sic  solUe  uus  nur  als  Beispiel  dienen  zur  Festlegung 
scheinbar  vvillkuiiicber  Integrationskonstanten,  die  in  o>,  co'  ein- 
gehen  konnen. 

Wie  nun  die  von  der  Theorie  geforderten  Bewegungen  des 
Molekiiis  oder,  besser  gesagt,  der  vielleichtim  Molekiil  beweglichen 
Achse  HO  zustande  kommen,  und  warum  sie  bei  verschiedenen 
cbemisch  verwanclten  Molekiilen  dieselbeii  sind,  wie  aus  den  Unter- 
suchuiigen  von  Runge  und  Paschen  iiber  die  Zerlegung  einunder 
entsprechenden  Linien  im  magnetischen  Feld  hervorgeht,  muss 
ich  dahing-estellt  lassen.  Dass  periodische  Bewegungen  ausge- 
zeichnet  seien,  bzvv.  dass  die  ihnen  entsprechenden  Anfangs- 
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bedingungen  besonders  haufig  vorkommen;  wie  wir  angenommen 
liaben,  wird  man  wo  hi  als  plausibel  betrachten  konnen,  da  hierbei 
jeder  Pankt  eine  geschlossene  Bahn  durchlauft,  im  Gegensatz  zu 
allgemeinen  Bewegungen,  wo  to',  to  zueinander  inkommensurabel 
sincl. 

In  dieser  Darstellung  bildet  also  der  Zeemaneflekt  fiir  die  Rota- 
tionsbeweg-ung  des  Molekiils,  wie  das  Ohr  fiir  die  Luftschwingungen, 
gevvissermassen  einen  hctrmonischen  Analysator. 

Tubingen,  Januar  1908. 


VIII. 

IJBER  DIE  SPERTREN  DER  ALKA1IEN. 

BEMERKUNGEN  ZU  DER  ARBEIT  DES  HERRN  C.  RUNGE  J). 


Physiknliscke  Zeitschrift,  9.  Jahrgang,  No.  8,   Seite 


Durcli  die  pholo-phosphorographische  Method e  hat  Herr  A. 
Bergmann  kiirzlich  (-)  neue,  im  Rot  and  Ullrarot  verJaufenden 
Sericn  von  K,  Rb,  Cs  entdeckt.  Herr  Runge  hal  hieran  die  Be- 
merkunggekaiipft.,  es  standendie  neuen  Serieri  zur  ersten  Neben- 
serie  in  derselben  Beziehung  wie  die  Hauplserie  zur  zvveiten 
Nehenserie,  vvoraus  sich  der  Nachweis  einer  zur  ersten  Nel)enserie 
gehorigen  Hauptserit.'  ergiibe.  Die  numerischeu  Bezichungen,  auf 
die  Herr  Ruiige  diesen  Schluss  griindet,  sind  zwar  nur  roh  an- 
genahert,  doch  konnte  der  Fehler  moglicherweise  an  der  bei  der 
geringen  Geiiauigkeit  der  Messungen  sehr  hedeutenden  Unsicher- 
heit  der  Extrapolation  liegen.  A. Is  Krileriinn  fiir  die  Richtigkeit 
seiner  \nnahnie  hebl  Herr  Runge  in  it  Reel)  I  hervor,  dass  die 
Diilerenzen  der  Schwingungszahlen  der  Paare  der  neuen  Serien, 
die  nur  bei  Cs  mid  aurh  da  von  Ilerrn  Bergmann  nur  quanlitativ 
sehr  unsicher  beobachtet  wnrden,  nicht  konstant  sein  sollteii  (wie 
es  Herr  Bergmauu  angibt),  sondern  mil  vvachsender  Ordnungs- 
zahl,  wie  bei  der  Hauptserie,  cnger  zusaminenrlicken  iniissten. 

Nun  sine!  abnr  sclion  friiher  von  Sa tinders  (3)  dieselben  Cs- 
Linien  (nebsL  vveitcren  Ci Modern  der  Serin),  soweit  ihre  Wellen- 
lange  kleiner  als  9000  ist,  photographiscli  mil  dera  Konkavgitter 


beobachlel  und  gemessen  vvorden,  vvobei  eine  wesentlich  hoi 
Genauigkeit  erzielt  wurde.  Sauiiders  bemerkte  auch  il: 
Seriencharakter,  bildete  aber  irrtiimlicherwei.se  aus  ihnen  ; 
Serien,  die  nun  dureh  die  bekannten  Formeln  sichnichtdarste 
iiessen.  Die  Differenzen  der  Schvnngungszahleii  (^diese  fiinfst< 
geschrieben)  sind  :  96;  98, 5;  97,0;  98,4;  97,7  ;  So  (sehr  unsich 
wozn  noch  nach  A.  Bergmann  das  erste  Glied  mil  97,5  koir 
Damit  1st,  in  bester  Ubereinstimmung  mit  A.  Bergmann 
Kotistanz  der  DifFerenzen  der  Schwingungszalilen  erwiesen ; 
neue  Serie  hat  den  Gliarakter  einer  Nebenserie,  worn  it  die 
Herrn  Range  gemachte  Annahme  hinfallig  wird. 

Durch  die  Auffindung  von  Satelliten  der  erslen  Nebenserie 
Saunders  in  der  Lage  nachzuvveisen.  dass  aueh  bei  Cs  das  Ge 
der  konstanteii  Differenzen  streng  giiltig  ist.  Fur  die  schoii 
kannten  Serien  ist  die  Differenz  554  ;  fiir  die  neue  97,6.  Man  > 
dalier  eher  geneigt  sein,  die  neue  Nebenserie  als  eine  Vnal 
zu  den  Nebenserieii  engerer  Tripletts  bzw.  Paare  von  O,  S, 
vielleicht  aucb  zu  den  einfachen  Liiiien  von  He  zu  betrach 
Alleiii  auch  diese  Hypothese  ist  hinfallig.  Berechnet  man  niiin 
bei  Cs  das  Linienpaar  n  =  3,  so  ergibt  sich  A  =  2,  H)U  und  2, 
nach  Bergmann,  wobei  die  letzte  St^He  unsicher  ist.  Nun 
W.  J.  H.  IVIoll  ( ' )  die  infraroteii  Spektren  der  Alkalien  bis 
untersucht ;  bei  Cs  fand  er  die  Linieii  i  ,0028^.  und  1,0127^ 
Bergmann  (die  er  allerdings  nicht  trennen  konnte)  mit  der 
tensitat  90,  ebenso  das  folgende  Paar  bei  0,80  p.  (Intensitat 
Das  Paar  n  =  3  sollte  also  eine  gnissere  Intensitat  besitzen. 
Herr  Moll  findet  in  dieser  Spektralgegend  nur  zvvei  scliws 
Linieii  2, 08  a  (Intensitat  5)  und  -2^1  [j.  (Inteiisitat  5).  Wenn  g 
aus  der  numerischen  Abweichung  keine  sicheren  negativen  Schl 
zu  ziehen  sind,  so  ist  das  Fehlen  (-)  intensiver  Liiiien  von  i,4|j 
4  [A  ein  hinreichender  Beweis  dafiir,  dass  die  Linien  m  =  3  feh 
oder  vvenigstens  sehr  schwach  sind. 

Nun  ist  die  erste  Nebenserie   von  Wasserstoff  die  Balmer: 


(l]  W.  J.  H.  MOLL,  Proc.  Amst.  Acad.  Wetensck.,  26  Jan.  1907  (aus 
Inaug.-Dissert. ) . 

(-}  Die  Linien  3,5ifj.  (InLensiiat  3o )  und  3,oo  (Intensitat  5o)  bilder 
Paar  n  =  3  der  ersten  Nebenserie. 


VIII.    —    UBER    DIE    SPEKTREN    DER   ALKALIEN.  l3g 

Serie 

7  =  109675,0  (  --- 
*'    /    '         2  'i 


in  welcher  der  Wertm~2  singular  wird  (X  =  oo).  Es  hat  sich 
merkwiirdigerweise  bei  He('),  Zn,  Cd,  Hg(2),  Tl(3),  wo  Beohach- 
tungen  vorliegen,  gezeigt,  dass  die  enlsprechende  Liiiie  m=2, 
far  vvelclie  man  eiiie  bedeutende  Intensital  ervvarteii  sollte,  sicher 
fehlt.  Gleiches  gilt  fiir  Na  nach  den  Beobachtungen  von  Moll. 
Hier  solite  X='3,2/fo[ji  sein  ;  fiir  m  =  3  (^  =  0,820)  findet  Moll 
die  Intensitat  ^4o,  wahreiid  bei  3,9.4^  (m=fji)  iiberhaupt  keine 
Linie  liegt  uiid  in  der  Nahe  sich  nur  scluvache  Linien  flnden. 
Existiert  aber  die  Linie  n  =  z  nicht,  so  kanii  auch  die  zugehorige 
Hauptserie,  deren  erstes  Glied  sie  ist,  nicht  wohl  existieren  (''). 

Man  wird  also  vermuten,  dass  es  sich  bei  den  von  Herrn  Berg- 
mann  gefundenen  Serieii  am  erste  Nebenserien  handle,  die,  dem 
Rydbergscheii  Schema  entsprechend,  der  hypothetischen  Was- 
serstoffserie 


analog  vvaren.  Damit  vviirde  das  Fehlen  der  Linien  fiir  m  =  3  sich 
einigermasseii  erklareii,  und  ferner  der  befremdliche  Umstand, 
dass  die  neueii  Serien  mil  wachsendem  A.tomgevvicht  statt,  wie 
gewohnlich,  nach  grosserenX,  nach  kleineren  riicken.  Die  Grenzen 

der  Serien  siiid  in  der  Tat  nach  Bergmann,  wenn  ^-  i'iinfstellig 
geschrieben  wird, 


bei  K  :  i3,18a,     bei  Rl>  :  i^S.ii,     bei  Gs  :  16888  und   1679-2, 
and  nach  den  Rydbergscheii  Anschauimgen  vvaren  die  Serien  in 


(')  C.  RuNCrK  and  F.  PASGHKN,  Astrophys.  Journ.,  Januar  1896. 
(•)  II.  HERMANN,  fnaug.-Diss.,  Tubingen,  1904. 

(3)  Vgl.  Afttgnetische  Atomf elder  und  Serienspektren;  OEuvres,  VII,  p.  98. 

(4)  Zvvar    haben    Runge   und    Paschen    insbesonclere   bei  Cu,    Ag    Linienpaare 
^efunden,  deren  magnetische  Zerlegun»  und  AbsLand  die  fur  diese  neue  HaupLserie 


l4o  QEUVRES    DE    WALTHEH    HITZ. 

der  Form  zu  schreiben  : 


:  109670  [-  -  I  .,.    ,0  —  -  -  -  -  7—1  , 
[(3—  o,2lig;2       (/n  —  0,0145  )*J 

^-fm-  0.0-76)']' 


Kb 


wo  #  =  o,45i6  und  o,4443  1st. 

Man  erkennt,  dass  sowohl  in  den  ersten,  als  in  den  zweiteii 
Klammern  dieZahleno,  i4y8,  0,0081  usw.,  welche  die  Abweichung 
vom  Wasserstoffspektrum  bedingen,  mitwachsendem  A.tomgewicht 
dem  absoluten  Werte  nach  zunehmen,  vvie  es  bei  den  iibrigen 
Serien  der  Alkalien  der  Fall  ist. 

Zwischen  den  Konstanten  der  neuen  Serien  und  denenderfriiher 
bekaiinten  konnte  ich  keine  Beziehungen  finden.  Die  von  Herrn 
Runge  aufgestellten,  angenaherten  Relationen  sind  bedeutungs- 
los,  da  sie,  vvie  oben  gezeigt,  mit  den  genauen  numerischen  Werten 
der  Schvvingungsdifierenzen  nicht  vereinbar  sind. 

Zurich,   Marz    1908. 


IX. 
UBER    EIN  NEDES    GESETZ   DER    SERIENSPEKTREN. 

(VORLAUFIGE  MITTE1LUNG.) 


Physikalische  Zeitschrift,  9.  Jahrgang,  No.    r6,  Seite  5a  1-029. 


1m  folgenden  soil  gezeigt  werden,  dass  man  aus  bekaniilen 
Spektralserien  eines  Elements  neue  Serieii  ableiten  kanii,  durch 
welche  insbesondere  fast  samlliche  neueyrdings  von  Lenard, 
Koiien  und  Hagenbach,  Saunders,  Moll,  Bergmaiin  u.  a.  in  den 
Alk  alien  entdeckten  Serien  und  Linien  genau  dargeslellt  werderi  — 
ohne  Hinzuziehung  irgcnd  einer  neuen  Konstanten.  Audi  auf 
andere  Spektren,  insbesondere  He  und  die  Erdalkalien,  findet  das 
neue  Kombinationsprinzip  Anwendung.  Es  ergebeu  sich  nahere 
Beziehungeii  zuin  Atomgewichl,  als  bisher  bekannt  war,  und  die 
Gesamtlieit  dieser  neuen  Relalioiien.  erleichtert  die  Auffindung 
der  Serien  bei  Elementen,  wo  sie  noch  nicht  bekannt  sind. 

Die  von  mir  (')  aufgestellte  Serienformel  lautet  in  ihrer  zweck- 

massigsteii  Form  : 

N 


N  =  109675,0 

wo  v  die  auf  Vakuum  bezogene  reziproke  Wellenlange  ist,  fuiif- 
stelliggeschrieben;  N  eine  universelle  Konstante,  m  die  Ordnungs- 
zahl  (2)  der  Linie,  A  die  Grenze  der  Serie,  a,  p  Konstanten.  Fiir 
kleine  m  kann  v  negativ  werden;  dies  muss  naturlich  beim  Glied 

(')  W.    RITZ,    Ann.   d.   Pliysik,    L   XII,    1900,    p.   i>64.    Inaug.-Diss.    Auszug; 

nRiLUrAS^   T     n.    r 


J3  (A  —  v)  beriicksichtigt  werden.  Dies  lasst  sich  auch  schreiben 

1^7  V   =  A  ;  p  IVT  /vf-f  |\! 


Die  Ivonstanten  a,  [3  charakterisieren  den  Verlauf  der  Serie  ;  sie 
sind  fur  zvvei  Serien  von  Paaren  mil  konslanten  Differenzen  A 
identisch  (' ),  da  man  beim  Ubergang  von  der  ersten  zur  zweiten  v 
mil  v  -f-  A,  A  mil  A  -j-  A  zu  vertauschen  hat,  so  dass  A  aus  derFor- 
mel  herausfallt.  Wir  setzen  abkiirzend 


(3) 


m  -+-  a  H 


Die  Konstanten  a,  p  mo  gen  fur  die  Paare  der  ersten  Nebenserie 
(diffuse  Serie,  iiach  Ryd bergs  Bezeicbnung)  die  Werte  d,  3 
haben.;  fur  die  der  zweiten  Nebenserie  (schar/e  Serie}  die 
Werte  ^,  o-;  fiir  die  der  Hauptserie  (Prinzipalserie)  die  Werte 
p^  7u, ,  bez.  j9u,  K<>,  (p\^>pz)'  Es  ist  (/oc.  c^.,  S.  291)  ^,==^2  sehr 
angenahert.  Besilztdie  erste  Nebenserie  einen  Satelliten,  welcher 
mil  der  einen  Hauptlinie  konstante  Diflerenzen  aufweist,  so  kommt 
der  zweiten  Hauptlinie  (mit  grosserem  X)  ein  anderes  Wertsystem 
d! ,  3'  zu,  wobei  wieder  angenahert  8  =  S;  ist. 

Das  System  von  Hauptserie,  erster  und  zweiter  Nebenserie  lasst 
sich  nun (loc.  cit.,  8.291)  dnrch  das  Gleichungssystem  (5)  darstellen. 

Hauptserie  : 

('»5'  $i  a)  — (^j/'ii^i)  kleineres  X,     (m  =  a,  3,  4,  •  • .)» 
(r, 5,^(7)  — (^,^2,^2)  grosseres  X. 

•2.   Nebenserie  : 

J  (^'^i^i)  — (^^5  a)       grosseres  X,     (m  ==i,5,  a,5,  3,5,  . . . ,) 
((2,^2,  it2)  —  (m,s,<*)       kJeineres  X. 

i.  Nebenserie  : 

i  ('2,/>i,  TCI)  —  (m,  «f,  o)      Hauptiinie,  grosseres  X, 
(a,/),,  7i2)  —  (m,  d,  8)      Sateliit          (m  =  3,  4,  ">,  . .  •)» 
(2,/?2,  7i.2)  —  (/n,  <^',  6')     Hauptlinie,  kleineres  X. 


(T)   Die  entgegengesetzte  Behauptung  von   H.  Hermann  (Diss.  Tubingen,  1904, 
S.  27)  entbehrt  jeden  Grundes. 


Der  konslante  Abstand  der  Doubletts  1st  (a,/?;.,-^)  —  (2,  /><,!:<). 
Auf  Gruiid   des  vorliegenden  Beobachtungsmalerials  lasst  sich 
nun  zeigen  : 

1.  Ersetzt  man.  in  der  Gleichung  der  Hauptserieii  i,5  durch  die 
grosseren  Zaklen  2,5,   3,5,  .  .  .,  ferner  in  denjenigen  der  Neben- 
serien  2  durch  die  grosseren  Zahlen  3,  45  5,  .  .  .,  so  ergeben  sich 
neue  Linien,   die  in  vielen  Fallen  beobachtet  sind,  so  dass  man 
obige  Gleichuiigen  mit  zwei  unbestimrnten  Ordnungszahlen  m,  n 
schreiben  kann,  wie  schon  Rydberg  vermutete. 

2.  Fur  jedes   Symbol  (m,  a,  (3)  besteht  eine  kleinste  Zahl  m 
(namlich  3  fur  die  erste  Nebenserie,  i,5  fur  die  zweite  bei  der  von 
mir  loc,    cit.   benutzten  Numerierung),   welch  e    der  Gnuidlinie 
entspricht;  gibt  man  m  noch  kleinere  Werte,   so  sollte  man  eine 
noch  kraftigere  Linie  erwarten  ;  in  Wirklichkeit  wird  diese  Linie 
nicht  beobachtel.    Fiir  die  Ordnungszahl  n—  '2  der  erslen  Neben- 
serie habe  ich  schon  a.  a.  0.  nachgevviesen,   dass  sie  in  keinem 
Spektrum  einer  vvirklichen  Linie  enlsprichl,   soweit  die  Beobach- 
tungen  reichen  (  '  ). 

3.  BildeL  man  aus  dies  en  Symbol  en  die  neue  Kombi  nation 


so  erhalt  man  eine  (wenig  intensive)    Linie,    die  bei  He,  K,  Rb 
beobachtet  ist,  bei  Cs  und  den  Erdalkalien  ins  Infrarot  fallt. 

4.  Audi  die  Kombinatioii 

V  =  ('2,  /?,,TTi)  —  (m,jy1?  TCi), 

v  =  (2,/»2,TT2)  —  (m,  pt,  iui) 

ist  nachweisbar. 

5.  Bildet  man  ferner 

(3,  d,  o)  —  (m,  /?!  —  />s»^i~  ^2)         (m  =  4,  5,  6,  ..  .)> 
so  ergeben  sich  die    von.   Berginann   (-)    gefuiidenen    ultraroten 

C1)  W.  RITZ,  QEuvres,  VII,  p.  98;  VIII,  p.  137. 

(2)  A.  BEUGMANN,  Beitrdge  zur  Kenntnis  der  ultraroten  E  missionsspektren 
der  Alk  alien  (Inaug.-Diss.,  Jena,  1907).  Die  Differenz  der  Grenzen  dieser  Serie 
gegen  die  der  ersten  Nebenserie  ist  nach  dieser  Formel  gleich  der  Grundlinie  der 
ersten  Nebenserie,  wie  Herr  Range  (diese  Zeitschr.,  L.  IX,  1908,  p.  i)  gefunden 
hat.  Dass  es  sich  nicht  urn  eine  zur  ersten  Nebenserie  gehorige  Hauptserie 
handelt,  wie  Herr  Range  zuerst  vermutete,  habe  ich  schon  hervorgehoben  (diese 
Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  245). 


Serien  von  K,  Rb,  Cs  und  die  entsprechenden  von  Li,  Na,  He, 
die  unbekannt  waren.  Bei  Rb,  Cs  besitzt  die  erste  Nebenserie 
einen  Satelliten,  und  man  hat  dementsprecheiid  noch  eine  zweite 
Serie 

die  in  der  Nahe  der  ersten  verlauft  und  gegen  diese  konstante 
Differenzen  aufweist,  was  von  Bergmann  und  Saunders  in  der  Tat 
bei  Cs  beobachtet  ist,  wahrend  bei  Rb  die  Linien  nicht  getrennt 
werden  konnten.  Fiir  das  Symbol  (m,  p{  — /?o,  TC,  — Tu2j  ist  in  =  4 
die  Fundamentzahl ;  TC,  —  Tt2  an^enahert  gleich  Null. 

6.  Es  existieren  endlich  die  Rombinationen 

v  =  (2,/>/:  TC/)  —  (m,p\  —  p-2,  TCI  —  TC2) 
und 

7.  v  =  (4,  p\  — -  p-2:  TH  — -TC2)  —  (/??,  p( — />:>,  TC, — TCS).   Bei  alien 
Kornbinationen  kann  man  zvveifellos  die  Ordnungszahlen  beider 
Glieder  erhohen ;    die    entsprechenden    Linion    sind    aber    meist 
zu  schwach,  nm  wahrgenommen  zu  werden. 

Bei  den  Erdalkalien  fehlen  ausgedehnte  Unlersudiungen  fiber 
das  infrarote  Gebiet,  vvie  sie  bei  den  Alkalien  vorliegen,  und  die 
Hauptserien  sind  nicht  beobachtet,  so  dass  eine  Priifnng  des 
Kombinationsprinzips  in  deni  bisher  besprochcnen  Sinn  zunachst 
noch  unterbleiben  muss.  Dass  es  aber  audi  hier  giiltig  bleibt, 
zeig-eii  folgende  LJnistande: 

Bei  TripleUsrrien  mit  zwei  Satelliten  in  der  i.  Nebenserie  liat 
man  noch  die  neuen  Symbole  (m,/?:i,  ic3) ,  (m,  <f ,  o;/),  wobei 
pt  >p-2  >•/>»  ist,  einzufuhren.  Da  TC,  —  iio,  3  —  3'  bei  den  Alkalien 
angenahert  Null  sind,  erhalt  man  jj{  —  />2,  />a— />3,  angeniibert 
aus  den  Grenzen  der  Nebenserien,  \venn  man  diese  in  der  Form 

N 
—  ,    i=  i?  2,  3   schreibt,    und  p{  —  p.,  =  Ki  —  K..,,    usw.    setzt 

IV  J  J-  J. 

(wobei  TU,  =7c.,  =  7C3  =  o  angenoinmen  wird).  Es  ist  />,  — p.>  etvva 
doppelt  so  gross  \\ie  /?2  —  /?3,  und  die  beiden  Scbvviugungs- 
zahldifferenzen,  die  Rydberg  mit  v,,  v2  bezeichnet,  lassen  sicb 
schreiben 

V,  =  (a,  ^jjTCj)  —  (-2,   /?,,  IT,), 

Bekanntlich  schwankt  der  Quotient  von  v{  durch  das  Quadrat  des 


Atomgewichls  ^  iiinerhalb  einer  Gruppe  chemisch  verwandler 
Elemente  nicht  sehr;  dagegen  schwankl  er  von  Gruppe  zu  Gruppe 
betrachtlich,  von  3i,6  bei  Cs  bis  187,0  bei  TJ.  Da  v,  einen  kom- 
plizierten  Ausdruck  hat,  ist  dies  zu  erwarten  ;  wir  fiihren  besser 

die  Grosse  ^2  ~yt?1  an  Stelle  von  —  ein ;  ihre  Sch\\  aiikimg  ist  viei 

H*  p*  b 

gen  tiger : 

Na  K  Rb  Gs  Cu  Ag 

Vi  1C)' 

—    (*) 3*2,3  ^7,8          3  2, 3  3 1, 6  (>i,8          79?° 


,  —  PI  )  ios 

-—^ 0,142 


0,180 

o  ,  1  8G 

0,1  86 

o  ,  a/ 

Sr 

Zn 

Cd 

11  g 

5i,5 

1)1  ,O 

()3,'2 

u5,4 

Mg  Ca 

68 , 8  66 , i 


Al  In  Tl  He 

102,8  172,1  187,0  63,8 


•0    '.A23 


Dabei  diirfte  die  noch  bestehende  Scliwankuiigztiin  Teil  von  cler 
Unvollkommenheit  der  Serienformel,  vor  allein  al>er  von  der  Ver- 
nachlassigung   von   T:,  —  TL.»    hcrriihren,     die    bei     liohen   Atoin- 
gewichlen  sicher  einen  grosseren  Feblrr  be\\irkl.    I3ie  Kenninis  • 
der  Hauptserien  wiirde  erlauben,  dies  zu  entscheideii. 

Ferner  gelang  es,  bei  Ca,  Sr,  Ba  die  Gleichung  der  zweilen 
Nebenserie  fiir  die  starken,  ultraviolelten  ljaare  der  Erdalkalien, 
ftir  vvelche  die  Dillerenz  der  Scliwingungszahlen  v'f  elwa  cloppelt 
so  gross  wie  v,  ist,  aufzustellen,  und  aus  den  (irenzen  dieser 
Serien  die  enlsprecheiide  Dillereiiz  der  konslanleii  pi  zu  bilden; 
die  Differeiiz  untersclieidet  sich  von  derjenigeii  der  Tripletlserien 
iiur  urn  ca.  ID  Proz.  ;  bei  exakler  Berechnung  (es  war  TC,  — n:.>  =  o 
gesetzt,  da  die  Hauptserie  ins  Gebiet  der  Scluimannscheii  Strahlen 
falll  und  iiicht  beobachtet  isl)  vvurdeii  wohl  beide  Grossen  einander 
gleich,  was  dem  Kombinationsprinzip  der  IvonstaiiLen  cntspricht. 

(!)  Die  Zusarnmenstcllung  isL  von  RYDBERG,  flap  ports  da  Congres,  etc.,  t.  II, 
Paris,  1900. 

R,  10 


Endlich  sind  bei  Ca,  Sr  neuerdings  Nebenscrien  engerer  Tri- 
pletLs  gefuiiden  worden,  aus  deren  Grenzen  sich  vvieder  Dif- 
ferenzen  p\ — /?!>,  p(y —  p'3  bilden  lassen.  Innerhalb  derselben 
Genauigkeitsgrenze  zeigte  sich,  dass  sie  mit  deii  aus  den  Haupt- 
linien  der  ersten  Nebenserie  berechneten  Konstanten  d  —  d1 ', 
d1  —  dlf  bzvv.  gleich  sind,  so  dass  hier  eine  neue  Kombination 
vorliegt. 

Diese  Umstande  zeigen,  dass  man  in  manchen  Fallen  mit  Vor- 
teil  an  Stelle  der  Wellenzahlen  die  Konstanten  der  Formeln  in 
Betracht  zieht.  Bei  einer  definitiven,  exakten  Formel  wiirde  dies 
in  noch  erhohtem  Masse  der  Fall  sein. 

In  den  Erdalkalien  sind  Doppellinien  mit  den  Abstanden  v<  ,  Tri- 
pletts  mit  den  Abstanden  v{ ,  v2  ausserhalb  der  Serien  noch  mehr- 
fach  beobachtet.  Solche  Tripletts  sind  nach  dem  Ivombinations- 
prinzip  in  der  Tat  dann  und  nur  dann  zu  erwarten,  wenn  die 
(2,/>/,  7T/)  mit  irgendeiner  Grosse  (m,  a,  (S)  verbunden  werden ;  sie 
miissen  somit  za  Serien  gehcireii,  die  an  denselben  Stellen  endigen.,, 
wie  die  schon  bekannten  Nebenserien,  enthalten  aber  offenbar 
nur  wenig  Glieder,  die  intensiv  genug  sind,  um  beobachtet  zu 
werden,  und  diirften  sich  sogar  haufig  auf  ihre  Fundamentallinie 
beschranken. 

Es  ist  bekannt,  dass  bei  wachsendem  Atomgewicht  oder  Siede- 
punkt  die  Serien  immer  rascher  abklingen,  so  dass  nur  die  den 
niedrigsten  Ordnungszahlen  entsprechenden  Linien  beobachtet 
werden.  Anderseits  nimmt  die  Zahl  der  verschiedenen  Serien  zu  ; 
neben  den  Triplettserien  zeigt  z.  B.  Mg  Serien  von  Doppellinien 
and  von  einfachen  Linien,  und  es  wachst  die  Anzahl  der  Kombi- 
nationen.  Man  gelangt  so  schliesslich  zu  einem  Spektrum,  m 
welchem  eine  grosse  Anzahl  charakteristischer,  konstanter  Diffe- 
renzen,  aber  keine  Serien  wahrnehmbar  sind.  Es  scheint  mir  sehr 
\vahrscheinlich,  dass  die  sog.  Spekt7*en.zweiter  Art,  welche  diesen 
Charakter  aufweisen,  Serienspektren  mit  zahlreichen  Kombina- 
tionen  und  sehr  wenig  entwickelten  Serien  sind. 

Die  Berechmmg  einer  Grosse  (m,  a,  (3)  setzt  die  Kenntiiis  der 
Grenze  einer  Serie  voraus,  in  deren  Formel  sie  eingeht.  Diese 
Grenze  lasst  sich  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmen,  ausser  wenn, 
nur  wenige  unscharfe  Linien  beobachtet  sind  ;  sie  ist  auch  ziemlich 
unabhangig  von  der  noch  vorliegenden  Unsicherheit  iiber  die 


exakte  Form  der  Seriengleichung.  Daher  die  unten  mitgeteilten 
Rechiiuiigsergebnisse  nur  geringe  Unsicherheit  involvieren;  bei 
den  oben  sub  i.,  3.,  4-  angefiihrten  Fallen  hat  man  sogar  aus- 
schliesslich  Differenzen  oder  Summen  beobachteter  Wellenzahlen 
jzu  berechneii;  hier  ist  die  Sicherheit  nalurgemass  noch  grosser. 

Dagegen  lassen  sich  die  in  das  Symbol  (m,p{  —  />:>,  TC,  —  ^2) 
eingehenden  KLonstanten  um  20  Proz.  variieren,  ohne  dass  der  An- 
schluss an  die  Beobachtung  viel  schlechter  wtirde.  Weg-en  der 
Kleinlieit  von  p{  —  /;2,  TC,  —  TU_>  ist  namlich.  der  Einfluss  dieser 
Konstanten  relativ  gering,  diese  Serien  entfernen  sich  alle  iiur 

N 
wenig  von  A.  --  -;  besonders  bei  Li,  Na  ist  dies  der  Fall,  wah- 

rend  bei  K,  Rb,  Cs  die  Beobachtungen  zu  ungenau  sind,  um 
einige  Sicherheit  zu  gewinnen. 

In  einer  kiirzlicli  erschienenen  Arbeit  (!)  habe  ichgezeigt,  dass 
man  Sjstetne  einfachster  Art  angeben  kann,  deren  Energie  rein 
elektromagnetisch  ist,  und  die  die  Balmersche  Formel,  die 
Seriengesetze,  anomalenZeemaneffekte  usvv.  ergeben.  Die  ScKwin- 
gung 

(6)  ztv  = 

v    ' 


\vird  durch  das  inagnetische  Feld  von  in  —  2  aneinandergereihten 
Elementarmagueten  hervorgebraclit,  die  untereinander  identisch 
sind.  Ahnliches  gilt  bei  andern  Spektren.  Hiiheren  Ordnungs- 
zahlen  entsprechen  so  gewissermassen  ho"  here  inagnetische  Poly- 
merisationea,  die  schliesslich  instabil  werden,  so  dass  die  Linien 
mit  wachsendetn  m  sich  verbreitern  und  immer  schvvacher  werden. 
Aucli  stiirmische  Bewegungen,  wie  sie  im  elektrischen  Funken 
stattfmden,  said  der  Stabilitat  ungunstig,  daher  die  Serien  im 
Funken  bei  kletneren  Ordnungszahlen  aufhoren  als  im  Bogen. 

Das  inagnetische  Feld  im  Atom  kann  bei  alien  Spektren  be- 
traditet  werden  als  erzeagt  durch  zwei  Pole  entgegengesetzten 
Vorzeichens  ;  jedes  der  zwei  Glieder  von  (m,  a,  [3)  —  (ra,  a;,  (37) 
stellt  je  den  Einfluss  ei.nes  Poles  dar;  jeder  dieser  Pole  kann  im 
Atom  verschiedene  Lagen  annehnien,  die  z.  B.  bei  Wasserstoff 


(l)  W.  RITZ,   Magnetiscke  Atom/eider  und  Serienspektren  ;    QEuvres,  VrII, 
p.  98. 


aquidistant  auf  einer  Geraden  liegen.  Verlauschung  dieser  Lagen 
untereinander  entspricht  dem  Kombinationsprinzip.  Allgemeiner 
kann  man  wohl  die  Vermutung  aussprechen,  dass  sick  die  ein- 
fachen  Gesetze  auf  die  Lagen  dieser  Pole  im  Atom  beziehen. 

Dass  fur  die  Ordnungszahlein  gewisses  Minimum  vorgesohrieben 
ist  —  was  bei  keinem  bekannlen  Schvvingungsvorgang  slattfintletr 
besagt  in  dieser  Vorstellungsweise  nur,  dass  die  Magnetpole  durcb 
die  Struktur  des  Atoms  in  einer  gewissen  Miniinalentfernung  von 
dem  im  Innern  des  Atoms  schwingenden  Elektron  gelialleu  vverdent 
was  recht  plausibel  ist. 

Ich  gehe  zur  Besprechung  der  einzelnen  Speklren  ilber. 

Wasserstojf. 

Nach  einer  brieflichen  Mitteilting  von  Herrn  F.  Pascbeu  bal  II 
eine  infrarote  Linie  1=  i8^j5i  ±  2  ;  sie  ist  das  Umfassungsglicut 
der  Serie 


die  fur  m  =  4  denWertX=  18751,7  ergibt,  womit  die  Annahme, 
es  sei  die  B  aimer  sche  Formel  (6)  mit  zwei  ganzen  Zahlen  zu 
schreiberij 


n*        m 
wohl  als  bewiesen  zu  betrachten  ist. 

Lithium. 

Bei  Li  haben  Hagenbach  (i),  Hagenbach  and  Konen  (*), 
Saunders  (3)  eine  Reihe  neuer  Linien  entdeckt,  die  eine  Serie 
bilden.  Im  Infrarot  hat  A.  Bergmann  (loc,  cit.)  zwei  Linien 
gemessen;  endlich  verdanke  ich  Herrn  Paschen  die  giilige 

MitteilungemigervorlaufigerMessungsergebnisseinfraroler  Linien 
der  Alkalien. 


(l)  A.  HAGKNBACH,  Ann.  d.  Physi/c,  t.  IX,  1900,  p.  7og. 
(-}  Physikal  Zeitschr.,  t.  IV,  1908,  p.  592,  Sor. 
(3)  Astrophys.  Journ.,  t.  XX,  1904,  p.  188. 


Nach  Analogic  der  ubrigen  Alkalien  sollte  man  erwarten,  dass 
die  Li-Linien  aus  engen  Paaren  bestehen.  Herr  Hagenbach 
(loc.  cit.}  findet  aber  die  rote  Li-  Linie  (Grundliiiie  der  Haupt- 
serie)  einfach,  wahrend  er,  wie  auch  Saunders,  die  Linie  4602 
der  ersteii  Nebenserie  doppelt  findet,  wobei  allerdings  der  Abstand 
do  p  pelt  so  gross  ist,  als  zu  erwarten  war.  Die  Linie  6io3,  deren 
Komponenten  noch  welter  auseinander  liegeii  solllen,  findet 
aber  Saunders  einfach,  wahrend  Konen  und  Hagenbach  auch  bei 
ihr  manchmal  eine  doppelte  Umkehruiig  wahrnahmen,  die  sie  in 
dein  Sinne  deuten,  dass  die  Linie  doppelt  sei.  Durch  die  folgen- 
den  Betrachtungen  wird  man  aber  zu  einer  andern  Auflassung  ge- 
•drangt.  Nach  der  oben  erwahnten  Beziehuiigzu  den  Quadra  ten"  der 
Atomgewichte  sollte  f>\  —  />2  =  o,oooo5  sein.  Uber  •n:i  —  TTO  lasst 
sich,  iiach  Analogic  der  ubrigen  Alkalien  nur  sagen,  dass  es  von 
ahnliclier  Ordnung  sei,  nicht  aber,  dass  es  verschwinde.  Nun  ist  (<) 
p  =  —  0,04816,  71=0,0257;  setzt  man  etwa  p{=p,  ?:.>  =  7r, 
y?2  =•  p  -t-  o,oooo5,  7r2  =  IT  -j-  0,0002,  so  kompensiereii  sich  die 
Aenderuiigeii  fur  die  Grundliiiie  m  =  2  der  Hauptserie,  die  somit, 
•ebenso  wie  die  Nebenserien,  einfach  wird  ;  wahrend  fur  grossere  m 
die  Kompensation  zwar  nur  eine  teilweise  ist,  docb  sind  hier  die 
Linien  nur  um  einige  Hundertstel  A.-E.  voneinander  entfernt,  und 
somit  nicht  zu  trenneii.  Bei  dieser  Annahme  erklaren  sich  samt- 
iiche  Beobachtungen  aufs  befriedigendsle. 

Denn  bildet  man  zunachst  die  Kornbination  5,  also  hier  die 
Serie 

in  —  o,oooor)  H 


(wobei  die  Zusatzglieder,  bei  den  Genauigkeitsgrenzen  der  Be- 
obachtung,  belaiiglos  sind),  so  ergibt  sich  fur  m  =  4j  \=  18693,7 
(18694  nach  einer  ersten,  18698  nach  einer  zweiten  Messung  von 
F.  Paschen);  m  =  5,  A=i27gr,5  (Paschen  12784  ±10).  Wei- 


(!)  In  rneincr  Inaug.-Diss.  (loc.  cit.)  sind  irrtumlicherweise  far  die  KonslaiUen 
von  Li  die  allerdings  nur  wenig  abweichenden  Ergcbnisse  einer  vorlaufigen  Berech- 
nung  mitgeteilL.  Die  Grenze  der  HaupLserie  ist  434^,7  (statt  4.8482,8),  die  der 
Nebensevien  28681,6;  5  =  0,09984;  a- =  —  0,02210.  Die  Grundlinie  der  ersten 
Nebenserie  ist,  v  —16879,0,  somil  (3,  d,  o)  =  28681, «  —16879,0  =  12202,6., 


l5o  OEUVRES    DE   WALTHEII    RITZ. 

tere  Glieder  sind  nicht  beobachtet.   Es  entspricht  diese  Serie 
Bergmannschen  Serien  von  K,  Rb,  Cs. 

Die  Formel  (2,/>,,7:,)-(m,/>i  -/>2,*«  -**)  enlsprichl  ei 
Serie,  die  parallel  der  vorigen  verlauft,  nnd  deren  Linicn,  da  a 
/>,—/?,,  -,—  7u2  bei  Li  alle  sehr  klein  sind,  in  unniittelbar 
Nahe  der  Linien  der  ersten  Nebenserie  liegen.  Berechnet  man 


letztere  die  Grosse  a+  P  (A  —  v)=  \J>  so  imiss  sie>  J1 
Analogic  der  iibrigen  Alkalien,  negativ  sein  und  dem  absoh 
Wertnach  mil  m  wachsen.  Fur  m  =  3  ergibt  sich  —0,002 
fur  w  =  4  nach  der  urspriinglichen  Messung  4602,87  von  Ka; 
und  Runge  —0,00147,  wahrend  die  neuen  Messungen 
Hagenbach  46o3,o4  und  Saunders  46o3,2  ergebcn  —0,00 
bzw.  —  o,'oo326.  Es  ist  also  die  erne  Linie  46o3  des  Paarcs 
Linie  der  ersten  Nebenserie.  Die  zweite  Linie  entspricht 

(2,/?i,1Ti)  —  (/n,/?j  -  P^^Y—  ^2), 

77i  =  4,        X  =  4601,02  [4602,00  Hag.,  460  1,6  S.'J. 

Fiir  m  =  3  berechnet  man  6097,66,  eine  Linie  die  sicher  fehlt 
sie  viel  zu  weit  von  6108,77  entfernt  ist,  um  bei  der  Erklarung 
oben  erwahnten  doppelten  Umkehr  in  Frage  zu  kommen.  E 
also  in  (m,p{  —  p^^\  —  T^O)  die  Ordnungszahl  l\  die  Fundamen 
zahl,  wie  sich  noch  vielfach  bestatigen  wird.  Bei  m==5  ist  < 
Trennung  von  der  ersten  Nebenserie  nicht  mehr  moglich. 
Bilden  wir  endlich  die  parallel  der  Hauptserie  verlaufende  S 

v  =(•!,/>,  it)—  -(/n,/>,  -re), 

deren  Grenze  gleich  der  der  Nebenserien  ist,  und  die  man  einJ 
durch  Bildung  der  Dififerenzen  der  Schwingungszahlen  derHai 
serie  gegen  deren  Grundlinie  berechnet,  so  erhalten  wir  die 
Konen  und  Hagenbach  gefundene  Serie  von  Linien  :  m  = 
\=  6240,0  (6240,8  K.  H.;  6^40,3  S.),  m=4,  X  =  463( 
(4636,i4  H.  ;  4636,o4  H.  K.  ;  4636,3  S.),  /n  =  5,  \  =  £M 
(4M9,i  K.  H.  ;  4148,2  S.  sehr  diffus),  m  =  6,  X  =  3g2i 
(8924  K.H.;  392T,8S.). 

Damit  sind  alle  bis  jetzt  bekannt  gewordenen  neuen  Li-Li  j 
aufgenommen.  Herr  Paschen  finclet  noch  17663  und  12: 
Linien  die  noch  unsicher  bestimmt  sind  ;  sie  diirften  den  K 


binationen 


,  it)  —  (5,  <tf,  o),         \  =  12236 


entsprechen,  die  vvir,  ebenso  vvie  alle  andern  Kombinationen,  bei 
Na  vvieder  linden  vverden.  Man  beachte,  dass  hierbei  niclit  eine 
einzige  netie  ivonstanLe  gebraucht  ist. 


Natrium. 

Das  Spektrum  von  Na.isl,  ausser  vondenschon  obengenannten, 
im  siciilbaren  Teil  von  Lenard  ('),  '  im  Infrarot  bis  4*5  [/.  von 
Moll  (-)  unlersucht  vvorden. 

Aus  (3,  d,  o)  —  (/>£,/>  i  —  P'2,  KI  —  TC.J)  ergeben  sich  die  Linien 
(m=  4)>  A  =  184^0  (Paschen  18409,  5),  m  —  5,  X=  12679 
(Paschen  1267/1,;"),  Messung  unsicher).  Die.  nachsle  Linie  io838 
1st  bis  jetzL  niclit  beobachtet,  weil  zu  sclivvach.  Aus 

0*:/'l,^t)   ™(^,^I-~/?2,^l~  1*2) 

und 

^,/^2,  ^)~  (/^.,/>l—  />2,^1—  1ta),      Pi—  PI  =  0,00074 

(Serie  von  Doppellinien)  berechnet  man  fiir  m  =  4  das  Paar 
X=  5675,74?  6670,00.  Dies  ist  das  scbon  von  Kayser  und 
Runge  beobachiele,  nach  Violelt  abschattierte  Paar  6675,92, 
6670,40  ;  die  Grenxe  der  Nebenserien,  die  in  die  Redlining  eingeht, 
lasst  sich  liier  riur  bis  auf  2  oder  3  Einheiten  der  5.  Stelle  sicher 
angeben,  die  Abweichung  von  der  Beobachtung  bleibt  innerhalb 
dieser  Gren/.en.  Dass  diese  AuQassung  des  nach  Violelt  abschat- 
tierten  Paares  die  richlige  sei,  ergibt  sich  auch  durch  die  Analo- 
gie  von  Cu,  Tl,  \vo  hoi  m  =  /\  der  ersten  Nehenserie  ein  solclies 
Paar  beohaclilet  ist,  das  durch  eine  enlsprecheiide  Fonnel  dar- 


(*)  LKNAHD.  Ann.  d.  JPhysik,  l.  XI,  igo3,  p.  636. 

(2)  W.-T.-H.  MOLL,  Indug.-Diss.,  s.  Proc.  Arnst.  AcacL  Wet.  26.  Jan.  1907.  Die 
Welicnliingen  iiut  Moll  nach  den  (voncinander  etwas  abweiclicnden)  Dispersions- 
beslimmungcn  fiir  Steinsalz  von  Rubens  und  Langley  bestimnit.  Nach  F.  Paschen 
(Ann.  d.  Pliysik,  Mai  1908)  ist  die  letztere  die  richlige  und  es  sind  daher  die 
entsprechcnden  \  im  Tcxte  benuUt.  Die  WellenlUngcn  sind  bei  krUfligen  Linien 
im  allgeraeinen  auf  0,01 — 0,02  p.  gcnau-,  bei  schwachen  Linien  kann  der  Fehler 
grosser  wcrdcn. 


gestellt  wird  (s.  unten).  Ferner  erhalt  man  fiir  m~5,  4977?7^ 
und  4973,00  (4976,1?  49;3,o  K.  H.  ;  4976,0  S.,  unscharf);  m  =  6, 
4666,oo,  4662,  3o  (4665,  i  K..  undR.,  koinzidiert  mil  elner  Linie 
der  ersten  Nebenserie  ;  4660  K.  und  H.  ;  4660,2  S.);  #1  =  7, 
4496,4?  4492?9  (zu  nahe  bei  der  ersten  Nebenserie,  niclit  mehr 
beobachtet).  Fiir  m  =  3  ergibt  sich  8i4o;  das  Paar  ist  nicht  beob- 
achtet, ebensowenig  wie  die  entsprechenden  von  Cu,  Tl;  dies  ist  zu 
erwarten,  wenii  m  =  ^  die  Fundamentalzahl  fur  (/??,/;>,  —  p-2^\  —  ^2) 
ist. 

Wie  bei  Li  bilden  vvir  ferner 


und  erhalten  die  schon  von  Lenard,  Konen  und  Hagenbach 
bemerkte  Serie  unscharfer  Linienpaare  mit  nahezu  konstanten 
Diflerenzen  :  tn  =  3,  701  7,  3,  70  10,8  (wohl  wegeii  geringer  Iiitensi- 
tat  nnd  uiigiinstiger  Lage  bisher  nicht  wahrgenommen)  ;  ;n  =  4i 
5533,  10,  5527,80  (553i  ,7  K.  u.  H.  ;  5532,75.;  6027,1  K.  u.  EL; 
55a8,aS.);  /n  =  5,  49*9>2j  4-9  1  5,  i  (49i3,5  K.  u.  H.  ;  4.918,4  •  S.  ; 
4gio,i  K.  u.  H.;  4gi4»o  S.);  m  =  6,  4635,6,  463i,g  (4633,  i  K. 
und  H.;  4629,0  S.  ;  4629,4  K.  u.H.  ;  4626,0  S.);  »*  =  7,  4477:95 
4474?4?  (447°  Lenard  ;  447275  S.,  nicht  gelremxt  vvegen  zu  grosser 
Un.scharfe);  /n  =  8,  438o,8,  4377,0  (43^2  S.).  Die  Linien,  beson- 
ders  die  ietzten,  sind  so  unscharf,  dass  die  AJweichimgen,  wie 
schon  aus  dem  Vergleich  der  Messungen  verschiedener  Beob- 
achter  hervorgeht,  innerhalb  der  moglichen  Beobachtungsfehler 
liegen. 

Auch  die  Kombinationen  (3,/?/,  TC/)  —  (4,rf,  8),  if  =1,2  exis- 
tieren,  die  aus  der  Formel  der  ersten  Nebenserie  durch  Erho- 
hung  der  Ordnungszahl  des  ersten  Gliedes  e.ntspringen  :  es 
findet  sich  )v  =  28378,  23346  (Paschen  28877,  vielleicht  dop~ 
pelt,  Fehler  bis  20  A.-E.  moglich).  Das.  nachste  Paar  (tn  =  5) 
ware  i?475j^,  1,476^5  Moll  hat  eine  schwache,  daher  wenig 
genau  bestimmte  Linie  bei  i,44-  Ob  sie  dem  fraglichen  Paar  ent- 
spricht,  bleibl  zweifelhaft. 

Ebenso  kann  man  zur  zweiten  Nebenserie  die  Parallelserie 
(3,  _/?/,  TC/)  —  (/7?.,.9,<r),  1=  1,2  bilden,  deren  erstes  Glied  (m  =  i  ,5) 
zur  Hauptserie  gehort,  die  weiteren  ins  Ultrarot  fallen,  wo  sie 
enge  Paare  bilden  (Abstand  =  5,5  fiir  fiinfstellig  geschriebene 


Wellenzahlen.)  ;    es    sind   :    771=2, 5,     22080,     22o53     (Paschen 
22081,  22006);  m  =  3,5,    3,4 a i  [*,  3,4i5[jL  (Moll  3,4a). 
Endlich  ergibt 

(7h/?l— •  P^Ttl—K*)  —  (5,  /?i— /?2,  TCt— TC2),       X  =  4,0492  [JL   (M.   4,o6). 

Diese  Kombinatioii  entspricht  sowohl  be!  Na  wie  bei  K,  lib,  Cs  der 
langsten  von  Molt  gemessenen  \Vellenlange.  Wie  immer,  jfehlen 
die  den  niederen  Ordnungszahlen  2,  3  entsprechenden  Linien, 
wodurcli  m  =  4  als  Grundzahl  von  (m,p{  — /?O,TU,  — TWO),  wie  oben 
schon  bemerkt,  sich  ergibt. 

Ebenso  wire!  durch  die  Beobachtungen  von  Moll  die  Existenz 
eirier  Linie  m  =  2  der  ersten  Nebenserie  und  damit  die  ent- 
sprechen.de  Hauptserie  ausgeschlossen.  Es  ist  also  in  —  3  die 
Grundzahl  fiir  (m,  cj,  8)  (die  Numerierung  meiner  oben  zilierlen 
Dissertation  stimmt  fiir  die  erste  Nel)enserie  der  AJkalien  mit  der 
voii  Kayser  und  Runge  uberein). 

Die  Komb i nation  (i,5,  s,  a-,)  —  (3,  d,  S)  ergibt  X  =  34^6,9  und 
ist  nicht  beobachtet;  dagegen  scheint  (2,5,  5,  T)  —  (3,  d,  8), 
A  =  2,9i3|ji  von  Moll  (^,90)  beobachtet;  die  Genanigkeit  ist  zu 
gering,  inn  eine  Enlsclie'idung  zu  erlauben. 

Nicht  aufgeiiommen.  vverden  durch  dieseFormeln  Lenards  Linien 
5 too,  48'2°?  47^°5  die  weder  EConen  und  Hagenbach,  noch 
Saunders  gefunden  haben  ;  ferner  zvvei  sclivvache  Paare  ^369,4, 
73^7,^1,  74i°7°?  74 1 8, 3,  deren  .\.bstand  etwas  kleiner  ist  als  der 
normale  Abstand  17,2,  und  von  deren  Zugehorigkeit  zu  Na, 
wenigstens  fiir  das  zvveite,  Saunders  nicht  sicher  ist ;  Leh- 
mann  fiihrt  sie  nicht.  Endlich  hat  Moll  noch  eine  sehr  schwache 
Linie  i,5^|jL,  die  sich  den  Fonneln  nicht  fiigt.  Die  Zugehorigkeit 
dieser  Linien  zu  Na,  resp.  ihr  Zusammenhang  mit  den  iibrigen 
muss  zvveifelhaft  bleiben. 

Kaiium. 

Bei  K  haben  sich  fiir  die  im  sichtbarenTeil  verlaufenden  neuen 
Serien  vonLi,Na  bisher  keine  entsprechenden  gefunden.  Ramage 
hat  zwar  drei  schwache,  diffuse  Linien  4829,  4767,  4^38,6,  die  aber 
weder  von  Liveing  und  Dewar,  noch  von  Saunders  gesehen  wur- 
den.  Dagegen  findet  sowohl  letzterer,  wie  Ramage,  eine  schar- 


fere  Linie  bei  464^,4  (4642,35  R-,  464^,5  S.),  die  sich  in  der 
Form  (i,5,  s,  cr)  —  (3,  rf,  3)  darstellen  lasst  :  cine  Kombination,  die 
ich  sonst  nur  bei  Rb  imd  He  noch  finclen  konnle.  Es  muss  zvveifel- 
haft  bleiben,  ob  es  sich  hier  wirklich  um  diese  Koinbinalion 
handelt,  denn  zur  Berechnung  von  (3,  d,  S)  ist  die  Kennlnis  der 
Grundlinie  der  ersten  Nebenserie  nolwendig;  diesclbe  ist  nur  von 
Bergmann  gemessen  ;  man  findet  (3,  rf,  S)  =  i346a  ±  8  aus  der 
einen  Linie  des  Paares,  und  18467  ±  8  aus  der  andern  ;  die  beiden 
Zahlen  sollten  identisch  sein.  Dagegen  ist  (i,5,  s,  or)==35oo5,o 
genau  bekannt;  es  findet  sich 

v  =  35oo5  —  T  3465  =  2  r  5/fo  ±  8.         A  =  464  i  ,9. 


wahrend  beobachtet  ist  464^,4-  Aehnliches  gilt  bei  Rb,  nicht  aber 
bei  Li,  Na.    Um  hier  Sicherheit  zu  gewiiinen,  miisslcn  vvesentlich 
genauere  Messungen  vorliegen,   wie  vvir  sie  bei  He  linden  warden. 
Die  Grenze  der  Bergmannschen  Serie 

V  =  (3,  rf,  0)  —  (m,  pl  —/?,,  TCj  —  7T2) 

ist  aus  demselben  Grund  unsicher  ;  diese  Gleichung  lautet,  expli- 
zite  geschrieben  : 

v  =  i3465  -  -  -  -  -  _  _  ±  8 
(m  —  0,00284) 

undergibt/w  =  4,  A=  i5i45±35;  w  =  5,   1  1019  ;  m  =  6,  9698; 
w  =  7,  8907;  /tt~S,  85o8;  wahrend  beobachtet  ist  i5i68('), 
iioi2±io;  9090  ±:  10,   8908  zh  10,  85oo±:Fo. 
Wie  bei  Na  findet  sich  aus 


(4,/>i  —  /?S,TC!—  iij)  —  (5,;?!—  jD2|in—  -icj),     X  =  4,o45(Jt         (Moll  4,o4). 
Auch  gibt 

(3,  /?/,«/)  —  (4,^,8),        1  =  1,2,        X  =  3,745  und  3,  720        (Moll  3,73), 
(3,/?/,7c/)  —  (3,rf,  8),        i'  =  i,2,         X  =  3;i6ound  3,i44        (Moll3,i4). 

Moll  hat  noch  2,24,  2,76  (2),  schwache  Linien,  deren  Einord- 
nung  zweifelhaft  bleibt. 

C1)  Nach  vorlaufigen  Messungen  vori  F.  Paschen.  Bergmann  gibt  16282,  cine 
Zahl,  die  er  jedoch  durch  Extrapolation  erhalt  und  die  urn  ii4  zu  gross  ist. 

(»)  Dflrfte  der  .Doppellinie  Na  2,2ojx  entsprechen  ;  die  Rechnung  ergibt  2,7t5 
and  2,702;  es  ist  bei  schwachen  Linien  wie  diese  wolil  ein  grosserer  Fehlcr  in 
Molls  Beobachlungen  moglich. 
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Rubidium. 

Bei  Rb  findel  Bergmann  fiir  das  Paar  n  =  3  der  ersten  ISeben- 
serie  i54io,  izjSSo,  wobei  jedocb,  wie  bei  der  K-Linie  16282, 
die  Dispersionsformel  des  Apparats  von  \  =  18600  an  extrapoliert 
ist.  Korrigieren  wir  nach  der  obigen  Messung  der  K.-Linie  von 
Paschen  durch  lineare  Interpolation  von  18600  aus,  so  ergibt 
sich  16265,  147217?  wobei  nun  auch  die  Differenz  der  Schwin- 
gungszahlen  a3g  besser  mit  der  konstanten  Differenz  28^7,0  iiber- 
emstimmt,wahrendsienacliB.  254war.  Diesergibt(3,c?,S)  =  i432~, 
und  da/?,  —  P-2=  —  0,01296,  TT,  —  7t2=:o,  so  gibt  die  Formel 
(3,  <:/,  o)  —  (m,  pi  —  PI,  K\  —  Tio)  die  Linien  der  Bergmannschen 
Serie  : 


;    m  =  5,    X  10082  (B.  10069); 
m  =  6,  8874  (6.8872);  m  =  7,  8276  (6.8271). 

Die  DifFerenzen  bleiben  innerhalb  B.s  Beobacbtungsfehler. 

Ferner  ist  (4,  rf,  3)  —  (5,/>i  —  /?-,,  i:,  —  ic2)  =  8073,  X=2,7Q9 
(Moll  2,80).  Weitere  Kombinationen  dieser  Art  fallen  ausserhalb 
des  beobachteten  Bereichs. 

Die  Kombination  (3,<af,  S)  —  (i,5,  s,  o-)  ergibt  A  =  5  164,7  ,  wah- 
rend  Ram  age  eine  nicht  zu  den  Serien  gehorende  und  weniger 
diffuse  Linie  bei  5i65,35  hat,  die  vielleicht  mit  Lecoqs  Linie 
5i62±?  ideiitisch  ist.  Er  fiihrt  ausserdem  Linien  bei  4967,  0087, 
63o6,8;  Lehmaiin  hat  85i3,3;  liber  die  Beziehung  dieser 
einfachen,  Linien  zum  System  der  Doppellinien  habe  ich  keine 
Sicherheit  erhalten  konnen;  ihre  Zngehorigkeit  zu  Rb  ist  nicht 
ganz  sicher,  ebenso  wie  die  der  Linien  o,g3,  1,11  von  Moll, 
deren  erste  mit  einer  starken  Cs-Linie,  die  zweite  mit  einer 
K-Linie  koinzidiert. 

Als  langste  Welle  haben  wir  wieder 

(4,/>i—  f>z^i—  ^2)—  (5,pi—/)2,^i  —  •**)»     X  =  jj;-oi8        (Moll  4,o3). 
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Casiuni. 

Die  Grundlinien  der  ersten  Nebenserie  miissen  nach  den  Serien- 
formeln  bei  3  u.  liegen  und  kraftig  sein;  sie  sind  von  Moll  beob- 
achtet:  A~3,oo,  A— 3,5i  ;  Differenz  der  Schwingungszahlen  480, 
wahrend  die  normale  Differenz  55/|  1st;  dies  erklart  sich  aus  dem 
TJmstand,  dass  Moll  die  Hauptlinie,  nicht  aber  den  schwacheren 
Satelliten,  welcher  die  konstante  Differenz  gibt,  beobachtet  hat- 
Die  Abstande  des  Satelliten  von  der  Hauptlinie  sind  nach  Ra- 
mage  und  Saunders  Beobachtungen  (n  =  7)  7, 3,  (6)  10,9, 
(5)  22,0,  (4)  47?4?  letzteres  nach  Lehmann,  der  die  Hauptlinie 
bei  9171, 9,  den  Satelliten  bei  9211,9  gemessen  hat;  fur  /i  =  3 
ergibt  sich  also  aus  Molls  Beobachtung der  Abstand  554 — 480  =  74^ 
der  aber  sehr  unsicher  und  211  klein  ist;  clenn  dieZunahme  von  (5) 
zu  (4)  sollte  bedeutend  kleiner  sein  als  die  von  (4)  zu  (3) ;  der 
schwachere  Satellit  verschiebt  das  bolometrisch  beobachtete  In- 
tensitatsmaximum  nach  seiner  Seite  hin,  so  dass  3,5i  zu  gross 
gernessen  ist.  Daraus  ergibt  sich  (3,  rf,  S)  =  16900  ±:  i5, 
(3,^,  3')  <  16826. 

Die  Bergmannsche  Serie  vvird  aus  Doppellinien  bestehen: 

(3,   rf,  0)      —(m,pi—pi,  TTj  —  TUj), 
(3,   d',  3')  —  (W.,/?1-/>0,  TTj  —  TC2). 

Wir  setzen  (3,rf,  o)  =  16906,  (3,rf',3')=  16809,  was  durchaus 
innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen  liegt,  die  bei  obiger  Fest- 
setzung-  vorgeschiieben  sind.  Dann  ergeben  sich  in  A.-E.  die 
Fehler  :  m  =  4>  +35,  +3o,  (Bergmann);  /??.  =  5,  -{-2, 8,  +2,5 
(Lehmann);  m  =  6,  +1,1,  +1,0;  m  =  7,  — 1,6,  — i,5;/?i  =  8, 
— 1,6;  —i:5;  m  =  9,  —2,3,  —1,7;  m  =  io,  +7,0,  +1,6. 

Die  Differenzen  haben  einen  systematischen  Gang,  iiberschreiten 
jedoch  nur  wenig  die  moglichen  Beobachtungsfehler,  die  bei 
Bergmann  wohl  auf  20  bis  3o,  bei  Lehmann  auf  4  bis  5,  bei 
Saunders,  welcher  die  iibrigen  Linien  beobachtet  hat,  auf 
i  A.-E.,  und  bei  der  letzten,  sehr  diffusen  Linie  auf  vielmehr  ge- 
schatzt  vverden  konnen.  Ob  unsere  Formel  nur  eine  Annaherting 
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Bei  Cs  liaben  wir  die  Moglichkeil,  das  Nichtvorhandensein  der 
Liiiie  rn  =  8  der  Bergmannscheii  Serie  zu  konstatieren.  Moll 
findet  fur  die  Linie  1,01  p.,  die  der  Ordnimgszahl  4  entspricht,  die 
Intensitat  go.  Die  Linie  w  =  3,  fur  die  man  A— 2,29  mid  2,24 
berechnet,  sollte  intensive!1  sein.  Zwischeii  ip  imd4,0|j.  bat  Moll 
ausserhalb  der  schon  bekannten  Serienlinien  riur  4  g'anz  schwache 
Linien  (Int.  5  bis  10):  1,70,  2,08,  2,4 1,  8,97.,  wovon  die  z\vei 
letzten  anderen  Kombiiiationen  angehoren.  Die  Linie  m  •=  3  feblt 
also  sicher,  m  =  /\  ist  die  Fundamentallinie,  \vie  wir  schon  mehr- 
facli  geschlossen  haben. 

Wie  bei  Rb  erhalten  wir  nocb  aus  (3,/?/,  TT/)  —  (3,r/,  8)  resp. 
—  (3,  rf',  8')  die  Wellenlangen  i,35gi,  1,3748  (Hauptliiiien); 
i,3g3o  (Satellit).  Die  erste  fallt  zusammen  mit  einer  Linie  der 
ersten.  Nebenserie  (B.  1,3097),  die  zweite  hat  B.  bei  1,877  beob- 
achtet, der  Satellit  ist;  vvegen  zu  geringer  Intensitat,  nicht  beob- 
achtet.  Die  Kombination  (3,/?/,  TC/)  —  (4,^,3)  resp.  (4,  d' ,  8') 
entspricht  einer  Linie  von  sehr  grossem  X ;  aber  (3,/;i ,  TU, )  —  (5,  rf,  o) 
ergibt  X  =  2,4a5  (Moll  2,4.1,  schwach) ;  die  zwei  anderen, 
schwacheren  Linien  sind  nicht  beobachtet. 

Es  folgtaus  (4,/^  — -jOoj-n:,  —  icj)  —  (5,/?i  — /?2?"i  — ^2)  A~3,()6o 
(Moll  3, 97). 

Es  bleiben  zwei  sehr  schwache  f.inien,  1,74^  2,08,  und  eine 
Linie  von  Ramage,  0209,  die  Konen  und  Hagenbach  nicht  finden 
konnten  und  daher  als  Verunreiiiigung  betrachten. 

(i,5,  .9,  o-)  —  (3,  rf,  3)  gibt  A  =  6goo  angenahert,  welches  vielleicht 
vvegen  ungiinsliger  Lage  nicht  lieobachtet  ist. 


Kupfer. 

Die  Grenzeii  fiir  die  Nebenserie  von  Cu  sind  nicht  sehr  genau 
bestimmhar,  weil  nur  wenigGliedcr  beobachtet  sind  ;  man  berech- 
net 3  i  028,3  und  81771,8,  p. * — p\  =  0^00740,  wobei  TT,  — 7t2  =  o 
gesetzt  ist,  was  aiigeiiahert  erlaubt  sein  durfte.  Die  Koinbinationen 
(a,/?/,?:/)  —  (4,/?i  —p*i  "i  —  ~n)  ergeben  bis  auf  einige  Hundertstel 
A..-E.  das  schwache,  nacli  Violettabschattierte  Paar  4oi  5,8,  4o56,8, 
genau  wie  bei  Na.  Hohere  Glieder  der  Serie  sind  nicht  gefimden. 
Bei  Tl  ist  auch  ein  solches  Paar  beobachtet;  bier  kann  allerdings 


7i,  — 7v2  =  o  iiur  eiiie  sehr  rohe  Annaherimg  sein,  so  dass  man  das 
Paar  mil  einem  Fehler  von  20  bis  3o  A.-E.  erhalt. 

Die  Hauptserie  von  Cu  ist  ihrem  Verlauf  nach  nicht  bekannt, 
und  Beobachtungeii  irn  Infrarot  liegeii  nicht  vor.  Es  ist  dies  daher 
die  einzige  K.ombinatioii?  die  wir  zu  beriicksiclitigen  habeii,  mil 
Ausnahme  von  (i  ,5,  s,  or)  —  (3,  rf,  o),  welche  fehlt. 

Helium. 

Im  Spektrum  von  He  f  and  en  Runge  und  Paschen  (^nureine 
einzige  Linie,  die  ausserhalb  der  Serien  blieb,  8809,9,'},  und  die 
sie  infolgedessen  einer  Verunreinigung  durch  ein  unbekanntes 
Gas  zuscJirieben.  Sie  gehort  aber  zuni  System  der  Doppellinien 
von  He,  und  eiitspricht  der  Koinbination  ( i  ,5,  s,  a-)  —  (3,  d,  8),  die 
sicli  schreiben  lasst 

[(1,5,  S,  G-)  -  (2,/?;,  7U£-)]  H-  [(^Pn  ^:)  -  (3,  d,  0)], 

ihre  Wellenzahl  ist  also  gleich  der  Summe  der  Wellenzahlen  der 
Grniidlinien  der  Hauptserie  und  der  ersten  Nebenserie,  wobei  in 
beiden  Serien  die  starkere,  oder  in  beiden  die  schwachere  Kom- 
ponente  zu  nehmen  ist.  Herr  Paschen  hat  mir  das  Ergebnis  einer 
geiiauen  Messimgder  infrarotenHe-Linienfreundlichstmitgeteilt  ; 
die  starkere  Komponente  der  Grundlinie  der  Hauptserie  ist  da- 
nach  \=  10880,44  —  0,2;  die  Grundlinie  der  ersten  Nebenserie 
ist  6870,870;  die  Wellenzahlen  imVakuum  9280,78  und  17014,13 
ergeben  als  Summe  26244^65  wahrend  beobachtet  ist  26244^78; 
der  Fehler^  0,0 1 5  A.-E.,,  bleibt  innerhalb  der  Fehlergrenzen. 
Damit  ist,  wie  ich  glaube,  die  Existenz  dieser  Kombination  bei  He 
iiber  jeden  Zweifel  erhoben.  Die  entsprechende  Linie  5o42,26 
fiir  das  System  einfacher  Linien  scheint  dagegen  nicht  zu  exis- 
tieren. 

Berechnetman  auch  hier  die  Linie  (3,rf;S)  —  (4>p\ — />2^< — ^2) 
fur  das  System  der  Doppellinien  von  He,  so  ergiot  sichX=  18680  ; 
clabei  ist  p{ — p»  =  — 0,00008  und  kann  ebensogut  =o  gesetzt 
werden.  Bei  den.  einfachen  Linien,  als  sehr  enge  Paare  aufgefasst, 


(l)  C.  RUNGE  und  F.  PASCHEN,  Astrophys.  Journ.,  t.  Ill,  Jan.  1896,  p.  i5. 
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ware  ebenfalls  p{  —  p±}  TT,  —  Tc2  gleich.  Null  zu  setzen;  es  wird 
\  =18687.  ^e*  18687,  5±o,  5  fin(iet  He  rr  Pasclien  erne  Linie, 
von  der  sicli  bis  jetzt  nicht  entscbeiclen  Hess,  ob  sie  doppelt  sei; 
dann  miissle  18680  erheblich  schwacher  seiii.  Weitere  Linien 
sind  vorlaufig  bei  He  nicht  gefundeii. 


Die  Erda  Ika  lien  . 

Bei  den  Erdalkalien  treten  bekannllich  neben  den  Tripletts 
starke  Pa  are  auf  mil  konstaiiten  Differenzen  v',  die  ungefahr  das 
Doppelte  der  grosseren  DifTerenz  v{  betragen.  Wie  Rydberg  ver- 
mutete,  und  Runge  und  Paschen  durcb  die  magnetische  Zer- 
legung  der  Liiiien  bestaligt  haben,  gehoren  dieselben  zu  Serien, 
welche  den  Serien  von  Paaren  der  Alkalien  durchaus  entsprecben. 
Da  nun  das  erste  Glied  der  Hauptserie  aucli  als  erstes  Glied  der 
zweiten  Nebenserie  gelten  muss,  so  kennt  man  von  letzterer  je 
zweiGlieder;  in  den  ultravioletten  Funkenspektreii  von  Ca  Sr,  Ba 
findet  sich  das  iiachste  Glied,  so  dass  die  Serie  berechnet  und  die 
Grenzen,  wenn  aucb  nicht  sehr  geiiau,  angegebeii  werdeii  konnen. 
Eine  Kontrolle  dafiir,  dass  das  ultra  violelte  Paar  (bei  Sr,  Ba  exis- 
tiert  nur  ein  einziges)  wirklich  zur  zweiten  Nebenserie  gehort, 
liegt  in  den  so  bereclmeten  Konstaiiten  der  Formel,  die  sich 
untereinander  und  den  Konstaiiten  bekannter  Serien  anschliessen, 
vvahrend  dies  bei  wesentlich  veranderter  Lage  des  dritten  Paares 
nicht  der  Fall  ware.  Eine  direkte  Bestatigung  im  magnetischen 
Feld  oder  dnrch  Auffindung  der  folgenden  Paare  ware  allerdings 
ervviinscht. 

Die  zur  zweiten  Nebenserie  gehorenden  Paare  mit  ihren  Wellen- 
zahlen  im  Vakuum  sind  durchdie  Tabelle  gegeben  (seite  160). 

Man  berechnet  bei  Ca,  Sr;  Ba  fur  die  Grenzen  A  und  A^  und  die 
Konstanten  5-,  cr  : 

Ga  A=  60428,1,  A'=  606^6,0, 

s  =^-0,90  533,  a  =-4-0,62397; 

Sr  A=  55028,7,  A'=  5583o,o, 

^  =  —  0,85464,  a  =-+-0,66488; 

Ba       A=      49925,8,  A'=      5i6i6,3, 

S=  —  O,7665l,  C7    =-f- 
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1 
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__ 

__ 
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4682,36 
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4533,33 
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— 

— 

—  q.  y, 

1 
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Setzt  man  wieder  in  erster  Annaherung  TC, — 7t2  — o,  so  ergibt 
sich  daraus  fiir  /?2 — P\  '  Ca  0,002.47;  Sr  0,01017,  Ba  0,024487 
wahrend  in  den  Triplettserien  fiir^o  — p{  sichfindet:  Ca  0,00279, 
Sr  0,01 184,  Ba?  Sie  unterscheiden  sich  um  elwa  i5  Proz.  von  den 
ersteren,  wahrend  die  konstanten  Differenzen  etwa  doppelt  so 
gross  sind.  In  der  exakten  Formel,  und  ohne  die  Vernachlas- 
sigung  von  TT,  — 7u2,  diirfte  also  wohl  dieselbe  Konstante  fiir  beide 
DifFerenzen  massgebend  sein. 

Auch  die  zvvei  Satelliten  von  Ca,  Sr  bilden  in  it  der  Hauptserie 
Tripletts,  fiir  deren  Abstand  die  Grossen  d — d1 ',  d1  —  dff  inas.s- 
gebend  sind.  Man  findet,  indem  man  3  —  8/  =  o,  8'  —  S/7  =  o  setzt, 
aus  dem  ersten  Glied  m  =  3  der  ersten  Nebenserie : 

1.   dass  d — df  bei  den  Serien  von  Doppellinien  und  bei  den 


t1)  Nach  EDER  und  VALENTA,  Beitrage  zur  Photochemie  und  Spektralana- 
lyse  :  Das  Funkenspektrum  vo?i  Ca.  Wien,  1904.  Dieses  Paar  1st  schon  von 
Hydberg  bemerkt  worden. 

(2)  Nacl)  EXNER  und  HASGIIEK,  Wellenldngentabellen(Funkenspektreri).  Leip- 
zig, igo'j. 

(3)  Nach   Kayser  und  Runge;  auch  E.  und  H.  fiihren  die  Linien  im  Funken 
spekLrum. 


Tripletts  angenahert  iibereinstimmen.  (Null  .bei  Mg,  0,0007  ^ei 
Ca-Tripletts,  0,0006  bei  den  Dubletts,  o,oo335  bei  den  Sr-Tri- 
pletts,  o,oo33g  bei  den  Dubletts.) 

2.  Bei  Ga,  Sr  haben  Fowler  (*)  und  Saunders  (2)  Serien 
engerer  Triplelts  gefunden  mil  den  konstanten  Differenzen  21,2, 
1 3, 6  bei  Ca;  ioo,3,  5g,S  bei  Sr.  Berechnet  man  aus  deren  Gren- 
zen  die  entsprechenden  p{  —  p^  so  erhalt  man  wieder  0,0007 
bei  Ca,  o,oo36a  bei  Sr,  Null  bei  Mg.  Wieder  wird  man  zum 
Schluss  gedrangt,  dass  eine  und  dieselbe  Konstante,  also  eine  und 
dieselbe  Ursache,  diesen  Differenzen  zugruncle  liegt.  Die  ent- 
sprechenden Differenzen  der  Schwingungszahlen  variieren  da- 
gegen  sehr  stark  :  der  Ubergang  zu  den  Kxmstanlen  unserer, 
wenn  auch  unvollkommenen  Formel  bring!  also  entschieden 
Gewinn. 

Bei  den  Elementen  der  zvveiten  Menclelejeffschen  Kolonne 
fehlt  die  Hauptserie,  und  zwar  sollte  das  als  Grundlinie  derzweiten 
Nebenserie  extrapollerte  Triplet!,  welches  zugleich  Grundlinie  der 
Haup!serie  ist,  nach  meinen  Rechnungen  (3)  bei  Mg,  Ca,  Sr  nicht 
sehr  weit  ins  Ultraviolet!  fallen  ;  es  miisste  grosse  Interisitat  be- 
si!zen,  und  die  Differenzen  v,,  v2  in  umgekehrter  Reihenfolge  auf- 
weisen.  Bei  keinem  dieser  Elemente  existiert  aber  einTriplett  von 
soldier  Beschaffenheit ;  man  kommt  also  zum  Schluss,  dass  bei  den 
von  mir  nach  der  willkiirlichen  Feslsetzung  (s]  <C  o,5  gevvahlten 
Ordnungszahlen  die  Grundzafil  fur  das  Symbol  (m,  5,  cr)  bei  die- 
sen  Elementen  a;5  ist.  Da  jedoch  bei  andern  Elementen  i,5  die 
Grundzahl  ist,  diirfte  es  empfehlenswert'sein,  die  Ordnungszahlen 
in  der  zvveiten  Nebenserie  der  Erdalkalien  um  eine  Einheit  zu 
erniedrigen.  Man  erzielt  dadurch  auch  den  Vorteil,  dass — cr/x, 
welches  bei  den  Alkalien  nur  zvvischen  0,42  und  o,34g  schwankte, 
auch  bei  den  Erdalkalien  angenahert  konstant  bleibt,  namlich  : 

Mg  0,340,  Ca  0,4^1,  Sr  0,455,  Zn  0,3^6,  Gel  o;362,  Hgo,368 
und  analog  Tl  0,3^7. 

Demnach  ware  das  Triplett  2,5  der  zweiten  Nebenserie,  nach 


(l)  FOWLER,  Astrophys.  Journal.  XXI,  1906,  p.  81. 
(~)  SAUNDERS,  ibid.,  p.  19.5. 

(3)  W.  RITZ,  Inaug. -Dissert.,  Auszug,  Ann.  d.  Phys.,  t.  XII,  1908,  p.  3oa  if. 
QEuvres,  I,  p.  67  IT. 
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der  Numerierung  meiner  Inaag. -Dissertation,  Grundlinie  der 
Hauptserie  bei  diesen  Elementen,  und  dieselbe  wiirde  weiter  im 
Ultrarot  und  Rot  verlaufen. 

Gottingen,  Juni   1908. 


Autoreferat  (1). 

Wahrend  die  bisher  bekannten  Gesetze  der  Serienspektren 
die  Linien  einer  Serie  untereinander  verkniipfen  (vom  Gesetze 
der  konstanten  Differenzen  der  Well enzahlen  abgesehen),  wirdhier 
gezeigt,  dass  auch  zwischen  verschiedenen  Serien  eines  Elements 
einfache  Beziehungen  bestehen  :  dureli  additive  oder  substraktive 
Combination,  sei  es  der  Serienformeln  selbst,  sei  es  der  in  die- 
selben  eingehenden  Konstanten,  werden  neue  Formeln  gebildet, 
die  die  in  den  ietzten  Jahren  von  Lenard  u.  a.  entdeckten  neuen 
Linien  der  Alkaiien  vollstandig  aus  den  friiher  bekannten  zu  be- 
rechnen  gestatten,  und  auch  bei  andern  Elementen,  insbesondere 
He?  weitgehende  Anwendungen  zulassen.  Die  von  Rydberg 
schonausgesprochene  H^pothese,  dass  die  Serienformeln  mil  zwei 
vvillkiirlichen  ganzen  Zahlen  zu  schreiben  seien,  wird  aus  Mes- 
sungen  von  F.  Paschen  u.  a.  bestatigt  :  so  besitzt  WasserstofF 

neben  der    bekannten    Serie  ^  =N  (  — • -)   nocb    die    Serie 

A  V  ^2         m*  I 

r-  =  N(-r-r 5  )>  usw.    (wobei  N  ein   iiumerischer   Faktor   ist). 

A  \o-        ml  I  ^  ' 

Endlich  wird  gezeigt,  dass  fur  die  willkurliche  ganze  Zahl  m  zwar 
keine  obere,  wohl  aber  eine  gewisse  untere  Grenze  existiert,  und 
dass  die  Konstanten  der  Formeln  nahe  Beziehungen  zu  den  Atom- 
gewichtenzeigen.  Es  ergibt  sich  eine  neue  Aiisicht  iiberdieKon- 
stitution  der  sog.  Spektren  zweiter  Art. 

(*)  Compte  rendu  par  1'auteur  lui-m&me,  trouve  dans  ses  papiers  et  de  desti- 
nation inconnue. 


X. 

ON  A 

NEW  LAW  OF  SERIES  SPECTRA. 


Astrophysical  Journal,  Vol.  XXVIII,  No.  3,   October  1908, 
p.  -^37-243. 


This  communication  is  intended  to  show  how  we  may  derive  from 
the  known  spectral  series  of  an  element,  new  series  which  represent 
accurately,  without  the  inclusion  of  any  new  constant,  nearly  all  of 
the  series  and  lines  recently  discovered  hy  Lenard,  Rouen,  Hagen- 
bach,  Saunders,  Moll,  Rainage,  and  Bergmarm.  The  new  principle 
of  combination  also  finds  application  to  other  spectra,  particularly 
to  helium  and  the  earth  alkalies.  Closer  relationships  to  the  atomic 
weight  than  have  been  known  hitherto  are  also  furnished. 

In  its  most  convenient  form,  the  series  formula  proposed  by 
me  reads  (*  ): 

N 


where  v  is  the  wave-number  referred  to  vacuum,  N  is  a  universal 
constant,  tn  the  numeral,  and  A  the  limit  of  the  series;  a  and  (3 
are  constants.  For  small  values  of  m,  v  may  become  negative,  which 
must  be  taken  into  account  in  the  term  [3(A  —  v).  The  constants  a 
and  (3  characterize  the  course  of  the  series  :  they  are  identical 
for  two  series  with  constant  differences. 


We  also  have  approximately 

N 


(2) 

We  use  for  abbreviation 


Let  the  constants  a  and  (3  have  the  values  rf  and  o  for  the  pairs 
of  the  first  subordinate  series  for  instance  ("diffuse  series"  accor- 
ding to  Rydberg's  notation);  for  the  second  subordinate  series 
(Rydberg's  "sharp  series")  let  the  values  be  s,  cr;  for  the  principa 
series,  let  the  values  be  p{ ,  TC,  ,  and  p*,  TWO  ;  for  the  alkalies  TC,  =  TC, 
very  approximately  ( i ). 

If  the  first  subordinate  series  has  a  satellite,  a  different  set  o: 
values,  dfj  o',  applies  to  the  second  principal  line,  where  agaii: 
3  =  S7,  approximately. 

The  statement  of  three  series  may  uiow  be  written  (loc.   cit. 
p.  291)  :  Principal  series  : 

±  v  =  (1,5,  5,  cr)  -  (/?i,  ph  TT/)         (i  =  i,  -2;  m  =  2,  3,  4,  -  -  .',^1  >  />«)• 
Second  sxibordinate  series: 

±v  =  (a^/,ic/)  — (/n,*,a)        (1  =  1,2; /n  =  i,5;  2,5;  3,5,...)- 
First  subordinate  series: 

('2,pi,Ki)  —  (m,d,  S)      (/?i  =  3,4,5...)(firstprincipallinean<lsatellite) 
(2,/?»,7u2)—  (m,dr,or)    (/7i  =  3,4,5...)  (second  principal  line). 

The  constant  separation  of  the  doublet  is  vi  =  fa,  />,,  it,)  — 
(2,/>2,  Tc2).  On  the  basis  of  the  observed  data  now  available,  the 
following  points  may  be  shown  (2)  : 

1.  In  the  equation  of  a  principal  series,  if  we  replace  i,5  by  the 
larger  numbers  a,5;  3,5,  ..  .;  and  in  the  equation  of  a  subor- 
dinate series,  if  we  replace  2  by  the  larger  numbers  3,4,5, 


(!)  Loc.  cit.,  p.  291;  QEuvres,  I,  p.  5i. 

(2)  The  reader  will  find  further  particulars  in  a  paper  lo  appear  presently  in  th< 
Physikalische  Zeitschri/L  QEuvres,  IX,  p.  1-j.i. 


new  lines  will  result  which  have  been  observed  in  many  cases. 
This  was  already  suspected  by  Rydberg. 

2.  For  every  symbol  (w,  a,  (3)  there  exists  a  minimum  number 
m  (namely,  3  for  the  first  subordinate  series;  i,5  for  the  second 
subordinate  series,   according  to  the  notation  of  my  dissertation 
already  cited),  which  is  a  fundamental  number;   if  we  assign  still 
smaller  values  to  m,  we  should  expect  a  stronger  line,  but  in  prac- 
tice this  line  has  not  been  observed.  I  have  already  shown  ({ )  that 
in  no  spectrum  does  an  actual  line  correspond  to  the  numeral  n  =  z 
of  the  first  subordinate  series,  in  so  far  as  the  observations  are 
adequate  on  this  point. 

3.  If  we    form    from    these    symbols    the    new    combination 
(i,5,  s,  cr)  —  (3,  d,  S)  we  obtain  new  lines  which  have  been  ob- 
served in  case  of  He,  K,  Rb,  but  which  are  lacking  in  Na  and  Li 
thus  far;  for  the  earth  alkalies  they  fall  in  the  infra-red.  The  cal- 
culated   value   for   He   is   v  =  26244^  86,   the   observed  value    is 

26244, 78- 

4.  In   case  of  Li  and  Na,   there  has   been  also  observed  the 

combination  (2,  p<,  i^)  —  (m,  p{,  it,);   (a,/?2,  ^.2)  —  (m,/?i7  iu2) ; 

7H  =  3,4,    .... 

5.  If  we  form  (3,  of,  3)  —  (m,  p{  —  f>2^\  —  ^2);  /ft  =  4>  5,  .  . . . 
then  we  get  the  infra-red  series  found  by  Bergmann  (2)  for  K,  Rb, 
Cs,  and  the  corresponding  lines  for  Li,  Na,  He,  which  were  un- 
known. 

For  Rb  and  Cs,  the  first  subordinate  series  has  a  satellite,  so 
that  we  have  further  a  second  series  (3,  d1 ',  8')  —  (m,  p{ — />2, 
7T,  — Tio),  which  runs  along  in  the  neighborhood  of  the  first,  and 
has  a  constant  difference  with  respect  to  this,  as  was  observed  by 
Bergmann,  and  even  earlier  by  Saunders  in  case  of  Cs,  while  for 
Rb  the  lines  could  not  be  separated.  The  fundamental  number 
for  this  newly  formed  symbol  (m,  /?,  — /?2,  ^i  — ^2)  is  m  =  4- 

6.  The  following  combinations  also  exist: 

('^Pii  •*«•)  —  (/n,/?i—  P^KI  —  TC2)         (i'  =  i,  a;  TO  =  4,  5,  .  ..)• 
The  pair  shading  toward  the  violet  of  Na,  the  corresponding  pair 

(')  CEuvres,  VII,  p.  98,  et  VIII,  p.  i37. 

(2)  Inaiig.-Diss.,  Jena,  1907;  also  G.  RCJNG-E,  P/iysik.  Zeitschr.,  t.  IX,  1908,  p.  i. 


of  Cu,  and   the  series  of  lines  which  have  been  found  in  Li  an 
Na,  by  Lenard,  Konen  and  Hagenbach,  belong  here. 


7.  Extended  investigations,  such  as  exist  for  the  alkalies,  ai 
lacking  for  the  earth-alkalies  in  the  infra-red  region;  and  the  prii 
cipal  series  have  not  been  observed,  showing  that  the  test  of  tli 
principle  of  combination,  in  the  sense  hitherto  used,  cannot  t 
made  at  present.  The  following  circumstances,  however,  indical 
that  it  is  also  valid  here:  in  the  first  subordinate  series  of  the  seri< 
of  triplets,  with  two  satellites,  we  have  to  introduce  the  new  syn: 
bols  (/72,/?3,  7r.?),  (m:  d",  8")  with/?,  >/?2  >/?s-  I11  the  first  apprc 
ximation  we  may  neglect  r^  —  ic2,  TCO  —  ir3,  and  compute  p{  —  p. 
/?2  —  j0a,  from  the  limits  of  the  subordinate  series,  in  spite  of  th 
fact  that  the  principal  series  have  not  been  observed  ;  p{  —  p*  wi 
be  about  twice  as  large  as  /?2  —  />3,  and  the  two  differences  of  th 
vibration  number  (designated  by  Rydberg  as  v<  and  v2)  are 


There  frequently  occur  double  lines,  with  the  distance  v(,  an 
triplets  with  the  distance  v<,  v2,  outside  of  the  series.  This  is  to  b 
expected  on  the  principle  of  combination  only,  and  only  whe 
(2,  jo/,  TC/)  are  associated  with  any  quantity  (m,  a,  (J).  These  don 
blets  and  triplets  must  therefore  belong  to  series  which  end  at  th 
same  point  (2,  fi.  it/)  as  the  subordinate  series  already  knowi 
but  of  which  only  a  few  terms  of  sufficient  intensity  are  to  h 
perceived. 

It  was  further  possible  to  find  the  equation  of  the  second  sul: 
ordinate  series  for  the  strong  ultra-violet  pairs  for  Ca,  Sr,  Ba,  fc 
which  the  difference  of  the  vibration-numbers  v'  is  to  be  twice  £ 
large  as  vi?  and  from  the  elements  of  these  double  lines  to  form  th 
corresponding  differences  of  the  constants  />,  on  the  assumptio 
that  TU<  —  TU2=:  o.  The  distance  differs  from  that  of  the  series  c 
triplets  by  only  about  1  5  per  cent.  ;  in  the  same  exact  computatior 
the  two  quantities  would  probably  become  equal  to  each  othei 
which  would  correspond  to  the  principle  of  combination. 

Finally,  subordinate  series  of  close  triplets  have  recently  bee 
found  for  Ca  and  Sr,  by  Fowler  and  by  Saunders,  from  the  limil 


of  which  again  the  differences/^ — p'»i  p'*> —  p'zt  can  be  formed. 
Within  the  limits  of  accuracy  of  these,  it  appears  that  they  are  the 
same  as  those  computed  from  the  satellites  and  principal  lines  of 
the  first  subordinate  series  d  —  d1 ,  d! —  d!r,  so  that  a  new  combina- 
tion exists  here. 

It  further  appears  of  advantage,  in  respect  to  the  relations  with 
the  atomic  weight,  to  introduce  the  constants  of  the  formula  in 
place  of  the  wave-numbers,  in  spite  of  the  fact  that  this  can  only 
be  regarded  as  an  approximation.  It  is  well  known,  for  instance, 
that  the  quotient  of  v,  and  the  square  of  the  atomic  weight  JJL  does 
not  vary  much  within  a  group  of  chemically  related  elements;  but 
on  the  contrary  it  varies  greatly  from  group  to  group,  from  3i76 

for  Cs,  to    187.0  for  Tl.  We  introduce  ~ — —  in  place  of -4  and 

'     •         "  p*  r  ^> 

the  variation  becomes  much  less. 

The  discrepancies  which  still  remain  are  probably  due  in  part 
to  the  incompleteness  of  the  series  formulae,  but  particularly  to  the 
neglect  of  TC,  —  n2,  which  certainly  is  not  admissible  in  the  case  of 
Al,  In,  and  Tl.  A  knowledge  of  the  principal  series  of  these  ele- 
ments would  enable  us  to  decide  about  this. 


ELEMENT  C1). 

Na. 

K. 

Rb. 

Gs. 

Cu. 

A, 

Mg. 

Ca. 

Sr. 

Zn. 

91,0 

IT  ,2 

Gd. 

Hg. 

Al. 

In. 

Tl. 

He. 

63,8 
20,4 

V.  10^ 

3p.  ,3 

37,8 
18,9 

32,3 
18,0 

3r,G 

61,8 
iR  6 

79  1° 

68,8 

66,1 

5i,5 

90,2 
18,6 

n5,4 

22,3 

2/5,8 

172,1 

2f),2 

187,0 
32,7 

H-2 

(')  According:  ID  the  summary  by  Hyd  berg,  (Rapports  dti  Congr&s  dv  Physique,,  L  II,  Paris,  1900). 

It  is  known  that  with  increasing  atomic  weight  the  series  fall  off 
with  increasing  rapidity,  so  that  only  those  lines  are  observed 
which  correspond  to  the  lowest  numbers  of  the  order.  At  the  same 
time  the  number  of  the  different  series  increases  (even  Mg  shows 
series  of  double  lines  and  of  simple  lines  in  addition  to  the  series 
of  triplets)  and  the  number  of  combinations  increases.  Thus  we 
finally  reach  a  spectrum  in  which  we  may  perceive  a  large  number 
of  characteristic  constant  differences,  but  no  series.  It  seems  to 


me  very  probable  that  the  so-called  spectra  of  the  second  class 
which  exhibit  this  behavior  are  spectra  with  very  many  combina- 
tions and  with  very  slightly  developed  series. 

The  computation  of  a  quantity  (m,  a,  [3)  assumes  a  knowledge 
of  the  elements  of  a  series  in  the  formula  of  which  it  enters.  This 
elements  may  be  determined-with  great  accuracy,  except  when  only 
a  few  diffuse  lines  are  observed;  it  is  also  somewhat  independent 
of  the  outstanding  uncertainty  as  to  the  exact  form  of  the  equation 
of  the  series.  In  the  cases  cited  under(i),  (3),  (4),  we  have  indeed 
to  compute  exclusively  differences  and  sums  of  observed  wave- 
numbers;  the  accuracy  is  naturally  still  greater  here.  But  on  the 
other  hand  the  constants  entering  into  the  symbol  (m,/>, — /?2, 
TM  —  ^2)  niay  be  varied  by  20  per  cent,  without  making  the  differ- 
ence between  computation  and  observation  much  worse.  On 
account  of  their  smallness  the  influence  of  the  constants  /?<  — /?2, 
^i  —  ~;>j  is  relatively  slight  compared  to  that  of  /??,  and  the  series 
rim  along  nearly  parallel  with  Balmer's  series,  particularly  for  Li, 
Na,  and  He ;  for  greater  atomic  weight  the  observations  are  hitherto 
too  inaccurate  to  give  us  any  certainty  on  this  point. 

In  a  paper  which  recently  appeared  (*)  I  have  shown  that  we  may 
cite  systems  of  the  simplest  sort  of  which  the  energy  is  purely 
electro-magnetic  and  which  observe  Balmer's  formula,  the  laws  of 
series  and  the  analogous  Zeeman  effect,  etc.  The  vibration 


4        n 

is  produced  by  the  magnetic  field  of  m  —  2  elementary  magnets 
turned  toward  each  other,  which  are  identical  among  themselves  : 
in  addition  to  this  magnetic  series  the  electron  is  subject  to  only 
rigid  combinations.  Similar  facts  hold  good  for  other  spectra. 
Higher  numbers  of  the  order  thus  correspond  in  a  certain  degree 
with  higher  magnetic  polymerizations,  which  constantly  become  less 
stable,  so  that  the  lines  become  broader  with  an  increasing  number 
of  the  order,  and  also  become  constantly  weaker.  Violent  motions, 
such  as  occur  in  a  electric  spark,  are  also  unfavorable  to  stability, 


(l)  Magnetische  Atom/elder  und  Serienspektren  (OEuvres,  VII,  p.  98). 
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whence  the  series  in  the  spark  cease  at  lower  numbers  of  the  order 
than  in  the  arc. 

The  magnetic  field  in  an  atom  may  be  regarded  in  all  spectra  as 
produced  by  two  poles  of  opposite  sign,  which  separately  may 
occupy  different  positions  in  the  atom.  In  case  of  hydrogen,  these 
points  lie  at  equal  distances  on  a  straight  line.  It  would  appear 
that  we  may  more  generally  state  the  principle  that  the  simple  lines 
refer  to  or  depend  upon  the  positions  of  these  poles  in  the  atom. 
In  (/n,  a,  (3)  —  (/z,  a',  |3')  each  of  the  terms  represents  the  influence 
of  one  pole;  and,  as  we  have  shown  before,  the  possible  positions 
of  the  separate  poles  permit  the  most  varied  combinations  of  the 
poles  in  pairs. 

As  to  a  certain  minimum  prescribed  in  the  number  of  the  order 
m — which  occurs  in  the  case  of  no  known  processes  of  vibration — 
this  mode  of  representation  only  affirms  that  the  magnet  poles  are 
held  by  the  structure  of  the  atom  at  a  certain  minimum  distance- 
from  the  electron  vibraling  within  an  atom,  an  idea  which  is  quite 
plausible. 

Gollingen,  June  1908. 


XL 

LES   SPECTRES  DE   L1GNES 

ET 

LA  CONSTITUTION  DES  ATOMES. 


Revue  generale  des  Sciences,  2Oe  annee,   1909,  p.   171-175. 


I.  —  G-ener allies.  Nouvelles  lois  empiriques. 

La  nature  des  atomes  et  des  forces  moleculaires  nous  est,  on  le 
sail,  bien  peu  connue,  malgre  les  efforts  toujours  renouvele's  des 
chercheurs;  la  grande  difficulte  da  probleme  vieni,  en  efiel,  de  ce 
que  ce  ne  sont  pas,  en  regie  generale,  les  proprietes  des  atomes, 
mais  des  moyennes  compliquees,  dependant  de  1'agitation  molecu- 
laire  et  des  conditions  exterieures,  qui  font  1'objet  de  nos  percep- 
tions. Pourtant  il  est,  a  cette  regie,  une  exception  importante :  les 
spectres  des  corps  simples  nous  renseignent  d'une  facon  immediate 
sur  les  modes  de  vibration  des  atomes,  car  la  position  des  raies 
dans  le  spectre  est  a  peu  pres  completement  inde*pendante  soit  de 
la  temperature,  soit  des  conditions  exterieures,  et  rneme  des  actions 
des  molecules  les  unes  sur  les  autres.  Evidemment,  s'il  6tait  pos- 
sible de  conclure  des  vibrations  des  charges  electriques  de  1'atome 
aux  forces  qui  les  produisent  et  a  la  disposition  ou  au  mouvement 
des  charges  elles-m^mes,  le  probleme  serait  re'solu ;  la  precision 
extreme  des  mesures  snectrales  nous  fournit  done,,  sur  r.ft  suiel.  des 


resultats  ont  ete  obtenus  dans  cette  voie,  grace  a  la  remarquable 
simplicite  de  quelques-imes  des  lois  empiriques  reliant  entre  elles 
Jes  longueurs  d'onde  d'un  spectre.  On  va  voir  que  le  probleme 
comporte,  en  effet,  pour  Phydrogene  du  moins,  une  solution  tres 
simple,  qui  s'accorde  parfaitement  avec  les  vues  generales  sur  la 
constitution  des  atomes  auxquelles  ont  mene  les  clernieres  clecou- 
vertes. 

Rappelons  la  formule  remarquable,  decouverte  par  Balmer,  qui 
relie  entre  elles  les  longueurs  d'onde  A  des  raies  du  spectre  de 
I'  hydro  gene.  Elle  pent  s'ecrire,  en  designant  par  N  une  certaine 
constante  : 


En  donnant  successivement  a  in  les  valeurs  3,  4:  5,  ...,  82,  on 
obtient  exactement  les  longueurs  d'onde  de  toutes  les  raies  de  1'hy- 
drogene.  L'erreur,  si  elle  existc,  semble  etre  inferieure  au  cent- 
millieme. 

Pickering  a  decouvert,  dans  certaines  etoiles  ou  I'liydrogcne 
predomine,  une  seconde  serie  de  lignes,  que  nous  ne  savons  pas 
encore  produire  au  laboratoire,  et  qui  sont  donne*es  par  la  for- 
mule : 


ou  N  designe  la  m^me  constante  que  plus  haul. 

On  est  porte,  avec  Balmer  etRydberg,  a  penser  qu'en  realite  ces 
formules  devraient  s'ecrire  chacune  avec  deux  nombres  en  tiers 
arbitraires  m  et  /?.,  en  sorte  que  le  spectre  de  Fhydrogene  serait 
donne  par  les  formules  : 

/.v  •  1  l  -  J L 

(  }  IN  X       n*       /?i<2> 


JN    A  7l«  /  -I\* 


les  valeurs  /i  =  3,  4?  •••?  correspondant  a  des  lignes  infrarouges. 
Cette  hypothese  arecu  tout  recemment  une  confirmation  ^clatante. 
Surmes  indications,  M.  Paschen  aeffectivement  trouve  deux  iignes 


infrarouges  de  1'hydrogene,  qu'il  a  pu  mesurer  avec  une  grande 
precision  (* ) ;  il  a  obtenu  : 

X  =  i875i,3ihi  U.A.        et        X  =  12  6 17,6  ±i,  5  U.A. 
Or,  les  formules  : 

NX  =  P"~-~'         _-.  —  ._-_-_ 

donnent 

X=  1 8751, 6        et        X: 


Faccord  ne  laisse  rien  a  desirer. 

II  semble  que  la  recherche  de  systemes  mecaniques  ou  electro- 
magneliques  dont  les  vibrations  soient  representees  par  des  for- 
mules d'une  telle  simplicite  ne  soit  pas  une  entreprise  deraison- 
nable.  D'ailleurs,  des  lois  analogues  ont  ete  decouvertes  dans 
d'autres  spectres,  comme  on  sait,  par  Rydberg,  Kayser  et  Runge. 
Ici  encore,  la  demonstration  est  faite  (a)  que  les  formules  contiennent 
deux  entiers  arbitraires.  En  premiere  approximation,  on  peut  les 
ecrire,  avec  Rydberg  : 

T        _  I  I 

NT  = 


et,  plus  exactement,  comme  1'a  montre  Tauteur  de  cet  article  : 
j  i  i 


n  --  - 


^3)  NX 


N  a  la  meme  valeur  que  pour  Thydrogene,  tandis  que  les  cons- 
tantes  a,  6,  a1  \  bf,  varient  d'un^l^ment  a  1'autre.  En  les  choisissant 
convenablement,  et  posant  w  =  i  {,  n  =  2,  3,  ...,  la  formule  (3) 
donne  la  «  serie  principals  »  de  Kayser  et  Runge;  pour  n  =  2, 
m  —  2^,  3-j,  ...,  elle  donne  la  deuxieme  serie  secondaire  ;  aux 
syslemes  de  valeurs  n  =  3,  m  =  2-^  ...,  etc.,  corespondent  e'gale- 
ment  des  raies  observ^es.  Remplagant  a!  ,  b1  ',  par  certaines  nou- 
velles  constantes  a",  b!l  ,  on  aura  pour  n-=~.  2,  m  =  3,  4,  5,  ...,  la 


(M  F.  PASGHEN,  Ann.  der  Physik,  t.  XXVII,  1908,  p.  537. 
(2)  Pour  plus  de  details   sur  ce  qui  suit,  consulter  ,rnes  differents  Memoires 
(CEuvres,  VI,  p.  90;  VII,  p.  98;  IX,  p.  i4i,  et  X,  p.  168). 


premiere  serie  secondaire,  qui  a  meme  limite,  pour  in  =  co,  que 
ladeuxieme.  Ici  encore,  les  lignes  infrarouges  n  =  3, 772  =  3,  4,  etc., 
ont  pu  etre  observees.  Mais,  resultat  qui  precise  nellement  la  signi- 
fication de  ces  formulas,  si,  au  lieu  de  combiner,  comme  nous 
venons  de  le  faire,  un  premier  terrne  en  a,  b  avec  un  deuxieme  en 
a',  b!  on  en  a",  6",  nous  combmons  ceux-ci  entre  eux,  de  maniere 
a  former  1'expression  : 


a  °      \ 

+  «+^j 

nous  obtenons  encore  des  lignes  observees,  au  moins  dans  certains 
spectres.  Enfin,  pour  Li,  Na,  on  peut,  dans  un  sens  analogue, 
combiner  la  serie  principale  avec  elie-meme  : 

(5) 


JNX 

m~\-a-\ 


Ceb  lois  enoncent  que,  par  Paddition  ou  la  soustraction  des  fre- 
quences de  deux  lignes  ou  series  observees,  on  obtient  la  frequence 
d'une  nouvelle  ligne  ou  serie  de  lignes.  Les  erreurs  sont  de  Tordre 
des  incertitudes  experirnentales  ;  pour  Thulium,  on  calcule  pour 
la  ligne  la  plus  intense  clu  systeme  (4)  •"  5-  =  26244?  86  ;  Texpe- 
rience  a  donnd  26244578. 

Je  n'insiste  pas  davantage;  on  voit  que  : 

i°  Les  lois  simples  se  rapportent  toujours  a  =-?  c'est-a-dire  a  la 
frequence  ; 

2°  Qu'en  faisant  augmenter  indefiniment  Pun  ou  i'autre  des 
nombres  entiers,  les  frequences  obtenues  ont  une  limite; 

3°  Que  chacun  des  deux  termes  de  la  formule  a,  en  quelque 
sorte,  une  existence  se'paree,  et  qu'on  obtient  lesraies  d'un  spectre 
en  combinantde  diverses  manieres  entre  eux  de  tels  termes. 

II.  —  Hypoth&se  des  champs  atomiques. 

Ces  resultats  generaux  font  nettement  ressortir  la  grande  diffe- 
rence qui  existe  entre  tons  les  modes  de  vibrations  elastiques, 
electriques  et  aulres  que  nous  connaissons,  et  les  vibrations  spec- 


trales.  En  premier  lieu,  —  et  lord  Rayleigh  a  beaucoup  insiste  sur 
ce  point,  —  les  lois  simples  des  phenomenes  vibratoires  se  rap- 
portent,  apeu  d'exceptions  pres,  aux  carves  des  frequences,  etnou 
aux  frequences  elles-memes.  Cela  tient  a  ce  que,  a  cote  des  coor- 
donnees  qui  defmissent  1'etat  des  systemes,  les  equations  du  mou- 
vement  en  contiennent  les  derivees  secondes  ou  accelerations.  Or, 
lorsqu'il  s'agit  de  vibrations,  le  temps  n'entre  que  sous  la  forme 
sinv(t  —  £0),  expression  dont  la  derivee  seconde  contient  le  fac- 
teurv-;  pour  determiner  la  frequence  v,  on  a  done  finalement, 
puisque  sinv  (t  —  £0)  disparait  du  resultat,  une  equation  en  v2,  et 
ce  n'est  que  dans  des  cas  tres  particuliers  qu'on  pourra  extraire 
algebriquement  la  racine  carree.  II  en  serait  autrement,  a  remarque 
lord  Rayleigh,  si  les  equations  etaient  du  premier  ordre.  Malheu- 
reusement,  Pintroduction  des  accelerations  s'impose  a  tons  les 
points  de  vue  d'une  maniere  absolue,  et  il  semble  que,  des  I'abord, 
nous  nous  trouvions  dans  une  impasse. 

Pourtant,  une  hypothese  simple  va  nous  tirer  d'embarras.  Si  les 
forces  qui  produisent  les  vibrations,  an  lieu  d'etre  determinees  par 
la  position  ou  la  deformation  du  systeme,  comme  c'est  ge'nerale- 
ment  le  cas  pour  les  systemes  elastiques  et  autres,  dependent  des 
vilesses,  les  equations  du  mouvement  ne  contiendront,  a  cote  de 
celles-ci,  que  leurs  derivees  premieres,  les  accelerations;  elles 
seront  du  premier  ordre  par  rapport  aux  vitesses. 

Or,  la  force  magnetiq  ue  satis  fait  precisement  a  cette  condition, 
et,  de  plus,  nous  ne  saurions  douter  de  Fexistence  de  champs  mag- 
n^tiques  puissanls  a  1'interieur  des  atomes.  D'apres  la  the'orie  du 
ferromagnetisme  de  P.  Weiss  ('),  ces  champs  sont  au  moins  de 
Fordrede  io7  gauss,  ordre  de  grandeur  du  champ  moleculaire,  et 
Ton  sail  que  Implication  quantitative  des  anomalies  des  chaleurs 
specifiques  du  fer,  du  nickel  et  du  cobalt  est  venue  confirmer  cette 
theorie  d'une  fagon  remarquable.  D'autre  part,  M.  Humphreys, 
pour  expliquer  les  lois  du  emplacement  des  raies  sous  i'influence 
de  la  pression,  phenomena  decouvert  par  lui  il  y  a  quelques  annees, 
a  ete  amene  a  les  attribuer  a  Taction  reciproque  de  champs  mole- 
culaires  de  Pordre  de  grandeur  de  io8  gauss. 

Avec  un  tel  champ,  on  montre  sans  difficulte  qu'il  est  possible, 

C1)  Voir  La  Revue  generate  des  Sciences  du  i5  fevrier  1908. 
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d'une  infinite  de  manieres,  d'obtenir  des  vibrations  de  corpuscules 
de  frequence  proportiormelle  a  ce  champ  et  d'un  ordre  de  grandeur 
correspondant  aux  vibrations  lumineuses.  II  suffit,  par  example, 
d'assujettir  le  corpuscule  a  rester  sur  un  element  de  surface  ou  dans 
un  plan  donne  :  ce  corpuscule,  mis  en  mouvement,  executera  un 
mouvement  circulaire  de  frequence  v  proportionnelle  a  la  compo- 
sante  H^  du  champ  H  normale  au  plan.  Si  an  champ  Hn  vient  s'en 
ajouter  un.  nouveau  H^,  qui  produirait  a  lui  seul  une  vibration  de 
frequence  v',  la  superposition  des  deux  champs  donnera  la  fre- 
quence v  -f-v'.  On  obtient  done  bien  la  forme  lineaire  exigee  par 
la  loi  des  differences  constantes  et  par  les  lois  eiioncees  ci-dessus. 

III.  —  Les  spectres  de  rhydrogeme.  Les  series. 

Ad  meltons  done  que  les  forces  qui  produisent  les  vibrations  des 
spectres  de  lignes,  ou,  plus  exactement,  des  spectres  en  series, 
soient  purement  magnetiques.  Cette  hypothese  va  nous  permettre 
d'expliquer  1'existence  d'une  limite  des  frequences,  et  surtout  de 
donner  une  interpretation  simple  des  formules  (i)  et  (2)  de  I' hydro- 
gene  ;  de  plus,  elle  nous  fera  comprendre  1'origine  des  effets  Zeeman 
anormaux  et  compliques.  Sa  probabilite  s'en  trouvera  accrue  d'au- 
tant  plus  que,  malgre  les  efforts  de  nombreux  chercheurs,  aucune 
solution  admissible  ni  de  Fun  ni  de  Fautre  de  ces  problemes  n'avait 
pu  etre  trouve'e  jusqu'ici. 

Admettons  (ce  sera  I'hypothese  la  plus  simple)  que  le  champ 
soit  produit  par  un  aimant,  et  supposons,  par  raison  de  symetrie, 
le  corpuscule  place*  sur  le  prolongement  de  la  ligne  des  poles  a 
une  distance  /^  du  premier,  ?*%  du  second,  et  executant  de  petites 
vibrations  dans  un  plan  perpendiculaire  a  cette  ligne.  Soit  (JL  la 
charge  magnetique  d'un  des  poles;  la  frequence  sera  proportion- 
nelle au  champ,  pris  au  point  ou  se  trouve  le  corpuscule,  c?est-a- 
dire  a 


soit  A  un  facteur  qui  ne  depend  que  de  la  charge  et  de  la  masse 
du  corpuscule;  on  aura  : 


frequence  =  v  =  A  fi         - 


On  reconnait  deja  la  forme  si  curieuse  des  form  ales  (i)  a  (4). 

Pour  obtenir  exactement  les  formules  de  1'hydrogene,  il  sufiira 
des  lors  de  supposer  Faimant  compose  d'un  nombre  arbitraire  in1 
d'aimants  identiques  entre  eux,  de  longueur  a  chacun,  poses  bout 
a  bout.  De  plus,  Faimant  sera  rattache  de  facon  rigide  a  F  element 
de  surface  dans  lequel  le  corpuscule  est  assujetti  a  vibrer,  au  mojen 
d'un  certain  nombre  de  particules  de  memes  dimensions  que  les 
aimants,  egalement  posees  bout  a  bout,  mais  non  magnetiques. 
Les  distances  r{  ,  r2,  seront  alors  des  multiples  de  a^  soit  r<  =  net, 
r2  =  met)  et  les  frequences  seront  : 


II  suffit  de  choisir  convenablement  les  constantes  A,  |JL,  a2,  pour 
obtenir  la  formule  (i)  de  1'hydrogene. 

En  somme,  il  faut  admettre  que,  dans  les  conditions  ou  il  e'met 
la  serie  de  Balmer,  Phydrogene  est  susceptible  d'etats  clivers,  cons- 
tituant  en  un  certain  sens  des  polymerisations,  et  resultant  de  ce 
qu'un  nombre  plus  ou  moins  grand  d'elements  magnetiques  etnon 
magnetiques,  dont  il  n'est  pas  ne'cessaire  de  pr^ciser  la  nature, 
peuvent  s'agglomerer  entre  eux  en  forme  de  cliapelet  rectiligne  et 
s'attacher  a  1'atome  d'hydrogene.  Ou,  si  Ton  vent  une  image  con- 
crete :  prenons  une  barre  aimante'e  et  deux  barres  de  cuivre  de 
meme  longueur;  pla^ons-les  bout  a  bout.  A  l'extre"mite  cuivre  du 
systeme,  plagons  une  charge  electrique  convenable,  et  donnons-lui 
une  legere  impulsion;  elle  vibrera  en  donnant  la  raie  Ha.  Ajou- 
tons  au  bout  de  la  premiere  une  seconde  barre  aimantee  identique  : 
nous  obtiendrons  H(3;  une  troisieme  donnera  Hy,  etc. 

Cette  explication  est-elle  invraisemblable  au  point  de  vue  des 
idees  modernes  sur  la  constitution  de  la  matiere?  On  ne  saurait  le 
pretendre.  II  est,  en  effel,  facile,  de  bien  des  manieres,  de  distri- 
buer  1'^lectricite  dans  un  corps  de  revolution  en  rotation  autour  de 
son  axe,  de  maniere  a  le  rendre  equivalent  a  un  aimant  elemeritaire. 
Des  mouvements  rotatoires  ou  circulatoires  des  charges  electriques 
a  I'inte'rieur  des  atomes  sont,  d'ailleurs,  indispensables  pour  expli- 
quer  le  magnetisme  ;  les  premiers  sont  les  plus  stables.  D'aulre 
part,  les  systemes  qui  emettent  les  spectres  de  lignes  —  et  c'est 
encore  lord  Rayleigh  qui  a  particulierement  insiste  sur  ce  point  -*• 


doivent  etre  extraordinairement  stables,  sinon  les  lignes  devien- 
draient  diffuses.  Si  done  on  admet  que  1'atome  chimique  est  un 
assemblage  de  divers  elements,  Fhypothese  de  connexions  rigides 
entre  ces  elements  sera  particulierement  probable.  Enfin,  parmi 
les  diverses  manieres  d'assembler  un  nombre  variable  d'elements, 
une  des  plus  simples  et  sans  contredit  de  les  poser  bout  a  bout. 

II  est  bien  evident  que  toute  hypo  these  particuliere  sur  la  struc- 
ture des  atonies,  capable  d'expliquer  le  grand  nombre  de  lignes  des 
spectres,  paraitra  plus  ou  moms  improbable  a  premiere  vue.  On 
s'en  rend  compte  pour  pen  qu'on  y  reilechisse.  L'hydrogene  lui- 
meme,  qu'on  sera  tente  de  consideVer  comme  le  plus  simple  des 
elements,  possede  plusieurs  spectres  et  e*metdes  centaines  de  lignes 
de  caracteres  tres  differents.  On  devra  bien  admettre  que  cette 
simplicity  est  tres  relative,  et  s'estirner  heureux  d'y  decouvrir  au 
moins  des  rapports  geometriques  simples  et  des  forces  connues, 
agissant  suivant  des  lois  simples,  comme  c'est  le  cas  dans  1'hypo- 
these  qui  nous  occupe. 

D'ailleurs,  on  peut  modifier  notre  sysleme  de  diverses  manieres, 
eviter  Fintroduction  des  elements  non  magnetiques,  etc.  Le  point 
essential  est  que  les  vibrations  soient  produites  par  un  champ 
magnetique  provenant  de  deux  poles  susceptibles  de  prendre 
ckacun ,  dans  VaLome,  un  certain  nombre  de  positions  dijfe- 
rentes,  equidistantes  sur  des  lignes  droites. 

En  generalisant  ces  hypotlieses,  on  arrive  a  d'a litres  formules 
telles  que  (2),  (3);  il  existera  ton  jours  une  limite  des  vibrations. 
L' observation  a  donne  ceresultat  remarquable  que  le  facteurNest 
le  meme  pour  tous  les  corps.  Cela  exige,  dans  notre  llieorie,  que 
non  seulement  le  corpuscule  vibrant,  mais  atissi  les  <c  aimants  ele- 
mentaires  »,  soient  identiques  pour  tous  les  corps.  On  voit  ainsi 
apparaitre,  a  cot6  des  corpuscules,  un  deuxieme  element  consti- 
tuant  uiiiversel  de  la  matiere. 

IV.  —  Les  effets  Zeeman  anormaux. 

On  sait  que  ce  sont  precise'ment  les  lignes  appartenant  aux  series 

qui  se  decomposent,,  dans  un  champ  magne"tiqne,   de  la  facon  en 

general  la  plus  complique'e.  On  a  compte  quinze  etm£me  dix-neuf 

composantes,  et  les  distances  de  ces  composantes  sont  tres  souvent 
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entre  elles  comnae  des  nombres  enliers.  M.  Lorentz  a  tente  d'ex- 
pliquer  ces  decompositions  en  remplacant  relectron  simple  de  la 
tlieorie  elementaire  par  des  systemes  a  n.  degres  de  liberte;  et  il 
faut  autant  de  systemes  qu'il  existe  de  lignes  spectraies.  C'est  done 
la  une  hypothese  Ires  compliquee;  encore  les  decompositions  ob- 
servees  n'ont-elles  pu  etre  mterprelees,  je  ne  clis  pas  physique- 
ment,  mais  matbematiquement,  que  dans  mi  tres. petit  iiombre  de 
cas~,  et  la  loi  des  rapports  rationnels  reste  inintelligible.  II  en  est 
autrement  dans  notre  hypothese.  Un  systeme  magnetique  executera 
dans  la  plupart  des  cas,  sous  I'iiilluence  combinee  dti  champ  exte- 
riear  er  da  champ  interieur,  beaucoup  plus  intense,  des  mouve- 
inents  oscillatoires  periodiques,  developpables  en  serie  de  Fourier. 
II  en  resulte,  pour  Pelectron  vibrant,  des  mouvements  plus  compti- 
que's,  et  le  calcul  montre  que,  w  etant  la  periode  du  mouvement  de 
I'atome,  la  vibration  sera  decomposable  en  une  so  mine  de  termes 
sinusoi'daux,  correspondant  a  des  lignes  de  frequence  r0±:mco, 
VQ  ^tant  la  frequence  primitive,  et  m  un  entier.  On  voit  que  les 
distances  des  composantes  sont  bien  dans  un  rapport  rationnel; 
leurs  polarisations  sont  celles  qu'exige  Fexperience.  Un  electron 
nous  donnera,  en  general,  a  lui  seul,  un  nombre  indni  de  compo- 
santes, dont  quelques-unes  seulement  sontassez  intenses  pour  e"tre 
pergues ;  leur  nombre  depend  de  la  rapidite  de  la  convergence  de 
ia  serie.  Le  phenomene  de  Zeeman  joue  done,  dans  cettv  ma- 
niere  de  voir,  pour  Les  mouvements  rotcttoires  de  i^atome^  le 
rdle  d'un  analyseur  harmonique. 

V.  —  Autres  modes  d'explication.  Conclusions. 

Peut-on  conclure  de  la  que  les  vibrations  des  spectres  en  series 
sont  bien  dues  a  des  champs  magnetiques  inienses?  II  cst  dans  la 
nature  des  choses  qu'une  telle  conclusion  ne  s'impose  pas  imme- 
diatement.  Les  vibrations  d'un  systeme  ne  suffiscnt  pas  a  nous 
renseigner  sur  sa  constitution.  Pour  s'imposer,  !a  th^orie  devra 
embrasser  de  facon  simple  Tensemble  des  observations  et  les  rat- 
tacher  a  d'autres  domaines ;  les  autres  modes  d'explication  devront 
apparaitre  comme  infiniment  moins  economiques  pour  notre  pen- 
see.  Pour  cela,  il  importe  de  les  cultiver  tons;  aussi  voudrais~je, 
en  terminant  cet  expose1,  parler  de  Tun  de  ces  modes,  le  seul  qui, 


a  1'heure  qu'il  est,  merite  serieusement  d'etre  pris  en  consideration. 
On  sail  que  les  vibrations  des  corps  elastiques,  comme  celles  des 
series  spectrales,  sont  en  nombre  infini,  et  que  leurs  frequences 
dependent  de  certains  nombres  entiers  qui  sorit  les  nombres  de 
lignes  nodales  (figures  de  Cliladni)  on  de  surfaces  nodales  caracte- 
risant  chaque  vibration.  Pour  une  membrane  rectangulaire,  on  a 


a  et  b  etant  des  constantes,  m  eln  des  entiers.  Mais,  a  1'oppose  des 
series  spectrales,  lorsque  in,  n  augmentent  indefiniment,  il  en  est 
de  meme  de  c.  Cela  resulte,  en  derniere  analyse,  de  ce  que  les 
forces  produisant  les  vibrations  elastiques  s'annulent  a  petite  dis- 
tance. On  pouvait  se  demander  si  d'autres  forces,  agissant  suivant 
la  loi  de  Newton  on  d'autres  lois,  ne  donneraient  pas  des  formules 
du  type  (i),  (2)  et  (3).  Cette  hypo  these  a  etc*  envisagee  par  I'au- 
teur  de  cet  article,  et,  a  sa  suite,  par  MM.  Fredholm  et  Hadamard. 
Elle  trouve  son  expression  mathematique,  non  dans  des  equations 
aux  derivees,  mais  dans  des  equations  integrates,  et  il  resulte  de 
ces  recherch.es  que  la  loi  du  carre  des  distances,  et  une  infinite 
d'autres,  conduisent  bien  a  unelimite  des  vibrations.  Maiheureuse- 
rnent,  I'analogie  semble  s'arreter  la.  Car,  pour  obtenir  elTectivement 
les  formules  de  Fliydrogene  (i)  et  (2),  il  faut  admettre  des  lois 
d'une  complication  invraisemblable.  Les  equations  integrates  sim- 
ples de  M.  Fredholm  n'y  sauraient  conduire.  II  tie  suffit  d'ailleurs 
pas  qti'a  une  serie  spectrale  on  puisse  faire  correspondre  icne  loi 
d'attraction;  il  faut  quecelle-cine  soit  pas  troj  nvraisemblable,  et 
ne  depasse  pas  de  beaucoup  en  complication  la  formule  qu'il  s'agis- 
sait  d'expliquer.  Le  fait  que  les  equations,  dans  cette  hypo  these, 
contiennent  le  carre  des  frequences,  n'est  pas  de  nature  a  simplifier 
le  probleme,  et  montre  plutot  la  grande  portee  de  la  remarque  de 
lord  Rayleigh  dont  il  a  6te  question  plus  haut.  Pour  avoir  des  ex- 
ceptions, il  faut  des  constructions  compliquees.  Enfin  si,  abaii- 
donnant  tout  prejug^  physique,  on  cherche  simplement  a  satisfaire 
aux  conditions  math^matiqnes  du  probleme,  on  est  conduit  a  des 
systemesdont  la  vibration  londamentale  seule  ravonne  de  facoii 
sensible;  le  rayonnement  des  harmoniques  superieurs  est  sensible- 
ment  nul  par  1'effet  des  lignes  nodales;  its  ne  seraient  pas  percep- 
tibles. 
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Pourtant,  toutes  ces  hypotheses  meritent  d'etre  etudiees  avec 
soin,  car,  si  elles  ne  s'appliquent  pas  aux  lignes  seriees,  elles 
peuvent  s'appliquer  aux  autres  lignes,  sur  I'arrangemenl  desquelles 
nous  ne  savons  rien,  ou  aux  spectres  de  bandes,  dont  les  lois  fon- 
damentales,  donnees,  on  le  sait,  par  M.  Deslandres,  presentent 
avec  les  lois  des  systemes  vibratoires  conrius  plusieurs  analogies 
importantes. 

En  somme,  V explication  de  beaucoup  la  plus  simple  des  series 
spectrales  de  Vhydrogene  et  d' autres  coi'ps  consiste  aattribuer 
ces  vibrations  a  ^influence  de  champs  magnetic/ties  intenses, 
provenant  de  poles  magnetiques  distribues  dans  t'atome  sui- 
vant  des  Lois  geometriques  simples.  U energie  de  ces  sysleme.s, 
il  est  important  de  le  remarquer,  est  purement  electromagne- 
tique. 


XII. 
IJBER  EINIGE  ANOMALE  ZEEMAN-EFFERTE 


IM 


SPEKTRUM  VON  THORIUM. 

(BEMERKUNGEN  ZU  DER  ARBEIT  DES  HERRN 
B.  E.  MOORE.) 


Physikalische  Zeitschrift,   ro.  Jahrgang,   No.  9,  Seite  807-308. 


Die  von  Hrn.  Moore  (')  bei  Thorium  beobachteten  komplizierten 
Zerlegungen  zeichnen  sicli  durch  einige  bisher  nicht  bekannte 
Eigentiimlichkeiten  aus,  die  ich  im.  folgenden  hervorheben  mochte. 

Wie  Verf.  gezeigt  hat(2),  entsprechen  die  bisher  bekannten  Zer- 
legiingen,  in  der  Skala  der  Schwingungszahlen  v  gemessen,  den 
Formeln 

{  l)  V  =  VQlb  7?ICO 

flir  die  Schwingungen  parallel  zumFeld  (/?), 
(2)  v=v0±w'd=nco 

fiir  die  Schwingungen  senkrecht  zum  Feld  (5). 

Es  sincl  co,  co;  zwei  geeignete  Konstanten,  /n,  n  ganze  Zahlen, 
fur  die  meist  nur  die  Werte  o,  i,  2  in  Belracht  kommen.  Mil 


andern  Worten,  die  Leiden  (s)-Gruppen  entstehen  aus  der  (p}- 
Gruppe  durch  eine  geeignete  Verschiebung  derselben  nach  rechts 
und  nach  links.  Wieviel  Linien  dieses  (unendlichen)  Schemas- 
wirklich  beobachtbar  sind,  und  ob  Liicken  vorhanden,  bleibt  tlieo- 
retisch  unbestimmt. 

Im  einfachsten  Falle  bestehen  die  Grnppe  der  (p]  und  die  zwei 
Gruppen  der  (s)  je  aus  aquidislanten  Linien,  und  der  Absland  isl 
w  fur  alle  drei  Gruppen.  Auch  bei  Thorium  ist  dem  so  in  der  Mehr- 
zahl  der  Falle,  insbesondere  bei  den  Linien  4448?  oo;  4°94?99; 
4086,71;  4oig,  3o;  8704,16;  3549, 83(i).  Bei  8929,74  dagegen 
ist  der  Absland  der  ($)  (beob.:  0,28)  genau  halb  so  gross  \vie  der 
derjp-Komp.  (beob.:  0,57;  o,55;  o,55);  es  ist  jecle  zweile  Lime 
des  Schemas  (i)  zu  schwach,  um  wahrgenommen  zu  vverden,  falls 
sie  exisliert.  Oder  auch:  es  kommen  in  (i)  nur  gerade  />?,  in  (2) 
aber  gerade  urid  ungerade  n  vor. 

Bei  4^77,49  bat  n  die  Werte  o,  2,  m  den  Werl  3 ;  langere  Ex- 
position wiirde  wahrscheinlich  die  dem  Wert  m  =  i  enlsprechen- 

den  y;-Komponenlen  ^  =  dt  0,26  hervorbringen.    Die  Abstande 

sind  wie  i  zu  3.  Bei  8792,62  ist  /n  =  o,3,  n  =  i  zu  setzen ;  die 
Absiande  verhalten  sich,  wie  2  zu  3. 

Endlich  hei  4  J 4^87  verhalten  sich  die  Abstande  wie  3  zu  4* 
und  zwar  genau,  wie  die  Koinzidenz  der  p  und  $  bei  i,34  zeigl 
(beob.:  i,34,  i,3p.,  i,35,  i?35);  es  ist  m=2,6,  10;  n  =  o,3. 
Jm  Gegensalz  zu  den  meisten  andern  Zerlegungen  sind  bier  ftir  die 
Darslellung  nach  der  RungeschenRegel  und  nach  obigen  Formeln 
dieselben  ganzenZahlen  erforderlich,  so  dass  diese  Linie  zwischen 
den  beiden  Gesetzen  keinc  Entscheidung  bri.igt.  Dem  ist  slets  soy 
wenn,  wie  eben  bei  4  ^l2?  87,  eine  der  5-Komponenten  die  friihere 
Lage  der  Linie  einnimnit:  dann  fordern  die  Formeln  (i),  (2)  ein 
rationales  Verhaltnis  allei-  Abslanclc,  womit  der  eine  Teil  der 
Rungeschen  Regel  erfiiJli  ist.  Ob  die  Abstande  mil  der  «  Normal- 
zerlegung  »  ralional  zusamnienha'ngen,  lasst  sich  zurzeitnichtprii- 

fen,    vveil  die  Unsicherheit  des  Wertes  —der  Kathodenstrahlenr 

»>i  j 


(l)  Bei  4282,20;  /J2o2,o3;  4i8o,i5;  4116,91;  4069,40;  3434,09:  3338, oo  sind  die 
/>-Kompoucnicn  aber  aqui(li>tunl1  von  den  s  ist  nur  je  cine  ^emessen  worden,, 
so  dass  eine  Prufung  aer  Foiniclu  niclil  niuglicli  isL. 
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und  somit  der  Normalzerlegrune1,  noch  zu  gross  1st.  —  Der  ent- 

O  O  '  O 

gegengeselzle  Fall  trill  bei  4086,71  ein:  es  sind  die  Abslande  der 
s-  bzw.  _/?-Koinponenteii  untereinander  :  0,88;  0,90";  0,89;  o,83; 
o,83;  o,S5;  sie  sind  iiquidislanl  innerhalb  der  Fehlergrenzen,  mil 
co  =  o,  863,  m  =  i ,  3  ;  n  •=.  \ ,  3.  Die  innerste  5-Komponenie  liegt 
aber  nur  um  0,16  vender  Nnllage  entfernt,  so  dass  ein  rationales 
Verhaltnis  co^co  sehr  unvvahrsclieinlicli  ist,  und  man  bei  Anwen- 
dung  der  Rungescben  Regel  hier,  vyie  in  vielen  andern  Fallen, 
auf  sehr  grosse  gauze  Zahlen  gefiilirt  vvird.  Es  ist  moglich,  dass 
diese  Regel  nur  unter  besonderen  Umslanden,  etvva  bei  speziellen 
Sjmmelrieverbaltnissen  des  sclnvingenden  Systems,  Geltunghat. 
Die  Zerlegung  von  0649,90  lasst  einen  sicheren  Schluss  nicht 
zu  ;  \veitere  fur  die  Priifung  der  Formeln  in  Betracht  kommende 
Linien  hat  Herr  Moore  nichl  beobachlet. 

Goiiingen,  Februar  «9O(). 


XIII. 
SERIES  IN  THE  BARIUM  SPECTRUM. 


(Astrophysical  Journal,  Vol.  XXIX,    rgoo,  p.  'i.|3.) 


The  previously  unknown  triplet  series  of  barium  has  recently  (') 
been  discovered  and  published  by  F.  A.  Saunders.  Very  few  terms 
of  the  series  were  observed,  and  since  these  were  not  represented 
by  formulae  known  to  be  applicable  to  Mg,  Ca,  and  Sr,  the  choice 
of  lines  may  seem  at  first  to  be  somewhat  doubtful.  The  following 
remarks  will,  I  think,  serve  partly  to  verify  his  results. 

The  lines  of  the  first  subordinate  series  may  be  accurately  repre- 
sented by  either  of  the  two  following  formulae  : 


(i) 


t  m  -+-  a 


'  |>r-+-a-t-[iio-5(A.  —  v)]« 

which,  as  I  have  shown  (2),  serve  to  represent  with  great  accuracy 
the  series  of  other  elements.  In  these  formulae  A,  a,  6,  a,  and  j3 
are  constants;  m  a  whole  number,  and  v  the  wave-number 
(per  cm)  in  vacuum. 

For   the  strongest  (and   most   completely  observed)  lines  we 
obtain,  for  instance  : 
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0    00 
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—  o,5 

The  differences  are  throughout  smaller  than  the  errors  of  obser- 
vation. In  this  case  A  =28472  ;  a  =  -f-o,  29681 ;  b=  —  i  ,4600.  In 
the  corresponding  cases  for  Mg,  Ca,  Sr,  the  constant  a -\-  i  has 
the  values  o,  842,  1,090,  and  i,  222 ;  the  value  for  Ba,  1,296,  fits 
in  well  with  these.  The  alkalies  furnish  a  progression  which  is  very 
similar. 

The  wave-number  difference  =  878,  o,  divided  by  the  square  of 
the  atomic  weight  (JJL)  gives  47,0.  io~~n,  while  the  values  for  Mg, 
Ca  and  Sr  are  68,8.  io~:J,  66,  i .  io~3,  and  5i  ,5 .  to~3.  As  I  have 
pointed  out  ('),  the  quotient— — r^->  calculated  from  the  limits  of  the 
series,  varies  still  less  from  element  to  element, 


=  o,i4G(Mg);     o,i77(Ca);     o,i5;(Sr);     o,i48(Ba). 


Finally,  the  separations  of  the  satellites  of  the  strongest  lines  of 
the  first  members  (/?  =  3)  vary  approximately  as  the  square  of  the 
atomic  weights.  This  requirement  is  also  fulfilled  in  this  case. 
From  these  facts  it  is  evident  that  the  first  subordinate  series  of  Ba 
is  correctly  given  by  Saunclers. 

The  same  conclusions  hold  for  the  first  two  triplets  of  the  second 

subordinate    series.    Since    the  quotient  — - — r   varies    but  little 

"  a  -+-  o .  o 

among  the  members  of  a  group  of  chemically  related  elements, 
I  have  already  ('-)  given  a  probable  value  of  0.82 5  for  this  number 
in  the  case  of  Ba.  Granting  that  the  limits  of  the  two  series  are 
the  same,  we  have  left  in  the  equation  of  the  second  subordinate 
series  only  a  single  constant,  a,  to  be  calculated.  In  the  red  and 
ultra-red,  where  the  first  term  of  the  series  must  lie,  only  one 
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triplet  was  found  with  the  proper  separations.  If  we  use  this  to 
calculate  a,  the  formula  so  derived  leads  to  the  second  triplet  given  . 
by  Saunders  to  within  5  A.,  and  this  is  a  very  small  error  when  we 
consider  that  both  the  number  0.820  and  the  limit  of  the  first 
subordinate  series  (')  are  very  uncertain.  Thus  both  these  triplets 
doubtless  belong  to  the  second  subordinate  series,  if  we  now  deter- 
mine A  and  a  from  these  two  triplets,  we  find  A  =  4248-4  ^or  l^e 
strongest  line  of  the  third  triplet,  while  Saunders  gives  4a3g.gi. 
The  use  of  the  formula  therefore  leads  us  to  doubt  the  propriety 
of  classifying  this  triplet  (and  those  following)  in  the  series.  It  is 
possible,  as  Saunders  remarks,  that  the  formula  does  not  fit  this 
series,  notwithstanding  the  fact  that  it  successfully  represents  the 
second  subordinate  series  of  all  the  elements;  but  further  investi- 
gation of  the  missing  lines  of  the  triplets  of  this  series  must  be 
made  before  the  question  can  be  definitely  settled. 

Gotlingerij  January  1909. 


(l)  The  formulae  (i)  and  (2)  represent,  in  general,  the  first  subordinate  series 
(especially  of  Ca)  less  exactly  than  the  second;  if  only  a  few  lerms  are  known, 
and  these  only  inaccurately,  considerable  errors  in  A  may  result. 


XIV. 
PLAQUES 

POUR  LA 

PHOTOGRAPHIE  DU  SPECTRE  INFRA-ROUGE 

(d'apres  le  cahier  cle  laboratoire  de  Rilz, 
par  A.  Cotton  et  Pierre  Weiss). 


La  Note  des  Comptes  rendus  publiee  par  Ritz  le  16  juillet  1906 
et  reproduite  plus  haul  (IV,  p.  88),  ne  renferme  que  des  indica- 
tions generates  sur  les  essais  qu'il  avait  faits  sur  ce  sujet  a  diverses 
reprises.  II  les  avait  entrepris  dans  le  but  de  rechercher  lui-meme 
les  raies  demission  de  certains  m£taux  que  ses  formules  spectrales 
lui  faisaient  pr^voir,  et  qui  out,  depuis,  ete  effecdvement  observees 
par  d'autres  precedes. 

La  Note  des  Comptes  rendus  renferme  Fessentiel  des  r£sultals 
concernant  les  premieres  experiences  qui  ont  porte  sur  le  precede 
d'Abney.  Ce  physicien,  en  soumettant  a  la  chaleur,  dans  des 
conditions  converiables,  un  collodion  au  bronmre  d 'argent,  avait 
obtenu  une  emulsion,  caracterisee  par  une  coloration  bleue, 
par  transparence,  avec  laquelle  il  a  pu  photographier  le  spectre 
solaire  jusqu'a  i>,  4  environ.  Les  experiences  n'avaient  jamais  pu 
etre  reproduites.  Ritz  qui  y  avait  reussi,  non  sans  peine,  indique 
dans  la  Note  pour  quellcs  raisons  surtout  (*)  ceux  qui  avaient 
essaye  avant  lui  avaient  echoue.  Mais  il  ne  semble  pas  utile  de 
chercher  a  completer  les  indications  donnees  sur  le  procede 
d'Abney  dans  cette  Note.  Ritz,  en  effet,  a  reussi  a  pr6parer,  non 


plus  avec  du  collodion,  mais  avec  dela  gelatine,  des  plaques  be 
coup  plus  sensibles  et  d'un  emploi  plus  commode. 

Ses  experiences  sur  ce  sujet  ont  ete  interrompues  au  mom 
ou  elles  lui  avaient  donne  les  resultats  les  plus  encourageants.  Vc 
un  precede  operatoire,  extrait  de  son  cahier  de  laboratoire.  (! 
etjuin  1906.) 

On  prepare  d'abord  une  solution  de  gelatine  a  10  pour  TOO 
faisant  dissoudre  (temperature  65°  environ)  i4s  de  gelatine 
Winterthur  dans  i4og  d'eau. 

On  fait  ensuite  le  precipite  de  bromure  d'argent  en  pulverisa 
an  moyen  de  1'appareil  represente  figure  i ,  une  solution  de  b 
mure  dans  une  solution  de  nitrate  d'argent.  La  pression  6 
obtenue  commodementau  moyen  d' une  bornbe  d'acide  carbonic 
munie  d'un  detendeur. 

i°  Bromure  de  zinc 1^90. 

Eau 3ocul3. 

2°  Nitrate  d'argent 3s. 

Eau 3ocm3. 

(Dans  cette  experience  il  y  a  done  un  leger  exces  de  niti 
d'argent.) 

La  pulverisation  faite,  on  maintient  pendant  10  minutes  a  i 
temperature  de  4o°  a  5o°,  on  lave,  puis  on  emulsionne  le  preci] 
a  la  temperature  de  4o°  en  Pajoutant  a  35cmS  de  la  solution  de  g 
tine,  de  sorte  que  le  volume  total  soit  d'environ  4ocm''.  On  ajo 
0,2  (*)  de  bromure  d'ammonium.  On  porte  pendant  r5  minut< 
une  temperature  comprise  entre  90°  et  100°.  On  laisse  refro 
pendant  5  henres,  on  coule  sur  la  plaque  et  on  laisse  s<§cher  p 
dant  12  heures. 

Dans  le  cahier  de  laboratoire  dont  est  extrait  ce  precede,  il 
a  pas  de  renseignement  sur  la  teinte  de  1'emulsion  apres  le  mu 
sage,  c'est-a-dire  dans  les  conditions  ouPutzremployait;  d'apre 
Note  aii-zComptes  rendus  il  semble  que  le  bromure  precipite  a  fi 
par  ce  procede  etait  bleu  par  transmission.  D'apres  le  cab 
i'emulsion  aussitot  apres  sa  preparation  a  40°,  n'etait  pas  bl 
mais  grise,  tirant  plus  ou  moins  sur  le  rose. 

(:)  Grammes  ou  centimetres  cubes  d'une  solution  titre"e? 


Apres  o  minutes  d'exposition  a  un  spectre  donne  par  one  lampe 
Nernst  et  un  prisme  a  vision  directe,  il  obienait  une  impression 
qui  allait  jusqu'a  la  limite  d'actionde  1'infra-rouge  sur  an  ecran  de 
sulfure  de  zinc  phosphorescent.  La  phosphorescence  est  detruite 
par  les  rayons  infra-rouges  de  longueur  d'onde  inferieure  a  1^4  on 
i^,5,  nombres  donnes  par  Becquerel  et  adoptes  par  Ritz.  (Test 
cette  limite  qui  est  indiquee  en  M  dans  la  figure  2,  dans  laquelle 

Fig.  i. 


„  Nitrate  d- argent; 


-prcssiofv 


les  deux  doubles  traits  verticaux  R  representent  deux  reperes  en 
fil  metallique  qui  se  marquaient  parleur  ombre  sur  la  plaque.  /  est 
la  limite  de  sensibilite  des  plaques  panchromaliques  Lumiere. 

Comme  Ritz  1'indique  dans  sa  Note  aux  Cornptes  rendus,  il  a 
aussi  prepare  le  bromurc  d'argent,  par  le  meme  procede  de  pulve- 
risation, avec  des  solutions  alcooliques  : 


Bromure  de  zinc 
Alcool 


3ot<ulS. 


•A°  Nitrate  d'argent  ........     3,os. 

Eau  .......  ............     3cm>. 

Alcool  .................     3ocmJ. 

Le  reste  de  la  preparation  a  ete  fait  exactementcomme  ci-dessus. 
La  sensibilite  semblait  s'etendre  un  pen  moins  loin  que  dans  la 
preparation  a  I'eau  (a111111  dans  la  figure  2). 

Au  moment  ou  il  interrompit  les  experiences,  Ritz  consideYait 
que  les  deux  recetres  ci-clcssus  contenaient  une  solution  du  pro- 
bleine.  II  pensait  qu'elle  devait  encore  etre  perfectionnee  en 
remediant  au  defaut  du  voile;  paries  precedes  habituellement  em- 
ployes a  cet  effet. 

II   se   proposait   aussi  de  varier  d'une  facon  sysl^matique  les 


conditions  de  cette  preparation.  On  a  vu  c|u'il  i'aisail  la  pulve- 
risation de  la  solution  de  nitrate  clans  celle  de  bromure.  11  sc  pro- 
posait  d'essayer  I'inverse.  Les  liqueurs  employees  correspond;* tent 
a  un  exces  de  nitrate,  il  fallait  essaycr  un  execs  de  brmuure.  II 
restait  aussi  a  voir  si  r execs  d'un  des  reaelifs  est  utile  pendant  le 
chauflage,  s'il  ne  serait  pas  avanlagcux  cle  laver  le  preeipile  avant 


IS 

fl      R 

R 

.  c  1 

i 

Jj  unite  d&  i  action-  «v  «/•  /<? 
.r  ulfitre-  d&  'Auic  phayphot 
•  et  l£<?  pluqiu&y 


de  le  chauffer  pour  la  premiere  fois,  de  laisser  refroidir  avant 
I'emulsification,  etc. 

Quelques  semaines  plus  lard,  apres  la  huUnre  de  deux  Memoires 
de  Stas  (Annales  cle.  C/iim.  et  de  Pliys..  .f  seric,  t.  XXV,  iH^y., 
p.  22  et  5e  serie,  t.  Ill,  iS^.^i,  p.  i/jT)  el  ^8t)),  il  semble  avoir  <*rti  a 
la  possibilite  d'en  deduire  uue  preparalion  plus  ralionnelle  vi  siiu- 
plifiee  des  memes  plaques  et,  peut-elre,  d'augmonler  hkur  scMisi- 
bilite. 

Stas  avait  etabli  que  le  elilorur(»  d'ar^enl  sous  ses  deux  ^lals, 
floconneux  etgrenu  (eristallin),  possede  des  soluhililrs  diilVircnh^s 
et  des  sensibilites  a  la  lumiere  dillrrcnles  (voir  noiammctit  1<* 
premier  M^moire  cle  Stas,  p./i4)j  le  bromure  d'arg<iul,  (]iH>i<pte 
moms  soluble  dansl'eau  pure,  pent  <Hrc  obtenu  aussi  souse.e.s  tleMix 
etats.  Ritz  estimait  que  c'etait  la  variele  grenue  (ou  eristallinei 
qu'il  fallait  obtenir.  C'est  pourcjuoi  il  sougeait  notamnu;nt  a  pr<*a- 
dre  du  bromure  prepare  avee  des  solutions  ckoneentrees,  1<^  lavrr, 
le  me  tire  en  presence  cl'iine  grande  quantitt  d'can  enagitant 
energiquement,  puis  a  le  soumettre  a  une  cuisson  prolongec  dans 
un  bain  d'eau  bouillante,  ou  m<5me  a  1'auloclave  et  an  I 
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XV. 

UBER  EINE  NEUE  METHODE 

ZUR  LOSUNG  GEWISSER  VARIATIONSPROBLEME 
DER  MATHEMATISCHEN  PHYSIK. 


(Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
BcL  GXXXV,  p.   1-61.) 


E1NLEITUNG. 

Die  Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik  erfordern 
durchweg  die  Darstellung  endlicher,  stetiger  Funluionen  in  vor- 
geschriebenen  endlichen  Bereichen.  Nur  aiisnahmsweise  gelingl, 
hier  eine  Entwickelung  nach  Potenzreihen,  uud  noch  seltenerist 
dieselbe  irn  ganzen  Bereich  numeriscli  brauchbar.  Endlich  schei- 
tert,  selbst  in  Fallen,  wo  die  Entwickelung  prinzipiell  moglicli  ware, 
ihre  Berechnung  haufig  an  dem  Umstand,  dass  sie  die  Liming 
unendlich  vieler  linearen  Gleichungen  mil  unendlich  vielen  Un- 
bekannten  erfordert.  Sehr  viel  besser  eignen  sich  Entwickelungen 
nach  Poljnomen,  Fouriersclie  Reihen  usw.  fiir  die  Darstellung 
einer  reeilen  Funktion  w  (:r,  j', . .  . )  in  eine  in  gegebenen  Bereich^ 
da  hier  fiir  die  Konvergenz  im  ganzen  Bereicli  nur  Eigenschaften 
der  Stetigkeit  usw.  gefordert  werden,  die  bei  den  Randwertauf- 
gaben meist  erfullt  sind.  Bei  numerisch  gegeberidm  w  bietet  die 
BestimmungderKoeffizienLen  eines  Polynoms  (vlt  =  a(}  -h  a\  or  •+-,.. 
von  gegebenem  Grade  n,  derart,  dass  wtl  als  Approximation  von  <v 
knnne.  keinerlei  Scliwieriffkeit.  und  es  kann  dift 


n  Nebenbedingungen,  definiert^  so  gelingt  die  Berechnung 
;r  Koeffizienteii  ai  zunachst  nur  in  dein  sehr  speziellen  Fall,  wo 
ae  Integration  durch  rasch  konvergente  Potenzreihen  moglich 
1.  Es  erhebt  sich  die  Forderung,  die  angendherte  Darstellung 
*s  Integrals  im  ganzen  vorgescliriebenen  Bereick  durch  ein 
olynom  von  gegebenetn  Grade  n  aacli  in  diesemFalle  allge- 
ein  durchzufuhren,  in  der  Art,  dass  bei  wachsendem  n  die 
enauigkeit  unbegrenzt  wachse,  so  dass  schliesslich  eine 
ntwickelung  des  Integrals  nach  Polynomen  resultiert. 

Dabei  wird  man  n  klein  wiihlen  kfmnen,  falls  die  Erfahrung 
is  z.  B.  zeigt,  dass  die  gesuchte  Kurve  nur  schvvacligekriimnuist. 

Audi  Fourier-Reihen  usw.  konnen  brauchbar  seiu;  allgetneincr 
inn  man  meist  clerartige  Funklionen  ^L,  ,  t|/2  ,  .  .  ,  fyfl  ,  .  .  .  angeben^ 
iss  die  etwa  durch  Beobachtung  bekannte  Funktion  w  von  x:  y,  .  .  . 
L  der  Form 


ich  vvenn  n  kleiii  bleibt,  durch  geeignete  Wahl  der  unbe- 
immten  Koeffizienten  at-  mil  geniigender  Genauigkeit  dargestellt 
erden  kann.  Wieder  stellt  sich  die  eben  fiir  Polynome  aufge- 
orfene  Frage  ein. 

Gegenstanddieser  Abliandlung  ist  die  Angabe  einer  Methode 
ir  Bestinvnung  der  at  anter  der  Voraussetzung,  dass  es  sick 
rn  ein  Variations  problem  handle,  eine  Forderung,  die  ja  bei 
ner  grossen  Anzahl  physikalischer  und  mechanischer  Problem  e 
'fiillt  ist.  Kann,  bei  geeigneter  Wahl  der  t|//,  die  Genauigkeit  mil 
achsendem  n  unbegrenzi  gesteigert  vverden,  so  ist  damit  die 
itegralion  des  Problems,  und  zwar  in  einer  fiir  die  Anvvendung 
esonders  brauchbaren  Gestall,  geleistet. 

Beschranken  wir  uns  zunachst  auf  eine  unabhangige  Variable 
nd  ist 


fb 
J  —    /     /(.r,  w,  w',  CP",  .    . ,  t-v(<T)    dx 

J a 


as    zu    variierende   Integral,     so    liisst    sich    das   Verlahren  zur 

erechnung  der  at  in  folgender  allgemeiner,  \venn  aiich  zunachst 

och  etwasunbestimmter  Form  aussprechen  : 

Man  seize  den  Ausdruck  (i)  von  wn  in  f  an  Stetle  von  w; 

ann  wird  das  Integral  eine  bekannte  Funktion  J,,  (a{ ,  a<± , . . . ,  afl) 

K.  i3 
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der  a/,  <&£  a?  m'cA*  enthdlt.  Man  bestimme  die  at  so,  dass  J 
Extremum  werde,  also  aus  dem  Gieicliungssystem 


Es  ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  A/  so  gewahlt  sind,  dai 
die  vorgeschriebenen  Nebenbedingungen,  sovveit  dieselben 
iiicht  aus  der  Variation  selbst  ergeben  ('),  fur  jeden  Wert  d 
erfiillt.  Lasst  das  System  (3)  erne  und  nur  eine  Lc 

a{  =  a(/z),  a2  =  a(,7",  .  .  .  ,  afl  =  a^-zu,  so  ist 

(4)  w«  ^      =^o-H«(iw>ll'i-*-a<2"14'2-H...-l-ai;''(^« 

die  bestmogliche  Darstcllung  von  w,  falls  man  als  Mas: 
Genauigkeit  das  Integral  J  selbst  betrachtet.  Dieses  vvird  ir 
Tat  bei  der  angegebenen  Bestimmung  der  ai  moglichsl  vvenij 
seinem  exakten  Minimal-  oder  Maximal  wert  J(())  abweichen 
bei  physikalischen  und  mechanischen  Problemen  J  in  einfai 
Zasammenhang  mit  wichtigen  Grussen,  namlich  der  potenli 
und  kinetischen  Energie  steht,  z.  B.  im  Falle  des  Gleichgew 
gleich  der  ersteren  ist,  so  ist  es  wo  hi  berechtigt,  diese  fur 
Vorgang  vvesentliche  Griisse  als  Mass  des  Gesamtfehlers 
betrachten. 

Die  vorausgeseLzte  Beschrankung  auf  eine  Variable  x  un< 
eine  unbekannte  Funktioii  w  ist  natiirlichgaiiz  unwesentlich, 
es  erweist  sich,  wie  man  im  folgenden  sehen  vvird,  diese  Met 
der  Bestimmung  der  at  sowohl  theoretiscb  wie  aucli  praktisc 
eine  durchaus  zweckmassige. 

Bei  den  Randwertaufgabeii  der  mathematischen  Pliysik  ha: 
es  sich  meist  urn  lineare  Diflferentialgleichungcn.  Es  ist  dar 
eine  Funktion  zweiteri  Grades  der  ai  und  die  Gleiclmngei 
werclen  linear.  In  alien  Fallen,  wo  imter  dem  Integralzeicli 
eine  definite  Form  steht,  —  wie  dies  insbesonclere  bei  Gleic 
wichtsproblemea,  beirn  Dirichletschen  Problem  usw.  der 
ist  —  existiei't  eine  and  nur  eine  Losung  des  Systems  (3) 


(!)  Zu  di-eser  letzieren  Art  von  Bedingungcn  gehoren  z.  IJ.  die  an  den  B 
Randern  einer  elastischen  Platte  zu  erfailenden  Glcichungen,  wie  ai 
KirchhoITschen  Theorie  hervorgeht. 
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Werte  eines  solchen  Integrals  besitzen  fiir  alle  den  Bedingungen 
geniigende  Funklionen  eine  obere  oder  untere  Grenze,  ob  sie 
wirklich  erreicht  wird,  bleibl  zuniichst  unbekannt.  Bildet  man 
nun  die  sukzessiven  Approximationen  w{  =  4*o  •+-  a(,n  <\>\  ; 
w.2  =  d/0  -S-  a,21  ^  -f-ai^^o  usw. ,  and  die  entsprechenden  Mini- 

malwerte  JCH0),  J(20),  J(30)j ,  so  bilden  die  letzteren  eine  inimer 

ab-  oder  inimer  zanehmende  Reihe  von  Zahlen,  die  gegen  eine 
bestimmte  Grenze  konvergieren.  Es  zeigt  sich,  dass  die  ExisLenz 
dieser  Grenze  hinreicht  zum  Bevveis,  dass  die  nr/o  oder  gewisse 
iiber  diese  Fanktionen  erstreckie  anbestimmte  Integrate,  in* 
ganzen  gegebenen  Bereich  gleichmdssig  konvergiereti.  Diesd 
Konvergenz  findet  selbst  dann  stall,  wenn  die  fyt  z-  &•  gerade 
Funktionen  sind,  wahrend  die  gesuchte  Losung  w  eine  ungerado 
ist  :  in  diesem  und  ahnlichen  Fallen  konvergieren  die  wn  gegen 
eine  andere  Grenzfunktion.  Besitzen  aber  die  d>/  die  ohen 
erwdhnte  Eigenschaft,  dass  sic/ijede  bedebige  Fiuiktion  \\\ 
die  den  ges  tell  ten  Rand-  and  Stetigkeitsbedingungen  genngt, 
durch  einen  Ausdruck  der  Form  (i)  beltebig  angend.liert 
darstelieti  Idsst,  nebst  einer  bestimmten  AnzaliL  Hirer  Ablei- 
tungen,so  konvergieren  die  wn  gegen  die  gesuclite  Losang.Der 
Bevveis  dieses  lelzleren  Satzes  sliitzl  sich  im  vvesenlliclien  auf  die 
von  Herrn  Hilbert  (')  gegebene  neue  Variationsinetliode. 

Die  angegebene  Methode  sukzessiver  /Vpproximalioaen  Ichnl 
sich  also  aufs  engste  an  das  sog.  Dirichletsche  Prinzip  an;  in 
alien.  Fallen,  wo  sie  anwendbar  ist,  gibt  sie  einen  Beweis  dieses 
Prinzips,  da  die  hier  gelroffene  besondere  Ausvvahl  der  Funk- 
tionen,  durch  welche  das  zu  variierende  Inlegral  J  iinmer  kleincr 
gemacht  wird;  wie  oben  bemerkl,  einen  Konvergenzbcvveis 
ermoglicht. 

Die  numerische  Durchfiihrbarkeit  und  der  praklischc  Wert  {ler 
Methode  hangen  wesentlich  von  einer  geeignelen  Walil  der  ^/  ah, 
die  naturlich  durch  die  Resullale  des  Experiments  oft  sehr 
erleichtert  werden  kann.  In  den  von  inir  berechneteri  Beispielen 
(s.  unten)  sind  sie  durchaus  befriedigend. 

Die  ErJauterung  dieser  notwendigervveise  etvvas  unbestimmlen 

O  D.  t\iiJ*iw.i,Ueber das  Dirichletsclie Prinzip.  (Festschriftder  Kgl.  GeseUsch. 
der  Wissensch.  zu  Golf  ing-en,  math.-physik.  Klasse],  Berlin,  1901,  p.  17  ff. 


allgemeinen  Betrachtungen  geschieht  am  besten  an  Hand  eir 
speziellerProbleme;  dabei  wird  sich  gleichzeitig  zeigen,  \vied 
zu  wahlen  sind,  damit  den  Rand-  und  Stetigkeitsbedingui 
geniigt  wird. 

i°.  Als  erstes  Beispiel  geben  die  §§  1  bis  13  die  allgem 
Losung  der  bisher  iiur  in  sehr  speziellen  Fallen  behande 
Aufgabe,  die  Deformation  einer  ringsurn  eingespann 
ursprunglich  ebenen  elastischen  Platte  von  gegebener  Ge$ 
antcr  der  Einwirkung  gegebener  Druckkrdfte  zu  berech* 

Es  ist  dies  Problem  aquivalent  mil  der  Integration  der  Diffe 
tialgleichung 

d'+w  d'+w  d**w 


wo  f  gegeben  und  am  Rande  w  =  o,  - — —  o  vorgeschrieben 
(n  =  Normale  zum  Rande). 

2°  §  13  und  §  14  enlhalten  die  Losung  des  Diricliletsc 
Problems  in  seiner  klassischen  Form.  Es  soil  die  Gleicli 

Aw=o   unter    der    Voraussetzang    der    Stetigkeit   von  w, 
—  und  bei  ^esrebenen  Randwerten  w  erfiillt  sein. 

dy  .  . 

Die  Beschrankungen,  die  hierbei  cler  Geslalt  der  Randki 
und  den  gegebenen  Funktionen /,  (v  auferlegt  werden  niiis: 
sind  sehr  allgemeiner  Natur  und  fiir  die  Anwendungen  durcl 
un\vesentlich. 

3°  §  15  enthall  die  Anvvendung  der  Methode  auf  gewdlmli 
lineare  Dijfjferentialgleichungen  mit  variablen  Korffizien 
die  aus  einem  Variationsproblem  entspringen,  wobei  die  W 
des  Integrals  und  eventuell  einiger  Ableitungen  an  denEndpiml 
des  Intervalls  «...  b  vorgeschrieben  sind. 

4(>.  Endlich  zeigt  die  Anvvendung  auf  die  schwingende  Sa 
§  16,  dass  auch  in  Fallen,  wo  der  oben  angedeutete  Koriverg< 
beweis  versagt,  die  Methode  numerisch  sehr  brauchbar  bleibt 
sich  zur  Berechnung  z.  B.  Chladnischer  Klangfiguren  usvv.  v 
eignet. 

In  der  Mechanik  werden  bei  Anwendung  des  Hamiltonsc 
Prinzips  auf  ein  endliches  ZeilinterYall  die  Gleichungen  (3) 
allgemeinen  nicht  linear,  und  die  'Berechnung  hoherer  Appr 


mationen  ist  dadurch  sehr  erscliwert.  Kennt  man  aber  eine  genu- 
gend  angenaherte  Losung,  so  wird  man  in  diesein,  wie  auch  in 
andern  Fallen,  die  Methods  nur  auf  die  Berecknung  der 
Korrektionen  anwenden  und  sich  clabei  auf  die  quadralischen 
Glieder  in  der  Entwickelung  von  ]„  (a{,  a* , . . .,  a/t)  in  der  Um- 
gebung  der  Nullwerte  der  Variablen  beschranken  konnen. 

Sind  geeignete  Bedingungen  im  Unendlichen  vorgeschrieben, 
die  von  den  A/  erfullt  werden,  so  dass  das  iiber  ein  unendlich 
ausgedehntes  Gebiet  erstreckte  Integral  J  und  die  J/2  endlicb  blei- 
ben,  so  kann  die  Methode  ebenfalls  angewendet  werden. 

Es  ist  wesentlich  zn  bemerken,  dass  die  A/  in  verschiedenen 
Gebieten  verschiedene  analytisclie  Fanktioneii  sein,  bzw.  durch 
verschiedetie  Ausdrucke  gegeben  sein  konnen,  falls  nur  auf  der 
Grenze  zweier  soldier  Gebiete  gevvisse  Stetigkeitsbedingtingen 
(siehe  z.  JB.  §  2)  erfiillt  sind.  Hierin  liegt  fur  die  Anwendung  auf 
experimentelle  Ergebnisse  unler  Umstanden  eine  grosse  Erleich- 
terung. 


Deformation  einer  am  Rande  eingespannten  elastiscken  Platte 
unter  dem  Einflus?  eines  gegebenen  Normaldrucks. 

§  i- 

Wir  beliandeln   zuaiichst  das    Problem    der    Integration    der 
Gleichung 

d1*  w  d1*  w 


wobei  auf  dem  Rand  L  des  gegebenen  Gebiets  R  die  Bedingungen 
zu  erfiillen  sind 


and  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  w  und  seinen  Ableitungen 
bis  zur  4-  Ordnung  in  R  und  auf  L  gefordert  wird. 

Das  Problem  reduziert  sich,  wie  man  ohne  vveiteres  einsieht, 
darauf,  das  Integral 

(7)  '  J 


welches   liber  die   ganze    Platte,    d.   h.    das   gauze    Gebiet 
erstrecken  ist,  unter  den  erwahnten  Bedingungen  zu  einem 
mum   zu    machen.  Es  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
potentielle  Energie  der  Deformation  (')  und  f  der  auf  die  ] 
pro  Flacheneinheit  ausgeiibte  Druck.  Von  f  setzen   vvir  vc 

dass  es  endlich  und  stetig-  ist,  und  dass  -~,  -—-  endlich  sind. 
0  dx    dy 

Die  Ausdehnung  der  Greenschen  Satze  auf  die  Gleichun 
hat  Mathieu  (2)  gegehen. 

Sind  U,  V  zvvei  im  Gebiete  R  nebst  ihren  Ableitiingen  bi 
dritten  Ordnung  inkJ.  stetige  funktionen,  so  gilt 

C  AU  AAV  —  VAAU)^S 

^AVN     ^ 


wo  n  die  aussere  Normale  der  Berandung  L  bed eu let. 
Es  sei  (a,  b)  ein  Puiikt  im  Innern  von  R  und 


vvir  setzen  V  =  r2  logr.  Diese  Funktion  spielt  hier  dieselbe  1 
vvie  log/'  in  der  Potentialtheorie.  Dann  ist 


-~8irU(a,  b)=  C   r 
II 

n,  ,          <?AU 
/'2  ]0<v  r 
b       dn 


•All 


dn 

"J^ii'u 


1st  also 

AAU  =/(a?,  y),         U  =  o,         —  rzr  o  auf  .v, 


(!)  Der  Kirchhoffsche  Ausclruck  fiir  die  potentielle  Kner^'ie  der  Plattc  en 
allerdings  noch  ein  weiteres  Glied,  welches  aber,  \vie  x\vci  suk/.essive  par 

Integrationen  zeigen,  im  Falle  w  =  o,  -~  =  o  idenlisch  verscliwindet. 

(2)  MATHIEU,  Journal  de  Liouville,  t.  XIV,  p.  378,  1869;  TheoHe  du  paler 
Kap.  Ill,  p.  70;  Paris,  1890;  vgl.  auch  W.  VOIGT,  KorH/>en<lium  der  U 
Physik,  t.  I,  p.  206,  Leipzig,  1896. 


—  8  7:0  (a,  b')  =  f    fr2  log/-  f(xt  y)  dS 

K 

a^_.   (J(>2  log,-)  ()AU  I 

Alj  -  :  —  -  --  .  —  r-  logH  ds. 
on  dn  b    J 

>t  (tt,  6)  ein  innerer  Punkt,  so  kann  man  das  Linienintegral 
ebigoft  unter  clem  Integralzeichen  differentiieren;  dasFlachen- 
gral  kann  dreimal  ebenso  difierentiiert  werdeii,  ohne  dass 
ie  Konvergenz  im  Punkte  (a,  b)  aufhort.  Urn  Derivierle 
erer  Ordnung  zu  erhalten,  kann  man  eine  Methode  von  Rie- 
111  (*)  verallgemeinern  : 
Is  ist 


—  —   /  r2  log  rf  cos  nx  ds-}-   I     I  r2  logr-p-  o?S, 
'  L  "    li 

)ei  -J-  endlich  und  /'  sletig  sein  muss.    Durch  Wiedcrholunft1 

dx  •  '  *  * 

;er  Transformation  erhall  man  den  Satz  : 

cr  dp  +  v  f    ,  \         II-   i 

Venn  -  -  :  —  (/>  =  o,  i  .  2  .....  UL;  q  =  o,  i  ,  2  .....  v)  end  lien 

d  xt>       (i  ^'  •>-)•>       j  r>  /  575        ?/ 


sind  —   —  ,.  .'•   braucht  nur  endlich  7,11  sein  —  so  erhalt 


L  anf  diese  \Veise  die  enLsprechenden  Ableitungen  von 
ach  a  und  b]  ferner  kann  man  vonjeder  so  berechneten  Ablei- 
5  noch  die  Ableitungen  ersler,  zvveiter  und  driller  Ordnung 
^h  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen,  ohne  Transfor- 

ion.    erhalten.    Alte  Ableitungen  -  -  ;  —  sind    steti<f  und 
7  ^          d&f  dy(J  ° 

lick,  wenn  /;  ^  JJL  +  3  ;  g^v-4-3;/>-f-^£pL-4-v-f-3  sind. 
[an  hat  ebenfalls 


f  TAUAV^S^  C  TVAAU^SH-  C  (&  —  —  AV^- 
J  J  ,/  ./  ./,  \      o/i  ^/i 

K  H  L 


)  RIKMANN,  Schwere,  Elektrizitat  u.Magnetismus,  herausgeg.  von.  Hattendorf. 


Wendet  man  dies  atif  die  Variation  von  J  an 

iV 
\vobei  U  =  CP,  V  =  ow  zu  setzen  ist,    so  1st  atif  L  wegeu 

chv  i    >  0  o  w  i  -I  .     •    i 

—  =o  aticli  o(p  =  o,  — : —  =  o,  und  es  er^ibt  sicli 

d/i  '     dn  ° 


also  die  Gleichumy  (^-)-  »lede  Jjcisung  dieser  Gleicluiug  enLsj: 
offenbar  einem  vvirklicheii  Minimum  von  J. 

Ferner  besitzen  die  Werte,  die  J  fiir  beliebige,  den  Sletigl 
und  Randbeding'iingen  geniigende  Funktioneii  (r  annelimen  i 
£»/"/?.#  untere  Grenze  (die  mogliclierweise  allerdings  nicliL  \\ir 
erreicliL  wird).  Demi  seUt  man 


~=—  —^    I  j  r*  l 


„ 
<)n  On 


so  ergibt  sick 
uad  auf  1^  : 


So  in  it  wird  dcr  A  us  dr  nek 

j  =  r  r  r^"1^'  .4-  ^A"'")- + A(V ,  iu,,  _  /•(  „, ., 

J ,/    I      4>-  '•*•  -     .       i 

wegen 

r  r  C I  '     C  /^nis 


gleich 


J  =  J« 


I    f  p 


Somit  ist  J  >  J0,  womil  die  Existenz  einer  unteren  Grenze  nach- 
gewiesen  ist. 

Die  Losung  von  (5)  unter  den  gegebenen  Bedingungen  ist 
eindeutig  bestimmt,  da  die  Ditlerenz  z\veier  Losungen  w,  w'  er- 
geben  wurde  . 

A      ,              ,.                                 r                   dw        dw'  c 

A  &(  w  —  w  )  =  o,          w  —  w  =  o, : —  =  o  aut  L, 

woraus  durch  Multiplikation  mit  w  —  wl  and  Integration 

(w  —  w')\  d§  =  o. 


Es  ist  somit  A  ((p  —  tr')  =  o  in  R,   und  da  w  —  w*  =  o    auf  L, 
ist  iib  e  rail  cv  —  w'  =  o. 

Icli  beschliesse  diese  vorbereitenden  Satze  durch  die  Bemer- 

kung,  dass  aus  w  =  o  auf  L  folgt  —  =  o  ;  und  da  auch  —  =  o,  so 
wird 

dw        dw         .         ,        dtr         .        x  dw  „  T 

—  =  —  cos  (/i,  x  )  H  --  cos(s,  #•)  =  o.         —  =  o  auf  L. 
dx        tin  '        Os  (J 


§  2- 

Sei 


eine  unbegrenzte  Reihe  von  Funktionen,   die  folgenden   Bedin- 
gungen geniigen  : 

i°.  Sie  sind  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Platte  R  und  auf 
deren  Rand  L  eindeutige  endliohe  and  stetige  Funktionen  von  x 
und y.  Glciches  gilt  von  ibren  Ableitungen  der  Form 

Ox,no.,,t         (/n  =  °»  T>  2»  3;  n  =  o,  i,  2,  3), 

die  im  folgenden  eine  wicbtige  Rolle  spielen  und  die  wir  abkiir- 
zend  als  Hauptableitungen  bezeichnen. 

2°.  Auf  L  ist  fiir  jedes  i",  A/  =  o,  -p  =  o. 

3°.  Sei  (^  eine  beliebige  nebst  ihren  fifauptableitungen  endliche 
und  stetige  Funklion,  welche  iiberall  gleich  o  ist  ausser  in  einem 
Rechteck  p,  welches  ganz  innerhalb  \\  liegt,  und  dessen  Lage  and 


Grosse    willkiirlich    bleiben.    Wir   setzen   voraus,    dass  man 
Koeffizienten  a/  und  den  index  m  im  Ausdruck 


so  wahlen  kann,  dass  £  —  £,«  und  seine  Hanptableilimgen  in 
und  auf  L  dem  absolulen  Werte  nach  kleiner  bleiben  als  ei 
willkiirlich  gcgebene  Grosse  e.  Man  kann  also  eine  Rei 
Si  ?  £2,  •  •  -,  C?»5  •  •  •  von  Funktionen  angeben,  die  gleichmassig  in 
gegen  £  konvergieren,  ebenso  wie  ihre  Haiiplableilungen.  (Di< 
Annahme  f  order  t  also,  dass  die  i/  die  Eigenschaft  der  Polynon 
Fourier-Reihen  usw.  besitzen,  eine  \\illkiirliciie  Funktion  d; 
zustellen.) 

4°.  Eine  Summe  der  Form  £,w  kann  nur  dann  in  R  iiber 
identisch  verschwinden,  wenn  a^  =  a2  =  .  .  .  —  aim  •==  o. 

Es  wird  unten  gezeigt  werden,  wie  bei  gegebener  Berandu 
die  bekannlen  Eigenschaften  der  Polynome,  Fourier-Reihen  us 
es  geslatten,  solche  Funktionen  '}/  zu  bilden.  . 

Urn  nun    die  gesnchten  sukzessiven    Approximationen 
erhaltertj  haben  wir  nur  den  Ausdruck 


a/I  Stelle  von  w  in  das  Integral  3  zu  se.tzen;  sei 

(8  )  j/tt  =y  y  |  i  (  AW//I  )*  -  /c^/MJ  ^8, 

dann  ist  Jm  eine   Funktion   zweilon   Grades    der  a/,  die  von 
y  tmabhangig  ist,, 


wo 
(9) 


(10) 


Wir  wahlen  die  a-L  in  der  Weise^  dass  Jm(an  a2,  ...  am)  ein 
T inimum  wird,  so  dass  also 


;'/a/J  =  a'7          (q  =1,'*., 
Die  quadra  tische  Form 

in       m 

Q  =2  2  a"*a''  a*=  5 


positiv  and  nur  dann  gleich  Null,  wenn  A  wm  =  o  in  R, 
so,  wegen  wm  =  o  auf  L,  wenn  cvm  identiscli  gleich  Null  ist. 
araus  folgt  nach  4"?  dass  a\,  a2,  .  •  •  ,  #w  samtlich  verschwinden 
ussen,  falls  Q  =  o  sein  soil. 

Danun  J/w,  wie  vvir  gezeigt  haben,  eine  untere  Scliranke  J0 
isitzt,  so  folgt,  dass  Jm  ein  Minimum  far  ein  eindeutig  be- 
immles  Wertesystem  der  ai  erreicht,  die  Gleichungen  (i  i) 
>o  stets  und  nur  in  einer  Weise  losbar  sind,  d.  h.,  class  ihre 
eterminanle  von  Null  verschieden  ist. 

Esseinebenbei  bemerkt,  dass  aucli  in  Fallen,  wo  Sm(a\  ?a2,...,  am) 
ae  allgemeinere  analy  tische  Form  hat,  das  Minimum,  falls  es 
istiert,  nach  einem  bekannten  Satz  auch  wirklich  erreicht  wird, 
dass  sich  bei  einer  endlichen  Anzahl  von  Parametern  nie  die 
ihwierigkeil  einstellt,  die  dem  Dirichletschen  Prinzip,  wo  die 
izahl  der  Parameter  als  unendlich  betrachtet  werden  kann, 
haftet. 
Sei  d!  w  das  totale  Differential  von  w  in  bezug  auf  die  a^  und 


)  die  kp  willkiirlich  sind;  dann  kann  man  dap  =  e.  A^  setzen 
=  unendlich  kleinc  Grosse),  so  dass 

d'  wm  =  e£,VI 
i  Ausdruck  von  derselben  Form  wie  wm  ist.  Es  ist 


woraus,  wegen  der  von  den  fyt  erfiillteii  Grenzbedingungen,  and 
miter  Weglassung  des  Faktors  s  folgt 

(13)  0=y      I    (±tt>m  *£/«"•  ftm)d$ 

oder  auch 

(if)  o=   C   f  (AA<Pm—  /)U<*S. 

Setzt  man  insbesondere  £/»=  cvm,  so  gibt  (  i3) 


so  dass,  nach  (r) 

(i5)  MinJ,w  =  J},?^—  ~ 

\\ 

Ebenso  wird  man  eine  neue,  dem  Index  m  -|-  /?  >  m  eni- 
sprechende  Approximation  finden,  mil  einem  neuen  Werlsystem 
a'  i  der  a/.  1st 

afp—af)=B/l         (p  =  r,  ?.,  .  ..  m), 

a'p  =  £p         fur        p  =  /n  -t-  I  -h  .  .  .  H~  /^  -4-  /i, 


so  gilt  ebenso  fiir  das  neue  Minimum  3,(tfl/t 


und 

o  =  /    /  [(AK'/WH-  Acp/w//)  A^/;^/t--/C,,/-H«J  o?S. 

Setzt  man  in  letzterer  Gleichung  insbesondere  A'0  =  s^, 
d.  h.  £/«+//  =  ym»j  so  folgt  eine  neue  Gleichung,  vvelclie,  in  (i(i) 
eingesetzt,  ergibt 

07)  *(An=3W- 


Die  Grossen  J,^,  J.|0),...  bilden  also  eine  nie  zunehmende, 
unbegrenzte  Zahlenreihe,  \vie  a  priori  zu  erwarten  war.  Da  sie 
aber  grosser  als  J0  bleiben,  besitzeii  sie  eirie  Grenze  J(0)^  J0,  und 
man  kann  eine  Zahl  M  so  bestimmeii,  dass,  wenn  m  >>  M  und  7} 
eine  noch  sokleine,  vorgegebene  Zahl  ist,  fur  jedes  n 

(18)  a|JiSV« 

Aus  dieser  Ungleiclumg  lasst  sicli  nun  die  Konvergenz  unserer 
sukzessiven  Approximationen  ableiten. 


Ist 

so  ist  nach  (  18) 


K 

Es  ist  aber  identiscli 


(20)  ?(a,i)=--i- 

u 


fiir  jeden  inneren  Punkt,  weil  das  Zusatzglied 

/•/,        ^?          dlog/-\ 

/     *°Sr~r ^ — r^    «5> 

JL  V    to     On        '      dn     J 

welches  im  allgemeinen  hinzukommt,  hier  gleich  Null  ist  wegen 
cpr^o,  ^  =  o  aufL.  Sei  D  das  Gebiet,  in  welchem|log  /'|^|  Acp|, 

und  D;  dasjenige,   in  welchem  |Acp|<C  logr  (letzteres   enlhalt  den 
Punkt  a  6),  dann  ist 

< 


r  /^(Acpy^s-H  r  ^lo 

I)  IV 

<  r  r(A? 


U  R 

Das  letzte  Integral  ist  konvergent,  wie  man  durch  Einfuhrung 


von  Polarkoordinaten  sieht,  wobei   r  log2  r  fur  /•  =  o  gegen 
konvergiert;  es  hangt  von  (a,  b)  ab  ;  ist  K  sein  grosster  Wert  i 
so  wird  endlich 

i  -4-  K 

H<  — 

und  somit 


DieZahl  -  —  —  \A]  ist  sowohl  von  x,    wie  von  y  und  von  n 


abhangig;  sie  kann  kleiner  als  jede  vorgegebene  Zahl  e  gem 
werclen,  da  man  we  gen  der  Konvergeiiz  von  J(°>  immer  fi 
wahlen  kann,  dass 


Daiin  ist  fiir  jedes  771  >  !VJ  und  jedes  /?,  ^  und  r  :  |  cv,/l+w  —  wm  |  < 
Hieraus  folgt  der  Salz  : 

Die  Funktionsreihe  w\,  w2,  tv3?...  konvergiert  gteichma 
im  ganzen  Gebiet  R  geg'en  eine  Fiinktion  w  (#,  y)7  we 
somit  in  R  stetig  ist,  und  auf  (lessen  Rand  S  verschwindei 

Damitist  zwar  die  Ivonvergenz  unserer  sukzessiven  Appro* 
tionen  bevviesen;  da  wir  aber  von  der  Voraussetzung  (3)  bi 
keinen  Gebraucli  gemaclit  haben,  wird  die  Funktion  w  von 
gesuchten  Lcisung,  bei  besonders  unzweckmiissiger  Walil  dei 
moglicherweise  sehr  verscliieden  sein.  Hat  man  ftir  die  ^/  5 
gerade  Funktionen  gewiili.lt,  wahrend  die  Losung  eine  unge 
Funktion  ist,  so  kann  w  natiirlich  nicht  die  Losung1  sein.  E 
aber  bemerkenswert,  dass  der  blosse  Umstand,  dass  wir 
unendliche  Anzahl  Konstanten,  iiber  die  wir  verfiigen,  nach 
angegebenen  Schema  bestimmeii,  fiir  sich  allein  schon.  unter  a 
Umsltinden  die  K.onvergenz  erzwingt.  Dass,  wie  wJr  zeigen  wer 
die  richtige  Grenzfunktion  w  herauskommt,  falls  die  wm  i 
Analogic  der  Poljnome,  der  Fourier-Reihen  usw.  nahezu  b< 
bige  Funktionen  darzustellen  vermugeii,  ist  von  vornherei) 
erwarten.  Diese  Bedingung  ist  aber  keine  uotvvendige,  beson 
wenn  es  sich  nur  um  die  Erreichung  eines  bestimmlen  Masses 
Genauigkeit  handelt:  es  kann,  wie  bei  semi-konvergentenllei] 
fur  ein  bestimmtes  m  eiii  Optimum  der  Anniiherung  stattfini 


Bei  numerischen  Anwendungen  hat  man  meist  nicht  dafiir  zu  sor- 
gen,  dass  der  gemachte  Ansatz 

(21) 


jede  Funktion  beliebig  genait  interpoliere,  sondern  dass  er  eine 
Funktion  von  der  Art  der  gesuchten  Losung,  und  mil  der  vorge- 
schriebenen  Genauigkeit,  darzustellen  imstande  sei. 

Aus  dem  Umstande,  dass  das  Integral  (18)  mil  wachsendem  in 
unendlich  klein  wird,  kann  man  natiirlich  keineswegs  darauf 
schliessen,  dass  auch  der  Integrand  (A  cp/w«)2  =  (A  wm+n  —  Acvm)- 
diese  Eigenschaft  besitze,  und  somit  dass  die  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  ebenfalls  konvergieren.  Allerdings  wird 
man  aber,  bei  Polynomen  usw.,  in  den  in  der  Anvvendung  vorkom- 
menden  Fallen  kaurn  auf  Funktionen  gefiihrt  werden,  die  in  ein- 
zelnen  Punkten  endlich  bleiben,  im  grossten  Teil  des  Gebiets  R 
aber  unendlich  klein  werden,  wie  dies  notig  ist,  damitdas  Integral 
ebenfalls  unendlich  klein  sei.  Es  wird  vielmehr  der  Integrand 
selbst  klein  bleiben,  und  somit  werden  auch  die  erslen  und  zvvei- 
ten  Ableitungen  durch  "* 3  . . . ,  beliebig  angenahert  dargestellt 
sein.  Kann  aber  jede  den  Raiid-und  Stetigkeitsbedingungen  genii- 
gende  Funktion  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen  in- 
nerhalb  R  durch  einen  Ausdruck  der  Form  (21)  und  seine 
Ableitungen  beliebig  genau  dargestellt  werden,  so  kann  die  unterc 
Grenze  der  J,^  nicht  verschieden  sein  von  der  unteren  Grenze 
von  J  fiir  beliebige,  den  Bedingungen  geniigende  Funktionen,  und 
die  Grenzfunktion  w  ist  in  diesem  Falle  die  gesuchte  Losung. 

I  in  folgenden  werden  wir  durch  Hinzuziehen  der  noch  nicht 
benutzten  Bedingung  3°  Seite  201  den  strengen  Bevveis  erbringen, 
dass  lim  wni  die  gesuchte  Losung  ist.  Diese  Bedingung  3°  fordert 
allerdings  etwas  niehr  als  fiir  die  numerischen  Anwendungen  im 
allgemeinen  notig  ist. 

Es  lasst  sich  zunachst  iioch  allgemein  zeigen,  dass,  unter  a,  (3  ein 
innerer  Punkt  von  R  verstanden,  auch  die  Grenzwerte  existieren 

iirn   —    /      wni  dx  =  —    /      w  dx , 
m  =  oo  oy  JQ.  dy  Ja 

lim  jz  L  w'»-dy=jz  I   ™dy- 


Der  Beweis  beruht  wieder  darauf,  dass 


f  f)c?^'r)^ 


in  welchen  die  Inlegrationswege  a  , . .  x,  [3. .  .j'innerhalb  R  liegen, 
infolge  von  ( 19)  kleiner  als  hestirnmle,  von  der  Gestalt  der  Plalte 
allein  abhangige  Zalilen  bleiben.  Denn  man  kann  (20)  unter  dem 
Integralzeichen  zuerst  nach  a  integrieren,  dann  nach  b  difleren- 
tiieren;  nun  ist 


d 

db 


r"         ,  a  —  x 

I      log/-  da  =  arc  tang ar 

*J  oc.  •/ 


arc  Lanc:- 


und  zvvar  auch  wenn  der  Integrationsweg  durch  den  Punkt  x  =  a 
y  =  b  fiihrt,  falls  nur  a  und  a  verschieden  sind.   Da  die   rechte 
Seite  slets  <  2  TU  bleibt,  so  folgt 


jr   f    o(a,b)da    <   C    TjAcp 

J*  J        7 


Man  zerlege  wieder  R  in  ein  Gebiet  D,  in  vvelchem  |  A  cp  |  <  i  ?  und 
ein  solches  D7,  in  welchem  j  A  cp  |  >  i  ist;  dann  folgt 

j*  J\  Acp  |  ^S  <  f  f"d$  <  Oberflache  von  R, 

*"      ^ 


somit 


r)      ra 
M  J      <?(a,b)da 


<  i  H-  Oberflache  von  H, 


womit,  vvie  oben,  der  Konvergenzsatz  fiir 

d     r'*'  ^     ry 


bevviesen  ist.  Dass  die  enlsprechenden  Grenzfunkuonen  von 


cht  verschieden  sind,  und  somit,  wenn  aach  vielleicht  nicht  <v,  so 
>ch  iiber  w  erstreckte  Integrale  erste  Ableitungeii  besitzen,  1st 
imittelbar  einleuchtend,  da  vveg'en  der  Gleichformig'keit  der 
onvergenz  fiir  jedes  Rechteck  innerhalb  R 

/     dy\\\\\     \      <—^-dx=\\\\-\     I      \wm(x^y}  —  wm(x,^)}dx 
Jp         m  =  *  Ja      oy  tn  =  «  Ja 

r-r 
=  j      [w(x,y}  —  w(x,$)\dx. 

*   a 

'a  der  DiilerentiahjuotienL  nach  y  der  linken  Seite 


oy 


JC 

dstiert,  folgt,  dass  auch    /      w  (x,y)  dx  nach  y  differed  tiierbar 

a 

nd  gieich  dem  gesiiclitea  Grenzvvert  1st.  Doch  darf  moglicher- 
•eise  die  Reihenl'olge  der  Differentiation  und  Integration  in  (22) 
icht  vertauscht  vverden. 
Ebenso  folgt  aJlgemeiner  aus 


f  ^ds    =      j    l±vdS    <  I     C 
L  '"  * 


fS^  hcstirnmte  Zahl 


urch  Anvvendung  auf  ein  innerhalb  R  liegendes  Gebiet,  welches 
urch  oin  Ivurvensuick  /  and  zvvei  Parallelen  zu  den  Aclisen 
egreiizt  vvird,  dass 


C 
J 


— -  ds  <  bestimmte  Zahl 


it,  da  gleiches  fur  die  Paralleleii  zu  den  Achseii  schon  gezeigl 
wden  ist.  Dabei  kann  auch  /  ein  Teil  von  L  sein.  Es  existiert 
Iso  auch  die  Grenze 

dw,n 

dn 


1  i  m      /   - 

III  5=  oo  J  i 


nd  sie  ist  gleich  Null  auf  L,  da  hier  --— —  =  o  ist  fur  jedes  m. 
R-  1 4 


21 0  OEUVKKS    DK    WALTHER    UlTX. 

§4. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass,  wenn  man  liber  die  A/  die  in  §  2 
unter  3°  gemachte  Voraussetzung  heranzieht,  die  Grenzfunktion 
w  wirklich  die  gesuchte  Losung  ist.  Zu  diesem  Zvveck  bediene 
ichmich  der  vonHerrn  Hilbert  (')  angegebenen  Varialionsmethode, 
in  etwas  veranderter  Gestalt. 

Seien  (a/ [3),  (x,y]  innere  Ptmkte,  and  sei 


Um(x,y)=  f     f     f     I      f  f    «>>n(^ 

J*     Ja     Ja     J$     «/p  '-'P 

ff  f        f(x, 

*-7       */  *-7 


woraus 


Das  rechteckige  IntegraLionsgebiet  kaiin  zum  Teil  iiber  R  hinaus- 
ragen;  vvir  haben  bisher  w/w  and  ./"nur  innerhalb  R  definiert,  imd 
setzen  nun  test,  dass  bei  dieser  Integration  ausserhalb  R  iil)erall 


sei;  die  Funktion  wm  und  ihre  Ableitim^en  — —  ,     /  m  sind  somit 

'  &          Ox          dy 

in  der  ganzen  Ebene  slellg,  da  sie  auf  deni  Rande  L  verschvvinden. 

Nach  den  Satzen  von  §  3  konvergiercn  fur  m  ~-  GO  sowohl  I)m 

wie  seine  Ableitdngeii  bis  zur  !\.  Ordnung   einschl.  gleichmassig 

gegen  stetige  Funktioueu  U,  —  i  •  •  •  -— -  •  Gleiches  gilt  noch  von 

e?6  Uw        d{]  U///        d5  U//>        d*  \.}  „,      -TV.     411-  ^7  T.I///         ^wj/if 

"     i__ , _.    L. .  I  )IP  '\l)ldtun ^'en — . '^ 

f)  fr1*    f)  1/2       /•)  1/-4-    /-).)72        /•)  /r>V    /)   T/        /J   1/''«     /^.O"  '  '  "  /Lo?*    /)   1/3  /Jo? 


t)sr 

-i       r  T      i    •    i    ivi    11 
=  wm  smd  auf  L  glcich  Null. 

° 


=  -—    ,  m 

k  dx*         d  y      dws  <)y*  ° 

Die  Gleichung  (i3)  lasst  sich  nun  sclireiben 


Uber    die    Konvergenz    der  Ableitungen,    die  in   diese    Formel 
eintreten,  wissen  wir  nichts. 

Durch  partielle  Integrationen,  die  den  in  der  Variationsrechnung 
gebrauchlichen  gewissermassen  entgegengesetzt  sind,  transfor- 
mieren  wir  daher  diesen  Ausdruck  in  die  Summe  eines  Linien- 
integraJs  und  eines  Flacheiiintegrals  der  Form 


Hierbei  gibt  das  Glied  -r -^  von  (28)  das  Lmienintegral 

&  dx5  d y'A    Ox1  ^       J  b 


f\— 

JL  \-"x 


-  cosnx-+- 


dy*    dx'1  \      dx'*  dy'1   dx*        dx^  dy  dx*  dy 

—  1!L  — . — ^L_  |  cos(/^7 ' 

in  welchem  das  erste  Glied  gieich  Null  ist,  [wahrend  die  andern 
in  diesem  Ausdruck  vorkommenden  Ableitungen  von  \Jm  konver- 
gieren. 

Das  died   ?*  U/nt  ¥J^!L  o-ibt 
dx*  dy*     d y*     ° 


<)x  dy*        dx*  dy*  d 


und  es  gilt  dieselbe  Bemerkung  fiir  dieses  und  ebenso  fiir  die 
anderen  Glieder.  Ira  iibrigen  treten  iiur  die  Hauptableitungen  von 
£m  auf.  1m  Flaoheninlegral  (^4)?  welches  sich  durch  diese  Umfor- 
mungen  ergibl,  konvergioreu  ebenfalls  alle  Ableitimgen  von  Um. 
Von  ^m  und  seinen  Hauptableitungen  endlich  diirfen  \vir  nach 
Voraussetzung  (3°)  in  §  2  annehmen,  class  sie  gegeii  die  dort  defi- 
nierte  Funktion  £  und  ihre  Hauptableitungen  gleichmassig  konver- 
gieren,  vvobei  die  Wahl  von  £  nocii  vvillkiirlich  bleibt.  Unter 
diesen  Umstanden  kcinnen  wir  zur  Grenze  m  =  oo  iibergehen. 
Nach  der  Definition  von  s  verschvvindet  das  Rand  integral,  und  es 
bleibt 


Auf  dieses  Integral  lasst  sich  unrnittelbar  der  Hilbertsche 
Hiilfssatz  (a.  a.  O.  §  4)  anwenden.  Dieser  Satz  besagt  folgendes. 
Wenn  cp  eine  Funktion  von  x  undy  ist,  die  innerhalb  eines  Recht- 
ecks  p  den  Bedingungen  geniigt  : 

i°.  Sie  ist,  nebst  ihren  Haaptableitungen  innerhalb  p  und  auf 
dessen  Seiten  endlich  und  stetig. 

2°.  Auf   den  Seiten,   die  parallel  der  #-Achse  sind,  ist  cp  =  o, 

~5  =  o,   y~  =  o  ;  auf  denjenigen,  die  parallel  y  sind,  ist  o  —  o, 

— i.  =  o,  — '-=  o  und,  vvenii  ferner  F  (x,  y]  eine  Funktion  bezeich- 

dx          '  dx*  '  \    ->  J  J 

net,    die    in    p    einscliliesslich   der    Seiten    stetig    verltiuft,    und 
endlich  das  iiber  p  erstreckte  Integral 


dx'3  dy3 

fiir  alle  diesen  Bedingungen  geniigeiiden  Funktionen  cp  verschwin- 
det,  so  hatFnotwendig  die  Form 

F  =  X  -+•  X'  y  -+-  X"  v2-f-  Y  -H  Y'a?  -1-  Y"#2, 


in  vvelcher  X,  X;,  X/;  stetige  Funktionen  von  x  allein,  Y,   Y',  Yr 
sletige  Funktionen  vonyallein  bezeichnen. 

Diese  Bedingungen  decken  sich  aber  niit  den  fiir  £  in  §  2  ange- 
nomrnenen,  da  ^  und  somit  seine  Ableitungen  ausserhalb  p  iden- 
tisch  verschwinden,  das  Integral  (a5)  also  nur  auf  das  Rechteck  p 
ausgedehnt  zu  werden  braucht.  Ausserdem  erfordert  die  dort 
vorausgesetzte  Stetigkeit  von  ^  und  seinen  Hauptableitungen,  dass 
diese  auf  dem  Rand  von  p  verschwinden.  A  us  der  obigen  Forde- 
rung  2°  ergibt  sich  aber  z.  B.  fur  die  Seiten  parallel  der  27-Achse 
,  d  cp  d'2  o  d*  o  ,  d  9 

aus  0  =  0  aucn  -—  =  o,  -r--  =  o,  -— ~  =  °  usw.,  und  aus  -r-1  =  o  : 
'  dx  '  dx~  dxA  '  dy 

d2cp  d*o  d'+o  ,      ^T  .     ,         „ 

— ~-  =  o,  ,    }  '.     =  o,  •     ..  l,     =  o,  woraus  das  Verschwinden  aller 
dx  d  Y          '  dx-  dy  J  dx-*  dy  ' 

Hauptableituno-en  mil  Ausnahme  von • —  auf   dem  Rande  des 

I  D  ^3    <)yZ 

Rechtecks  sich  ergibt.  Zum  Bevveise  des  Satzes  benutzt  aber  Herr 
Hilbert    nur    eine    spezielle    Form    von    cp,    fiir    welche    aucli 

— -5-7=  o  ist  am  Rande,  und  ferner  die  weiteren  Ableitungen 
endlich,  wenn  auch  unstetig  sind.  Diese  beschrankeiiden  Voraus- 


itzungen  liber  cp  dilrfen  also  hinzugefiigt  werden,  wodurch  die 
Der  cp  und  iiber  £  gemachten  Annahmen  identiseh  werden,  und 
;  folgt  fiir  das  Rechteck  p,  dessen  Seiteii  x  =  «,  x  =  a!  ,  y  =  6, 
=  b!  seien 


,6)  AAU  —  F  =  X(»  -+-yX'(x)  -H  jr2  X"  (  x  )  -+-  ¥(.7)  4-  .rY>  -h  3?2 
Sei  endlich 

rx     r.r     r.r          r 

V  =  U—  /       /       /       /     ^ 

J  a      *Ja       J  a      ^a 

ry    ry    ry    ry 
~  I  dy 

J  b      J  b      Jb      Jb 

H-  2  \     X"  dx*  -4-  -2  C 

«^aCe)  «//x«») 

(<X^^7<«/,6^ 

)  ergibt  sich 


merlialb  p,  vvobei  V  und  seine  Ableitungen  der  ersten,  zweiten, 
ritten  und  vierten  Ordnung  inncrhalb  p  und  auf  dessen  Raiide 
.etig  und  endlich  sind.  Man  hat  also 


o  T  em  Linienintegral  ist,  welches  als  Funktion  des  innerh'alb  p 
elegenen  Punktes  (?,  TQ)  betrachtet  eine  analytische  Funktion  ist, 
ie  der  Gleichung  A  A  T  =  o  geniigt. 

§s. 

Wir  konnen  nun  leicht  beweisen,  dass  cr  wirklich  diegesuchte 
lO'sung-  ist,  indeni  wir  tins  auf  die  Stetigkeitseigenschaften  der 
ategrale  partieller  DiftVrentialgleichungen  sttitzen,  die  im  vorlie- 
enden  Falle  aus  den  in  §  I  angefuhrten  Greenschen  Satzen  sich 
rgeben.  Denn  da  F  nebst  seinen  Hauptableitungen,  nach  Defi- 

d®  V 
ition,  stetig  und  endlich  ist,  so  lasst  sich  die  Grosse  ,  ^      3  durch 

ie  in  §    1    angegebene    Riemannsche    Methode  bilden,    und  es 


-  OpW  VS1  <l'~       87r 

wo  T,  wieder  ein  Linienintegral  mil  denselben  Eigenschaften  w 
T  bedeutet.  Daraus  folgt  durch  direkle  Differentiation  unter  de 
Integralzeichen,  dass  die  Ableitangen  erster,  zvveiter  und  dritt 
Ordnung  von  w  existieren  and  stetig  sind,  und,  wegen  d 

vorausgesetzten  Endliclikeit  von -—>-—?   nach    einer    Transfc 

0  ox     oy 

mation  der  in  §  1  besprochenen  Art,  dass  gleiches  auch  von  d 
Ableitungen  vierter  Ordnung  gilt.  Endlich  geniigt  <v(^,y)  d 
Gleichung 


Da    diese   Satze  fur  jedes    Rechteck  p  innerhalb  R   gelten, 
gelten  sie  innerhalb   der   ganzen  Platte  R.   Endlich  ist,  wie  v 
sahen,  w  =  lim  wm  =  o  am  Rande.  Daausserdem  die  Existenz  v« 

7/1  =   00 

—  5  —  innerhalb  R  bevvieseii  ist,  so  folgt  aus  den  in  §  3  be\viesen< 
Satzen,  dass  fiir  jedes  Kurvenstiick  /innerhalb  R  der  Limes 

/QW 
— ; ds^ 
dn 

dessen  Existenz  wir  bewiesen  haben.  mit  /   -^  ^zusammenfal 

Ji   dn 

Nahert  I  sich  L  and  fallt  mit  einem  Stuck  von  L  zusammen, 
vvircl  der  Limes  =  o,  weil  — —  =  o  fiir  jedes  m\  es  ist  also  weg 

der  durch  die  GJeichmassigkeit  der  K.oiivergenz  bedingten  Stet 
keit 

Cdw    . 
I   — -  ds  =  o 
J    ori 

fiir  jedes  iioch  so  kleine  Stuck  des  Randes  L;  vvoraus  folgt,  cl; 

-—  =  o  ist. 
on 

Die  sukzessiven  Approximationen  wnt  konvergieren  a 
gteichmdssig  gegen  eine  Grenzfunktion  w,  welche  den  geste 
ten  Grenz- . .  und  Stetigkeitsbedingungen  geniigt  und  < 


irtielie  Differentialgleichung  erfiillt 
)  AA^=/(^,JK), 

\so  die  gesuchte  Los  an  g  1st. 

Allerdings   wissen  vvir    nicht,  ob    aucli    lim  -—  —  =  —  >    usvv., 

0  '  dx  dx  ' 

777   —  00 

h.  obauchdie  Ableilungen  von  ppkonvergieren.  DassdJe  Konver- 
;nz  aucli  der  zweilen  Ableitungen  bei  der  grosseren  Anzahl  der 
nwendungeii  ervvartet  warden  darf,  1st  schon  bemerkt  worden. 
agegenisl  im  allgemeinen  kein  Grand  vorhanden,  dass  auch  die 
erten  Ableitungen  noch  konvergieren  sollten;  wird  somit  im 
Igemeinen  die  Approximation  w,ft  in  (5)  eingesetzt,  so  wird 
ese  Gleichimg  bei  wachsendem  m  nicht  mil  vvachsender 
enauigkeit  erfiillt  sein. 

Dainit  ist  also  das  Problem  i'iir  alle  diejenigen  Falle  gelost,  in 
elchen  man  Fimklionen  ^/  mil  den  geforderten  interpolato- 
schen  Eigenscliaf'leii  angeben  kann.  Wir  haben  nun  zu  zeigen, 
ie  dies  unler  sebr  allgemeinen  Voraussetzungen  iiber  die  Gestalt 
5r  Platte  nn'iglich  ist,  \\omit  der  alJgemeine  Existenzbeweis 
•bracht  sein  wird. 

§6. 
Sei 

F(.r,  y  }  =  o 

ie  Gleichung  der  Randkurve  L.  Diese  Gleichung  kann  unter 
nistanden  mehrere  Ivurven  /  detinieren,  von  welchen  ein  Teil 
3in  Rand  niclu  angehorl.  Dies  wird  der  Fall  sein,  vvenn  der  Rand 
,wa  ein  Polygon  ist  und  •  F  die  Form  liat 

19)    Ft  =  (a\x  -4-  biy-^r  (^  )  (a^j:-i~  b^y-k-c^},  .  .(aroc  ->r  bry-+-  cr) 


Die  Geraden  ci'Lx  4-  b-ty  -j-  r.j  =  o  vverden  nicht  in  Hirer  ganzen 
usdehnung  dem  Rande  angehoren.  Wir  setzen  voraus,  dass  F 
inerlialb  der  Platte  nicht  verschwindet,  was  fur  die  spezielle 
orm  (29)  bedingt,  dass  das  Polygon  ein  konvexes  ist. 

Ferner  sollen  F  uiid  seine  Hauptableitungen  in  R  und  auf  L 
:idlich  und  stetig  sein.  Endlich  soil  auf  dem  Rande,  wo  F  =  o  ist, 

rjF 
ich  —  =  o  sein.  Erfiillt  F  die  vorangehenden  Bedingungen,  aber 


niclit  diese  letzte,  so  wird  F-  alle  Bedingangen  erfiillen.  Die  w 
teren  Ableitungen  —  -?  •  •  •   sollen  dagegen  auf  dem  Rande  nur 

einzelnen  Punkten  verschwinden. 

Diese  Beschrankungen  sind  von  geringer  Bedeutungfiir  die  A 
wendung  auf  physikalische  Probleme.  Bei  stetig  gekriimm 
Randkurve  wird  F  sie  meist  von  vornherein  erfvillen.  Aber  at 
bei  geradlinigen  Polygonen  und  allgemeiner  bei  solchen  Figun 
die  durch  mehrere  Kurvenstiicke  begrenzt  werden 


wo/i  ?  ,/2«  •  •  •  analytische  Funkrionen  sind,  wird 


alien  Anforderungengeniigen,  fallsnurdie  Kurven//  =  o,  sofern 
nicht  zum  Rande  gehdren,  aitsserlialh  der  Platte  verlaufen. 

Bei  einspringenden  Winkeln,  z.  B.  nichtkonvexen  Polygon 
ist  diese  einfache  Form  von  F  nichl    inehr  anvvendbar.  Fur 
Sternpolygon,   dessen    einspringende  Ecken  P<  ,  P2  ,  .  .  .,  P7, 
ausspringendenQ,,  Qa,...,Q//inderReihenfolge  P<  Q<  P2  Q2 
abwechseln,  seize  man 

TCCOi  TCCD.-)  TTCp-i  TUCD,, 

F  =  r\rl  ...  rj  sin*  ^1  sin*  -^.  sin«  32  ...  sin2--^, 
y-i  a2  a;}  aw 

wobei  /v  der  Abstand  des  inneren  Punktes  (.r  7)  voni  Ptinkte 
a/derWinkel  Qj  +  iP/Q/,  und  cp/  der  Winkel  (xy)  Pt-Q/ 
Bleibt  (#y)  innerhalh  des  Polygons  oder  auf  dessen  Randern 
ist  F  eindeutig  und  erfullt  alle  gestellteii  Bedingungen.  Oflen 
lassen  sich  solche  Ausdriicke  auch.  in  allgemeineren  Fallen  ( 
springender  Winkel  aufstellen. 

Ebenso  bietet    es    keine  Schwierigkeit,    bei  ringftirmigen  ( 
bieten  usw.  ,  die  Gleichung  der  Rander  auf  diese  Form  zu  bring 

Um  die  Existenz  solcher  Funktionen  F  unter  moglichst  all 
meinen  Bedingungen  einzuseben,  hat  man  sick  nur  zu  erinne 
dass  Herr  H.  A.  Schwarz  die   Existenz    der    Fundamentallosi 
.der  Gleichung 

A  a-  -+-  K2  a  =  o 

unter  der  Bedingung,  dass  u  auf  dem  Rande  verschwindet  und 


XV.   —  NEUE   MKTHODE    ZUR    LOSUNG   GEWISSER   VARiATIONSPROBLEME.      2IJ 

Tnnern  nebst  —  ,  -  —  endlich  und  stetig  bleibt,  unter  bekannten 

Ox     dy  &  ' 

Voraussetzungen  sehr  allgemeiner  Art  iiber  die  Gestalt  des 
Gebietes  R  bewiesen  hat.  Diese  Losung  enLspriclit  clem  Funda- 
mentalton  einer  Mem  bran  von  der  geg%ebenen  Gestalt;  sie  ist 
innerhalb  R  analytisch  und  verschwindet  in  keinem  Punkte  im 
Innern  von  R  (1).  Es  geniigt  also 

F  =  u* 

alien  geslellten  Forderungen,  falls  seine  Hauptableitangen  auch 
auf  L  endlich  und  stetig  bleiben.  In  singularen  Punkten  des 
Randes,  insbesondere  bei  einspringenden  Ecken,  konnenallerdings 

—  t  —  und   die  hoheren  Ableitunffen  unendlich    werden.    Sind 

da?    dy  & 

7*4  ,  /-2  ,  .  .  .  die  Abstande  eines  inneren  Punktes  (.r,  y)  von  diesen 
singularen  Punkten,  so  lassen  sich  dann  stets  ganze  Zahlen  />i? 
pi  ,  .  .  .  so  bestimmen,  dass 


nebst  seinen  Hauptableitungea  auch  in  diesen  Punkten  endlich 
und  stetig  bleibt.  Denn,  wie  man  leicht  einsieht,  ist  fur  ein  Gebiet, 
welches  gebildet  wird  durch  einen  Kreis  vom  Radius  a  und  zwei 
von  seinem  Mittelpunkte  ausgeheude  Radien,  deren  Winkel  gleich 
a  ist,  a  von  der  Form 

u  =  sin  —  Ju(  '  kr), 
a 

wo  J  eine  Besselsche  Funktion  bedeutel,  k  die  kleinste  Wurzel 
von 


ist,  und  /*,  cp  die  Polarkoordinaten  eines  inneren  Punktes  in  bezug 
auf  den  Mitlelpunkt  als  Pol  und  einen  der  zwei  Radien  als  Achse. 
Sornit  ist,  in  der  INiihe  des  Mittelpunktes, 


7C 

—    a 


u  =  sn 


und  fur  a  :>  it,  wo  der  Winkel  em  einspringender  wird,  w 

-_^,    —  unendlich,  aber  nur  vvie  die  Potenz i   von  /•.  I 

dx      dy  a 

Satz  lasst  sich  Jeicht  auf  die  Enlwickelimg-  von  u  in  der  Nalie 
Eckpunktes,  in  vvelchem  zwei  analytische  Rurven  zusan 
stossen,  erweitern.  Damitist  die  Existenz  voii  F  fiir  eine  beli< 
aus  einer  endlichen  Anzahlanalytischer  Rurven  zusammenge 
Begrenzung  ervviesen* 

Fiir  die  Anwendung  wird  man  allerdings  von  dieser  Rons 
tion  von  F  keinen  Gebrauch  machen. 


§7. 

Sei  s  die  in  §  3  unter  3°  definierle  Funktion.  VVir  seize 
Platte  R  in  das  limere  eines  Vierecks  Q,  dessen  Seiten  gle 
sind.  Die  Funktion 


ist  nur  innerhalb  eines  ganz  im  Innern  von  B.  gelegenen  I 
leeks  p  von  iibrigens  willkiirlicher  Lage  und  Grosse  von 
verschieden.  In  diesem  RecliLeck  bieibt  sie  stetig  and  ei 
nebst  ihren  Hauptableilungen.  Auf  dem  Rande  L  von  R  un 
den  (ausserhalb  R  gelegenen)  Rurvenstiicken,  auf  vvelchen  I 

schwindet  und  somit  P  =  -  wird,  versagt  zunachst  die  Defiii 

Soil  P  stetig  sein,  so  ist  auch  hier  der  Wert  Null  zu  \\ahlen 
wir  im  folgenden  voraussetzen. 

Unter  diesen  Umslanden  wird  man  P  and  seine  Hauptabl< 
gen  innerhalb  des  ganzen  Vierecks  Q  durch  Fourier-Reiher 
analoge  Entwickelungen  darstellen  konnen.  Derm  werdei 
Seiten  von  Q  als  Roordinatenachsen  gewahlt,  and  \\iri 
Funktion  P  ausserhalb  Q  so  fortgesetzt  gedadil,  dass  sie 
rade  ist  in  x  und  in  y,  so  wird 

CO  CO 

r=>    >   dmnisin 


i      ra    r"r>,          ,    •     WK-V    .    nity    ,      , 
Vmn  =  — £    /        /      P  ( a?,  y )  sin  — : —  sin  — -^-  dx  dy. 


Man  erhalt  die  Hauptableitung-en  dieser  Reihe  durch  gliedweise 
ifferentiation.  Denn,  da  P  nebst  seinen  Ableitungen  fur  x  =  o, 
=  am,y  =  o,y  =  a  verscliwindet,  ergibt  sich  durch  partielle 
itegrationen 


n-ny 

— 


n-ny    .      . 

COS  -  —  d.K  CIV  . 

a  a  J 


Die  gleidmiiissigkonvergenteEntvvickelune  von  — -r— — r  1st  aber 

()  X     (J  V 

,)*  p 


\  (    C      C      &  P  /nir a?        /iTiy   ,     .    \ 

~      /       /       .   ..  .  -cos cos — —dxdy 

^2W0     «^o     ^   ^  «  a  J 


W  -U     /        I        d*1  m^x       flf*y  ,     ,    \  m~x        nr.y 

/ 1   >.-rl      /          /       — TT-r— rCOS COS —  dx dv   I  X  COS COS — » 


1       1 


>dass  durch  gliedweise  Differentiation  in  der  Tat  der  richtige 
usdruck  sich  ergibt.  Dies  vviirde  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
iin,  wean  die  Ableitungen  auf  den  Seiten  von  Q  nicht  ver- 
ihwanden.  Filreine  Variable  istdiese  Abschatzung  der  Koeffizien- 
:n  wohlbekannt. 

Setzen  wir 

.  _    .     mita?    .     TITUV 

Vmn  —  r  sin  --  -  sm  -  ~  , 


)  werden  Ausdriicke  der  Form 

M    M 

/j  /  i  bmntymn 
1       l 

nd  ihre  gliedweise  genornmenen  Hauptableitungen 
in-nx   .    /my       FTC 


/      /un  sin 

Ox  j^J  a  a  a 

.  s.  vv.,  gleickmassig  I'iir  rn  =  oo  gegen  s  und  seine  Hauptablei- 
.ingen  konvergieren;    die  Funktionen  'lm/l  verschvvinden  ferner 

uf   dein    Rand,     nebst    ihren    Ableitungen         '""  •>    —  ^2..    Die 

'  &  dx  dy 

?unktionen.  ^mil  genagen  somit  alien  den  Funktionen  A/  in 
2  auferlegten  Bedingungen.  Den  Grenzfall,  dass  p  mit  dem 
laade  L  einzelne  Punkte  oder  Strecken  gemeinsam  hat,  brauchen 
riv  nicht  in  Betracht  zu  ziehen.  Deiin  wir  haben  beiui  Beweise  fur 
ie  gleichmassige  Konvergenz  von  wm  in  R  und  auf  L  die  Bedin- 


gang  3°  in  §  2  nicht   vorausgesetzt.    Aus    dieser  gleichm 
Konvergenz   folgt  aber,    dass    vveiin   Urn  tvm  =  w    die    g< 

///   =;    oo 

Losungist,  dieselbe  auf  dem  Rand  verschwindet,  wiejavorge 
ben  ist,  nebst  —  •  Dass  die  \veiteren  Ableitungen  stetig  u 

DifFerentialgleichung  erfiilll  ist,    brauclit   nur  fur  innere 
gezeigt  zu  \verden. 

Es  ist  aber  leicht  einzuselien,  (lass  selbst,  wenn  der  Ran< 
zuin  Teil  init  L  koiiizidiert,  £/F  hier  gegen  Null  konv< 
Denn  in  unmittelbarer  Nahe  eines  Punktes  des  gerad 
Randstucks,  das  wir  voriibergeliend  als  a?-  Ac  Use  betrachten 
abteilungsweise  analytische  Funktion  C  von  der  Form 

^•=*y*  mal  einer  Potenzreihe  in  .7?,^, 


•i  r»  -J        •     i    y  ~   > 

wen  fur  y  =  o  identisch  c  =  o.  -r-1  =  o,  -  —  ?  =  o  sein  mu< 

^  '  dy  '  d  y- 

gegen  verschwindet  die  ebenfalls  abteilungsweise  analytische 

j<>  rp 

lion  F,  wegen  -  —  ~  ^  o  nach  Vorausselzung  (ausser  vielle 
einzelnen  Punkten),  nur  wie  y'1  x  Potenzreihe.  Son 
=;>  einzelne  Puiiklc  vielleiclit  ausgenommen,  auf  1^  gleicl 
und  die  Ableitungen  stetig  und  endlich.  Die  oben  fiir  -, 

gestellte  Fourier-Reihe  gilt  also  aucb  in  diesem  Falle,  u 
ebengenaiinleu  singularen  Punkte  allein  miissen  eventuell  j 
Rande  von  o  ausgeschlossen.  werden. 


§  8- 

Man  kann  die  trigonornetrischen  Reihen  des  vorigen  P 
phen  durch  andere  Reihen,  z.  B.  Entwickelungen  nach  Polyi 
ersetzen.  Da  sich  jede  Potenz  von  x  durch  Legendresch* 
nome  Pm  (einfache  Kugelfuuktionen)  linear  in  hekannter  W 

(')  LEGKNDRK,  Exercises,  t.  II,  p.  35a.  Es  isl 


darstellen  lasst  und  umgekehrt,  ist  es  gleichgiiltig,  oh  man  setzl 


v  \ 

F     oder 


unter  a  wieder  die  Seite  des  Quadrats  O  verstanden.  Wir  benutzen 
die  letztere  Form  und  setzen  der  Einfachheit  halber  a  =  2.  VVenn 

00  i  i 

(32)     /(a;)=y  A«  ?„(#),          A«=2^±J    /      /(a;)  ?„(*)«&., 
o  J-' 

so  ist  diese  Entvvickelung  gleichmassig  konvergent  von  —  i  bis  -{-  i  , 
wenn/  stetig  und  endlich  ist  und  nur  eine  endliclie  Anzahl  Maxima 
und  Minima  in  diesem  Gebiet  besitzt.  Die  gliedweise  Integration 
von  —  i  bis  x  gibt,  wegen  der  Formeln 


dx  dx 


also  wieder  eine  gleichmassig  konvergente  Reihe  von  derselben 
Form.  Umgekehrt  kann  man  also  auch  die  Reihe  (3 2)  gliedweise 
dift'erentiieren,  wennyv(j')  denselben  Bedingungen  geniigt  wie 
/  (x).  Dieser  Satz  lasst  sich  sofort  auf  mehrere  Variable  aiisdehnen. 

Der  allfiremeinere  Satz  :   Wenn  /',  —•-••?  — —  in  Reihen  von 

°  ^,^.%  c^a7m  <J  yn 

Polynornen  in  x,  y,  entwickelbar  sind,  welche  gleichmassig  koii- 
vergieren,  so  ist  f  selbst  in  eiae  solche  Reihe  entwickelbar, 
welche  m  mal  nach  x,  und  n  mal  nachj^  gliedweise  diflerentiiert 
werden  darf,  folgt  unmiltelbar  aus  dem  Umstand,  dass  durch 
gliedweise  Integration  jeder  dieser  Reihen  von  o  bis  x  oder 

/    ()/n-*-n—  1  /'    \ 

o  bis/  wieder  Polynornreihen  entstehen,  da  f  _t  J  ft  j  usw. 
nach  Voraussetzung  in  solche  entwickelbar  sind. 


Sei  also  innerhalb  Q 


da  nn  wird  die  Reilie,  nach  den  iiber  £,  F  gemachten  Vor 
setzimgen,  innerhalb  jedes  innerenRecIitecks  p  nebstihrenHa 
ableitungen  gleichmassig  konvergieren,  und  es  lasst  sicJi  son 
durch  eine  Summe  der  Form 

M    M 

22  A'/|'|FP'|'('7?)P"^) 

0        0 

nebst  semen  Hauptableitimgen    beliebig   genau    darstellen. 
in  (3i)  defmierten  Grossen  im//    genii  gen  also   alien  Voraiii- 
zungen. 

Die  Anwendung  von  Polynomen   wird    besonders  zweckma 
bei  konvexen  Polygonen.  Hier  kann,  vvie  \vir  gesolicn  haben,  /' 
ebenfalls  ein  Poljnom  gesetzlwerden,  und  alJe  durch  die  Metl; 
verlangten  Quadraluren  kr>niien  explizile  ausgoi'iilirl.  vverdon. 
ein  Rechteck  z.  B.  wird  also  wm  in  der  Form  anzusctzen  sein 

inn 

(33  )     wmn  =2  a>»»  (x  ~~  a}*(x  ~~  a'My  -  b?(y  .......  -  t>')*xmyn, 

0 

wo  x  =  a,  x  =  a!  \  y  =  b,  y=  bf  die  (ileichuugen  der  Sei  ten 
Rechtecks  sind. 

.Bestelit  die  gegebene  Figur  allgeineiner  aus  vier  Rurvensliic 
eines  Orthogonalsystems 

/i(^i  y)  =  konst.=  *,,         J\(x,  y)  =  konst.  =  >s-2, 

die  den  WerLen  s\,  s'.,  ,  5"  ,  .?!',  der  Parameter  ,v  entspreehen 
wird  man  die  si  als  neue  Variable  einfuhren,  woclurch  das  voi 
legte  Kurvenrechteck  auf  ein  gewohnlicbes  Rechteck  abgebi 
wird,  and  der  Ansatz  (33)  anwendbar  bleibt,  wenn  man  x  du 
s\  ,  a  durch  s\  ,  a!  durch  s'\  usw.  ersetzl.  Allerdings  wird  der  I) 
grand  der  potentiellen  Energie  J  seine  Gestalt  iiridern  und  ( 
allgemeinere  qnadratische  Form  d(?r  Diderontialquotier 

-7-T  usw.  werden,  mit  variablen  Koefiizienlen.  .Dadurch  wird  i 

-  ' 


die  Anwendung-  der  Metliode  keineswegs  verandert.  Die  Ivoeffi- 
zienten  der  linearen  Gleichungen,  welclie  die  unbekannten 
Grossen  «/  bestimmen,  lassen  sicli  in  jedem  numerisch  gegebenen 
Spezialfall  durch  mechaniscke  Quadratur  beliebig  genau  finden, 
da  sie  von  keinerlei  veranderlichem  Parameter  abhdngen; 
und  die  eindeutige  Losbarkeit  der  Gleichungen  wird  iiach  wie  vor 
durch  den  Urns  land  bedingt,  dass  die  qaadratische  Form  definitist. 
Dass  auch  der  Ivonvergenzbeweis  sich  in  ahnlicher  Weise  fuhren 
lassl,  wird  man  an  dem  unten  zu  behandelndeii  Beispiel  gewohn- 
licher  linearer  Differentialgleichungen  mil  variablen  Koeffizienten 
erkennen. 

Eine  praktisch.  brauchbare  rj(")sung par tieller  Differentialgleichun- 
gen setzle  bis  her  meist  die  Auffmdung  gewisser,  in  Faktoren 
zerlegbarer  Elementarlosungen  voraus,  aus  deren  Summation  all- 
gemeinerc  gel>ildet  warden,  und  dieiiur  in  besoiideren  Fallen  exis- 
tieren.  Durch  die,  Behandlung  des  speziellen.  Falles  einer 
viereckigen.  Platle  werde  icli  nan  zeigen,  dass  auch,  wenn 
solche  Losungen  nicht  bekannt  smd,  die  neue  Methods  den 
wichtigen  Vorteil  bietet,  numerisch  brauchbare  Resultate  zu 
ge.hen. 

§9. 

Wir  wollcn  die  in  den  vorigen  Paragraph  en  auseinandergesetzte 
Melliode  auf  cine  rechteckige  Plalte  anwenden,  wobei  \vir  fiir  die 
(\>i  cinen  iieuen,von  (33)  verschiedenen  Ansatz  machen.  Wir 
bemcrkcn  zimachst,  dass  die  klassische  Methode,  die  von  einem 
Proclukl  X(^)Y(y)  auszugehen  hatte,  hier,  wie  man  leicht 
iil)ersiehL,  versagt.  Dagegen  fuhrt  die  physikalische  Analogic  von 
selbsL  zu  Funktionen,  die  die  Eigenschaften  der  A/  besitzen  :  die 
Betrachtung  eines  an  beiden  Eriden  eingeklemmten,  elastischen 
Slabcs,  gewissermassen  das  Aualogon  zum  vorgelegten  Problem 
in  e.ine.r  Dimension,  wircl  tins  die  gewiinschten  A/  in  zvveck- 
miissiger  Form  liefern. 

Sei  a  die  transversale  Verschiebung,   a  die  Lange  des  Stabes; 

dann  ist  i'iir  x  =  o  und  x  =  a,  u  =  o,  und  —  =  o.     Die    Eigen- 
schwingungen.   des  Stabes  genugen  bekanntlich  der  Differential- 
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gleichung 

d'"  it  .  , 

-TT  =  u^  , 

dx* 

vvozu    man  noch,  wegen  der  Homogenitat  cles  Systems,   die  I 

dingung 

/-" 

I      w2  rfa?  =  a 

JQ 

setzen  kann  :  die  Losungen  sind  dann  bis  auf  das  Vorzeich 
bestimmt,  und  es  existieren  derenfiir  eine  unendliche  Anzah]  v 
Werlen  von  A,  namlich  fiir  alle  Wurzelii  \\n  der  Gleichung 

(34)  cos  KcljK  =  i,          \n=  — 

CL 

Die  ziigehorigen  fjosungen  sind,  unter  $\)  .r,  clj  x  die  hjperb 
lischen  Sinus  und  Ivosinus  verstanden, 

/       Knx  K,,a?\  f   .     „          .  ,,    N       /  .     K,,.r  K/?.r\   , 

(cos  --  cl)  —  —  )  (si  a  Ev;i  —  0|jKw)  —  (sin  —  --  0!)  - 

\  >  ^  ^  ^''  ^^ 


Die  Wurzeln  von  (34)  sind  wenig-  verschieden  von  /  //  +-] 

n  =  i  ,  2  ,  3  ,  ...,  und  zwar  um  so  weniger,  je  grosser  /;  ist.  Sie  sii 
von  Lord  Rayleigh  (')  berechnet  word  en  : 

K1==  -—  -  -1-0,01765=    4,7800,         K2  =   —  —0,00078  =  7,8532, 


'2 

-h  0,000  o3  = 

10,9956, 

K4  = 

'j>. 

I  1  TC 
2 

=  17,2787, 

K6  = 

l!)7U 
». 

u.  s.  W. 


Man  hat 


Die  Losurig  ^  verschwindet  nicht  zvvischen  o  und  a]  $a  besit 
elnen  Knoten,  usvv. 


Ebenso \\iedie  Losun<reiides  Systems -. —  —\u,  u.(o)  =  u(a)  =  o, 

O  J  clx>>  7         \     .  \     j  7 

namlich  sin  und  cos,  zu  Entwickelungen  nacli  trigonometrisclien 
Reilien  fuliren,  istauch  jede  wdlkiirliche  Fimktiony(#)  zwiscbeu 
o  und  a  wenigstens  formal  nacli  der  Formel 

entwickelbar;  durch  Multiplikation  mil  qfi  (.r)  und  Integration 
von  o  bis  a  findet  man 

•    —   '     /*" 


Die  .Konvergenz  von  ('>())  liisst  sich  fiir  die  luer  in  Betrachl 
kommendeii  Fiille  Iciclit  ervveisen.  Es  geniige  die  Funk  tioa  /'('#) 
folgendcn  Bedingungen  : 

i°.  Sic  ist  endlich  und  stctig,  iiebst  Jliren  Ableitungen  erster, 
zweiter  und  dritter  Ordnung  von  o  bis  a  ;  die  Ableittmg  vierter 
Ordnung  bleil)t  endlicli  und  .besilzt  iiur  eine  endliche  Anzahl  von 
Maxima  und  Minima. 

2°.   Fiir  x  =  o  und  x  =  a  verschvvindcn  /  und  ^~- 

•7  fhr 

Daiin  ist  die  Reilie  (36)  absolut  und  gleickmdssig  konver- 
gent  und  kann  we  nigs  tens  3  nial  gliedweise  differentiiert 
werden,  oline  dass  die  Konvergcnz  auflwrl,  e.ine  absolute  und 
zu  ser.n. 


Durcli  parliclle  Integration  findet  man  namlicJi 

(38)  ,<    -If 

(°<SJ  "~* 


K;/  v    dv*        dx    cU~        dx-   dx        <7.r:j    'Jl} 

i_   __^_       I          _j jl       fj rr 

Da  f,  -^,  ^/0  — ~  an  den  iindpunkten  verschwinden,  so  versclivvin- 
det  die  Klammer.  Nacli.  dem  zvveiten  Mittelwertsatz  aber,   wenn 

den  Werten  x  =  ai?  a.,,  . . . ,  a/;    die  Maxima  und  Minima  von  -—r 

ft  3' * 

R.  1 5 
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entspreclien,  gilt 


und   entsprechende   Formeln  gellen    fur 


/"<•• 


Nach  (35)  aber  ist 


wo  A  eine  bestimmte,  von  /*,  a/,  a^-  unabl 
falls  L  der  gross le  Wert  von  -7-—  im 


imd 


Jet-         dx>*  C 


somil,  unter  B  eine  bestimmte  Zahl  versta 


Nun  Jst  aber  K,/  =  (  w  -t-  £)  TT  -j-  s«  ,  wo  s7i  i 
gicrt;  die  Reibe  (36)  konvergierl  somil  \vi 


also  sehr  rascb.    Die  Ableiluiigen,  nach.  i 
gieren  langsamer  :   die  erste  vvJeN  -^,  di 

dritte  vvie  2j"~2;   a^so  auc'1   '^er   uoc'1  l- 
absolute  imd  gleichmassige,  vvomitder  Sat: 


XV.   —  NEUE    MRTIIODE    ZUR    LOSUNG   GKWISSEll   VARIATIONSPROBLKMK.       •£:>.- 

gleiches    gelte    von  ihren    liauptableiluiigen    und    von.       \  ' — j? 

— -  ^  •*    ,•  ?  und  zwar  innerhalb  und  auf  dem  Rande  einesRechtecksR, 
dessen  Seiten   x  =  o,  .2?  —  a;  y  —  o,  ty  =  6  seieii ;    ferner    seien 

/*  und—?  somit  —  »  — —j  auf  dem  Rande  iHeicli  Null.  Die  Funk- 

J  d  n  o  x    ()  y  ° 

lion  /  ist  dann   in   die    absolut   und   gleiclnmissig    konvergenKt 
Reihe 


entvvickelbar,     und    man    erhalt    ihre    IFauptablcilungen     durcli 
gliedvveise  Differentiation  dieser  Reilie.  Die  Funktioiieii  ?/w  sind 
wie  oben  dnrcli  (35)    definiert,   und  die   '.\n   crluilt   man   hieraus 
durch  Vertauschung  von  x  mit  y,  a  mit  b:  in  mil  /i. 
Man  find  el  z  untie  list 

am1l——\     I  ft,}l'ftft  dxdy, 
H 

woraus  \\ieder  durch  parlielle  Integration 


Ox*  dy* 


, 

c/.r4  dy* 


^o  folgt       )  Mv — ^^°7    UJ1(J     \\eitere     uhnliclie 
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entsprechen,  gilt 


n-; 


und  entsprechende   Formeln   gel  ten    fti 


Nach  (35)  aber  ist 


wo  A  eine  hestimmte,  von  /*,  a/,  a),  ana 

v  /•* 
falls  L  der  gross te  Wert  von  ^  im  lute 


u  nd 


rad^f 

f  ^n 

,/0         aX 


somit,  unter  B  eine  bestimmte  Zahl  vcrs 

|«/i|    <  -jT-r' 

Nun  1st  aber  K,j  =  (n  -\-  ty  TC  -f-  s/^ ,  wo  s/ 
gicrt;  die  Reihe  (36)  konvergierL  somil  > 


also  sehr  vascli.    Die  Ableilungen,   nacl 
gieren  langsamer :  die  erste  \vie  J^  — > 

dritte  wie  ^—7;  also  auch    liier  noch 
absolute  imd  gleichmassige;  wonntder  S 


XV.  —  NEUE   METIIODE   ZUR    LOSUNG   GEWISSEK    VARIATIONSPROBLE3HK.       i>. '>. 

£>leiches    gelte    von  ihren    Hauptableituiigen    und    von  --    U' j/ — 

l  °  d  x'*  <)  y* 

{ 3  ^  A?  und  zwarinnerhalb  und  auf  demRande  eiiiesRechtecksP 
dessen  Seiten  x  =  o,  x  =  a;  y  =  o,  tr  =  Z?  seieii ;    ferner    seie 

/'  und  (-~-,  somit  -^ ,  -—-,  auf  dem  Raiide  ^leicli  Null.  Die  Funk 

J  d  n  ()  x    0  y  s 

tion  /  ist  dann   in   die    absolut   und   gleiclimiissig    konvergenl 
Reihe 


entvvickelbar,    und    man    erhalt    ihre    UaiiplableiLungen    durc 
gliedvveise  Differentiation  dieser  Reilie.  Die  Funktionen  £/w  sin 
wie  oben  durcli  (35)    definiert,   und  die   r,w   crhiilt   man    liierai 
durcli  Vertauschung  von  x  mit  7,  a  mil  />,  /?i  mil  /^. 
Man  findet  zunachst 


Cmfi=:_L  j     \ftm^nd 


vvoraus  wieder  durcli  partielle  Integration 


»«   rtl 
./. 


=     ^6»   Ch 

K;^K^/0 


dy 


=  o  folgt 


3 


•EEEO,     und     weitere     ahnlicl 

,7  t      \ 
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Unter  selir  allgemeinen  Umstiinder 

.     •,         -,        T-,  encll.  Zahl    .      , 

\vieder   der   rorm  —  -,  —  -  —  ;  insbeson' 

L\.m  K/,, 

-  —  —^  —  -  stetia*  und  -  —  „      •,  endlich  bJei. 


partielle  Integration  leicht  einsielit.  D 
auch  die  gliedweise  genommenen  H 
absolut  und  gleiclimiissig  konvcrgier< 
I?  mik  t  lone  n  \m'^n  =  fyi  (^'?  y)  &He  d< 
g  tinge  /i  genilgen  (die  Funktion  ^  ir 
fiir^geslellten  Bedingungen  ohne  Eir 
der  fn'iher  gegebenen  Beweise  unterwo 


Wir  haben  also  einfach  einen  Ausdr 

M     N 


V  V          f    / 

«'MN  ^  a'»»  ^/;2  ^  '* 


1       i 


in  das  Integral  J  (§  1)  einzusetzen  und 


J  MN 


=//[;< 


Diese  Funktion  zweiten  Grades  der 
Minimum  zu  machen.  Es  ist  also 


.  =  i,  2,  ...,  M;  v  =  i, 


Orhex* 

(40 

Es  ist 
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so  gilt,  wemi  man  die  Gleichung 


beriicksichligt,  and  partiell  integriert,  fiir  m  ^£  n 


Sei 


(aA=  0,982  5o;  a2=  1,00078;  a3=  0,99997;  a4=  1,00000, 

so  \vird 

f  K2  K2 
(13)  crnw=  g/;i/t=  -'4  /;l     n4  [(—!//!+» H.  i]  (K/wa,tt—  K,,an). 

1VWl  **-/i 

Fiir  m  >  2  und  n  >  2  isl  auf  i()(^00  genau 


End  lie  1 1  ist 
(44) 


x.« 

-^  w  =  a   I      %"m  \m  dx  =  —  a ?rt  KJ,  -+-  •>  K,w  am 
t/0 


and  fiir  gn'issere  m 


-2  -H  (am 


Es  ist  offenbar  c-/w/2  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  m, 
beicle  ungerade   oder  beide    gerade  sind.  Die    Gleichtmgcn  (/\\ 
lassen  sicli  soinit  sclireiben 


M       N 


. 

t      H-          &v          '-iff^ffwX 
t,v\   —  r-  -h  -rr-  H  --  TT-—       =  /iiv 
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Der  Index  f  an  den  S  zeigt  an,  dass  man 
Summe  \vegzulassen  hal. 

Durcli  AufJosung  dieses  Gleicliun, 
Werte  von  M,  N  erhalt  man  immer  bes 
ivM  +  r>Nj  ...  andie  gesudite  Funktion  w.  I 
hestimmten  Gliecles,  Zp'fy  z.  B.,  vvird 
Werte  apq,  apq  ,  apq  ,  .  .  .  ,  a^,ei'Iialte 
class  mil  \vachsendem  s  diese  Gross  en  g 
in  Her  Entwickelung'  der  Funktion  a1 


konvergieveii',  lelzlere  Reilie  aber  ist,  ] 
zen  iiher  w,  und  nack  den  Entwickelungx 
absolut  und  gleichmiissig'  konvergen. 
genoiumenen  Dill  ereiitialquotien  ten  ei 
\\enlstens.  Sei  nun 


2_j  }  ,  \  <(  nt  n  — 


I        l 


so  bleibt,  welches  auch.  x  undj'  sei,  a 
vorgegebene  Grnsse  s,  sobald  M,  N  gei 
da  ja  lim  w  MN  =  tr.  Es  ist  dabci 


Da  aber?w,  r,^  nach  (.')5)  kleiner  als  b 
bare  Zahlen  bleiben,  so  folgt. 

I  ft  m  n  —  A  m  n  \  < 

\vo  A  eine  leste  Ztilil  isl,  die  von  M,  IS 

dieKonvergenzder<7'^  gegen  A.m/i  bei 

Es  ist  aber  \\ichtig,  auf  den  vvesenll  id 
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v\  esentlich  verschieden.  In.  analoger  Weise  ist  bekaniit,  dass  die 
f  Fourier-Reilien   im    allgemeinen   niclit    gliedvveise    differentiiert 

f  werden  diirfen.    Bildet  man  aber  aus  ihnen  sukzessive   Approxi- 

mationen  S1?  So  ,  .  .  .  ,  inclem  man  das  Mittel  Sw  der  Summen  der  n 
ersten  Glieder  bereehnel,  so  enlstehlcine  Reilie  trigonomelrischer 
Summery  die  den  <rMN  analog*  sincl,  und  es  ist  von  ISerm  Fejer  (j) 
gezeigt  vvorden,  class  dieselbeii  gegcn  die  gieiche  Grenze  konver- 
yieren,  aber  eine  ghedweise  Dillcrenliation  gestaLteii.  Ks  ist  dies 
eiii  Uinstand,  derfiirdie  praktisclie  .Braucbbarkeit  unserer  Reihcn 
von  Wichtigkeit  sein  kann,  insbesondere  weiin  iiach  Fourier- 
Re  i  hen  entwickelt  \\ird.  .Die  Bedingungen  des  §  7  insbesoiidcre 
sind  dalier  als  liinreichend,  niclit  aber  als  notwendig  anzuselien. 
Setzt  man  den  Ursprung  des  Roordinatensystems  in  deii  Miltel- 
punktdesRechtecks,  die  A.cbsen  parallel  zu  den  Seiten,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  qnf  eine  gerade  Funktion  von  x  ^ird,  \venn  in 
ungerade;  eine  nngerade,  \venti  in  gerade.  El^enso  fiir  rin  (y). 
Wenn  also  f  (oc,y^  in  x  odor  r  gerade  oder  ungerade  ist,  so 
kommen  natiiriieh  in  (VM  nurdic  enlspreclienden  £  odcr  "/;  vor;  die 
i  i  1  )  r  i  ge  n  a  m  lt  sin  d  gl  e  i  c  1  1  Null. 


Wir  fiiliren  die  numerisr.be  Reohnung  durch  fiir  den  Fall  einer 
viereckigen  Plalte,  deren  Seilen  glcicli  a  sind  und  auf  \\elclie  ein 
gleichformigcr  Drudv  \virkl.  K*  ist  dann 

f  '  •=:   IvOllSl.  rz  r, 


fiir  ungerade  JJL,  v;  fiir  gerado  |ji,  v  istyjj-v  =  o. 

Es  ist  also  aueh  amn  =  «/////,  vvir  k('miien  die  ( ileiehungen 
dadurcb .  vereinfaclien,  class  vvir  dies  beriicksicliligcn,  IJL^V  setzeii 
und.  die  ilbrigen  Olcicluingen  (|;.>>v)  vveglassen.  Da  f  gorade  ist, 
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Sei  zunachst  M  ==  N  =  i  ,  so  ergibt  sich  a  us  (4^)>  welchc 
auf  eine  Gleichung  mil  cler  Unbekannten  ai{  reduziert, 

(47)  7«'i(*,r)  =  ^66»°^(*)  Wr)- 

1st  ierner  M  =  N  =  2  ,  so  hat  man  das  System  zu  losen 

/  !\  3  1  ,  5  —      (55  1  ,  8  a  1  1  —    a3t)  ,  a  ^i  3  •+-  94  ,  7  <r  :n  , 
/  1  88  ,  5  —  —  i  i  <)  ,  6  «!  i  4-  88(>7  <r/i  3     —  ()(>  I  «33, 
/    82  ,  7  =        94  ,  r>  a  1  1  —  !()•>/>.  CTIS     -i-  M  090  <733. 

Statt.  dieses  System  (lurch  Determinaiileii  zu  losen,  berik 
ligen  wir  deri  wichtigen  Umstand,  dass  die  Koeffizienten  de 
gonalglieder  bedeutend  grosser  sind  als  die  der  andern,  ur 
\vir  in  erster  Approximation  schon  a{  ,  =  o  ,  6620  /  gefunden 
Wir  setzen  daher  zunaclist 

a\\  =  o,Gi)2o/ 

und  berechnen  die  neu  hinzugekommenen  Grossen  a  < 
unter  alleiniger  B  er  tick  sich  tig  ung  der  Diagonal  gliec 
den  rechten  Seiten  der  zwei  letzten  Gleichuiigen  (i).  Es  e 
sich  die  Werte 

<7.13  ='o,o3oa/,          a33  =  o,ooo8/. 

Die  so  gewonnenen  Zahlen  betrachten  Avir  als  erste  A 
rungen,  setzen  also 


a\\  =  o,6G->.o/  H-  xl,         ai5  =  o,o3o2/  -\-yl,        rt33  =0,0008  /• 

schaffen  die  bekannten  Grossen  auf  die  linke  Seite  der  Gleic 
und  berechnen  wieder  die  Korrektioneii  x,  y,  z  unter  al 
Beriicksicliligang  der  DJagonalglieder.  Es  ist 

^=•0,0110,       y  =  0,0001,        z~  o,ooa.3 

undencllich,  durch  erneute  Wiederholung  des  Vrerfahrens  < 
sich 

x'  =  —  o,ooo3,        y  =  -u  0,0004,        ^'  =  0,0000, 


also 

«n  r=  0,6727  £,  a13  =  0,0807^, 

(48)  •  w2=  0,670.7  £1r 


Der  Vorzug  dieser  Losungsmethode  besteht  darin,  dass  slets  mir 
mil  selir  kleinen  /ahlen  operiert  wird,  so  dass,  ausser  fiir  die 
Berechnung  von  w{  ,  der  Rechenschieber  angewandt  \\erden  kann 
und  ausserdem  nur  \\csenllich  einfacliere  Operationeii  durch- 
zufiihren  sind.  Eiue  direkte  Losung  durch  Dclermintmten  \\iirde 
5  stellig'e  Loii'arilhmenlafeln  crfordern. 

o  O 

Bei  ho  here  u  Approximalionen  1st  dieser  Limstarid  noch  seln* 
viel  fiihlharer;  eine  direkte  Losung  ware  hier  ungleicli  zeilrau- 
bender.  Sei  M  =  N  =  ;5  ,  so  hat  man  6  Gleicluingen  : 


<j6r  a;t3  —       y.^JWi^  — 

/   8-1,7—        9  4  ,  G  «  1  1  —  1  99/4     <tf  1  3  -t-  9.  .i  890  <rt:l  3  -H       4  7  4  a  \  3  —    4  S  -AO  <7  3  s  -i-         5  9  •.>.  < 

/  r  20  ,  o  =  —   <%)3  ,  8  a  1  1  —    •.>?.()     <7  j  ;{  -H       ^  3  7  <7,3  3  -H  4  8  i  oo  <:«  j  -;  —    •>.  870  <r/;i  5  —      •?.  o  i  ">  < 

/  5o.35  =       74^^-11  —    ->l$     ft  Hi  —    a4i°  "-33  —    ^  370^-13  H~  7^  (>oo^33  •—      (>4'Ao< 

/   33,5=        58      «u-4-    372      «is  -4-       :~K)2  r^{3  —    4  (>'><>^'i;;  —  i:>.  8.|Oa.i;i  -+-  i  :")8  5oor 

Wir  bctrachtcn  \vieder  die  oben  fiir  M  ==  2  gewoiineiieu  Worle 
von  an  ,  <2,;},  <23:^  als  ersLe  Approximationen  uiid  berecimen  aus 
den  Diagonalgliedern  der  drci  JetzLen  Gleichungen  die  Nahcrungs- 
vverte 

«1{{=  0,OO3<),  C/3;;  =  0,O003,  «55  =  -  O,O«OI. 

Die  erste  Korrektion  schon  gibt  die  richtigen  Werte,  und  damil 


(49) 


0,0000  $3rj3. 


Die  Konvergenz  der  u1/  1st  also  cine  durchaus  befriedigende, 
wie  aus  dem  Vergleick  von  (^)}  (48),  (/Jo)  hervoi'geht. 

Oflenl)ar  ist  die  Geschwindigkeil,  mil,  welcher  die  /^v  mil 
\vachsenderi  |JL,  v  abnehmen,  fiir  die  Konvergenz  des  Verfahrens 
im  grossen  ganzen  massgebend.  Da  die/^v  im  wesentlichen  die 
Koefilzienten  der  Entwickelnng  von/^.r,  y)  nach.  den  Hm  •/)«  sind, 
so  Jiisst  sicli  ohnc  Schwierigkeit  zeigen,  dass  fiir  grosse  JJL,  v  in 
unserem  Falle  (/=  konst)  der  Ausdrnck  ;JLV  fv.^  mil  wachscnden 
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UL,V  endlich  bleibl.  1st  aber  /=  o  am  Rande,  so  bleibt  j 
u.2v2/p  endlich,  und  wenn  aucli  nocli  ~:>  ^7;  am  Rande 

schwindeii,  so  istnach  §  lOsogar  p*  v'1/^  endlich:  wirkttlerD 
vorzugsweise  auf  die  Mitte  der  Platte,  so  \vird  eine  wesen 
raschere  Konvergenz  die  Folge  sein.  Das  gewiihlte  Beispiel  s 
also  keinen  besonders  giinstigen  Fall  dar.  Unstetigkeiten 


v 


dagegen  siiid  fiir  die  numerische  Rechnung  weniger  giinstig. 

Der  Urns  land,  class  die  Koeffizienteii  der  Diagonalgli 
erheblich  grosser  sind  als  die  der  andern  Glieder  dcrGleiciuu 
(45),  liegt  daran,  dass  die  benutzten  ^/tl.fl  =  ^mrl/l,  deneu  ja 
sogenannte  Or  tliogonatitat  seigenschaft  z  ukommL 


/    /  b 

"     *" 


'n'dx  dy  —  o,         wenn  nicht 


diese  Eigenschaft  auch  noch  aiigcnahcrt  besitzen,  wenn  mau 
ilinen  die  unlerdem  Integralzeiclien  in  J  vorkoinmeiide  Open 
A  vornimmt.  Sind  die  transversalen  Eigenschwiiignngcn  cp/  (a 
einer  am  Rande  festgeklemmteu  Plalle  von  der  betrachl 
Geslalt  bekannt  (was  beim  Recliter.k  und  Vierock  nicht  der 
ist),  und  sel/l  man  o/=  i/?  so  gilt 


/    |  A6/n  A'^rt  ^r  dy  =  I     |  AA6/;?  ^,,  <:/.r  c/r  =  A/,,  j 

'       *  '        ' 


dx  d) 


so  dass  die  Koeffr/ienlen  v.pq  der  allgeuieinen  Gleidmngen 
verschwinden,  sobald  p^q  ist.  Die  ILuken  Seil.cu  des  ( 
chungssystems  (ti),  welches  die  at  beslinunl,  redu/iereii 
dann  streng  auf  ihre  Diagonalglieder,  und  man  erhdll  somi 
SpezialfaU.  unserer  Methode  die  bekanntcn  E iilwickelin 
nach  Eigemchwingungen,  welchc  als  Vcrallgeineinerunger 
Fourier-Reihen  za  hetrachten  sind. 

Man  wird  eine  solche  angeniihertc  Orthogojialitiilseigenscht 
manchen    Fallen  durcli  geeignete   Wahl    der    A/    besorider? 
grossere  i  unschwer  herstelJen  konnen,   wobei   dann    nach 
angegebenen    Rechnungsschema     zu     verfahreii     isl,     und 
Genauigkeit  leichl  schr  weit  getrieben  werclen  kann. 


Die  Potetitialgleichiing.  —  Das  Dirichlelsche  Prinzip. 

§  13. 

Wir  gehen  dazu  iiber,  die  A.m\endbarkeit  der  neuen  Methode 
auf  das  bekannle  Dirichletsche  Problem  zu  priifen :  gesuehl 
wird  cine  Funktion  it  (.r,  y),  welche  nebst  ihren  Ablcitungeii 
erster  Ordnung  innerhalb  eiaes  bestimmteii  Gebiets  Rendlich  und 
stetig  ist,  in  R  der  Gleichung 

•-      N  ,  d-" 

r,o)  A//  =  o=  —  -f 

geniigt,  und  auf  dem  Raiule  L  von  Rgegebene  Werte  aiinimmt. 

Die  fiir  die  physikalischen  Anwendungen  durchaus  unwesent- 
lichen  Kinschrankungen,  denea  wir  die  Gestall  von  R  und  die 
Randwerte  unterwerfeii,  sind  : 

1°.   Wie  in  S  6  soil  die  Gleichunir  der  llandkurvc  auf  die  Form 

<  >  o 

F(.r,  y)  =  o 

gebraclit  werden  koiinen,  \\obei  F  im  Inncrn  niclit  verschwmdd 
und  nebst  seinen  Hauptableitungen  in  R  und  auf  L  eiidlieh  und 
stetig  ist.  Unter  [Jaiiptablcitungen  verstehen  wir  jelxt  die  Ablci- 


tungen 


tup          m  =  o,  1,2;  //  =  o, 


lis  soil  auf  dejn  Raiide  niclit  identiscb  — -  =- —  =  o  sein. 

0 .7*        v  y 

Die  Randwerte  denken  \vir  uns  durcb  die  Werte,  die  eiac 
Funktion  ()  .(x,  y)  auf  L  anninimt,  gegeben,  und  setzen  voratis, 
dass  Q  nebst  seinen  VbJeilungen  ersler  Ordnung  in  R  cndlicb 
und  stetig  bleibe,  und  dass  A  O  endlich  sei.  1st  diesen  Bediu- 
i>ungen  geniigt,  so  ergibl  sich  die  Losung  des  Prol)Iems  in  gan/ 
iihnlicher  Weise  \\  ie  im  /uersl.  bebandelteii  Beispiel  der  Platte. 

Sei 

it  —  Q  =  cr,         so  folg-t         Atr  -f-  AO  =  o. 

Die  Funktion  <r  ist  im  Innern  nebst  ihren  YbleJtimgen  erslei* 
Ordnung  endlich  und  slclis;1;  sie  versclnvindet  auf  L  und 


iai  Bereich  R  cler  Gleichung 

(5i)  Acr  -f(x.y), 

\vo/=  —  A  Q  eine  gegebene,  endliclie  Funktion  bedeutel. 
Das  Dirichletsche  Integral 


(lessen  Minimumsvvert  u  ater  den  besprochenen  Bedingungen 
gesuchten  Funktion  u  entspricht,  \vird  nun 


"" 

DurcK    partielle  Integration  erhalten   die  Doppelprodukte 
Form  —  2«-'AQ  oder    —  2  tx\/';    das   Integral  der  in   (^)  qua 
tischen   Glieder  ist  eine  gegebene,    belanglose   Konstante; 
erhtilt  also 


und  zugleich  den  Satz,  class  dieses  Integral  eine  unterc  Gn 
besitzt. 

Wir  l)ilden  nun,  elvva  nacli  den  Vorschriften  der  §§  7  un 
eine  unendliche  Reilie  von  Funktionen  i/  (^7,  y),  \\elehe  genau  < 
selben  Bedingungen  geniigen,  wie  sie  in  §  2  fiir  das  erste  Prol 

gestellt  warden,  wobei  nur  die  Bedingung  -—  —  =  o  wegfallt, 

auf  die  neue  Definition  der   <(  Hauptableitungen  »    711  acbten 
Dann  bilden  wir  wieder 


und  fordern,  class  die  quadratiscbe  Funktion  der  at 


ein  Minimum  werde,  so  dass  fiir  die  a-L  die  linearen  Gleiclun 
resultieren 

/rox  Mm  ^J/w  t)Jm 

(5o)  -:  -   =  0,  -  -    =07  ...,  -  -   =  O, 

da  i  da*  ()am 


vvelche  aus  denselben  Griiaden  wie  die  entspreclienden  Glei- 
chungen  (i  i )  stets  in  eindeu tiger  Weise  losbar  sind.  Diese  Glei- 
chungen  lassen  sicli,  unter  Einfiihrung  der  willkiirlichcn  Kon- 
stanten  A|,  A2,  ...,  Aw  and  der  Funktion 

(54)  £,„  =  A^i-h  A84/i-+-...-H  Aw^/lf, 

wiederum,  wie  in  (  12)  imd  (i3),  znsainmenfassen  in.  die  eine,  fiir 
beliebige  A/  giiltige  Gleichung 


odcr 

(55) 


_   r  r/d<Vm  d'm      d*>m  Km 

~J  J  \^~^^~ty-~tyr~<;^m 

o=        I  (  wm  k*m  -+-  f^m  )  dS. 


Die  Minima  J^,  Ji,in,  ...  bilden  vvieder  eine  slets  abnehmende, 
odor  doch  nio  zunelmiende  Reihe  von  Zahl.en,  die  gegen  eine 
luitere  Grenze  J(0^  konvergieren^  und  wieauf  Seite  ao/f?  Gleicliung 
(1(3)  und  (17),  liisst  sick  unter  geeigneter  Spezialisierung*  von 
(55),  (diese  Gleichung  fiir  m  und  fiir  ?n  -}-  n  geschricben)  die 
DilFerenz  J^,,  —  J^1  auf  die  Form  bringen 


(56) 


Aus  der  Konvergenz  der  JJ^  folgt,  dass  dieses  Integral  fiir 
m  >>  M  bei  beliebigem  n  kleiner  als  eine  gegebene  Gr<)sse  mr\ 
gemacht  werden  kann,  wenn  nur  M  geeignet  gewiihlt  wird.  Aber  aus 


folgt,  wenn  man  die  Gebiete  D,  D'  sondert,  wo    -r-H  ~  i,  und  die- 

u  X  \ 

jenigeii,  wo  U|   >  i  ist, 


SJ\Z*<ff*+ff  ( 


wo  S  die  OberHiiclie  von  R  ist.  Da 
Teilgebiet  von  R 


<9  c 


;  so  folgt  fiir  jedes 


(JX 
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tuid  die  Anwendung  auf  (56)  ergibt 


r  r«\  «•„,+„-«•„,] 

J     J  <JX 

C 

.  /    . 


Daraas  liisst  sich  zvvar  niclil  die   ivonvergenz  von   wm  sel 
aber  docli  die  Konvergenz  der  einfaclieii  Integrale 


/  wm  dy,  I  (r,,,  dx 


I  lings   Parallelen  zu  don  A.chsen,  wobei  der  Inte, 
tionswegim  Innern  liegt,  erschliessen.  laid  zvvar  ist  diese  Kon 
genz   eine   gleichmassige.     Demi   setzen   wir   ausserhalb    R 
zunaclist  nnr  im  Innern  von  R  definierten  Fnnktionen  i/, 
gleichNull,  wobei,  da  sie  am  Rande  verscli  \\inclen,  ilire  Sletig 
ge  \vahrt  wird,  mid  legen  wir  die  Koordinatenachsen  ausserhall 
so   konnen  wir    die    eben   gefundenen    Ungleichungen    auf 
Rechteck  x  =  o,   x  =  x  ;  y  =  o,  y  =y  anwenden,  wo  (x,  y] 
nerhalb  R  liegt;  da  aber 


Cy    rXd\Wm+n—  *>m\     j       ,  C  ''  f  ,  ,  x  , 

/     J         -  U^  -  Ldxdy  =  J      \\wm+fi(v,y)-'«>m(x, 


mid  Wi  (o,  y)  =  o  ist,  so  folgt 


mi  lh  in 


Integrate 


J(\ 

,       ry       , 

'w-f^  dy—  I      (\>m  d 

*-  o 

/       <v/M  rfy,  /       (t',/i  ^ 

«-  0  «-^  0 


konvergieren     also    inner halb    R    and  auf    L    gleichmd 
gegen  stetige  Grenzfunktionen. 

Bildet   man  ein    Bereich  aus   einem   kleinen   Rurvenstucl 
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so  ergibt  die  Anwendung  der  Ungleichungen  auf  dies  Bereich 


m+,i-w,n  I  cos(/i.r)  da  --       1  ip,,,.h;i-  «•„,  |  </y  <  (  S  -f 


Es  ist  n.  die  Normale  zu  /;  die  ja  vvillkiirliclien  Richtungen  der 
Acbsen  mid  die  Ltinge  von  /  seien  so  gewiihlt,  dass  cos  nx "posiliv 
hleibt.  Mithin 

/  <vtll+n  cos  nx  ds—  i  w  m  cos  nx  ds    <  2  ( $  -j-  x)  v/7 
«//  J/  ;v    n 

,(!.  h.  es  konvergieren  auch  die  Integrate 

j  wm  cos(/i.r)  ^5,  ^(p/;i  COS(;IJK)  ^ 

oder,  \\ie  man  leiclit  einsieht 

f  «'m  ^- 
§    14, 

Der    Bc\veis    der   Exislenz  der  gesuchten  Funktion  w  gestallct 
sich  pmz  \\  le  friiher. 
Man  seize 


(.r,j')=r      /"      f      f'fdxtdy*, 

«••  0         «^0         «-0         ^0 


\\obei  \\ieder  die  A.cbsen  ausserhalb  R  liegen,  und  \vm.  =  o,/'=  o 
ausserhalb  R  zu  setzen  ist.  Die  Gleichung  (55)  lasst  sich  durch 
[>artielle  Integration  auf  die  Form  bringen 


o  =ff(  AUffl  -h  F  j  ^5  ^  dy 


\vo  XF  sowohl  \vie  A  Um  nur  solche  Ableitungen  von  U/w  enthalten, 
von  vvelchen  vvir  wissen,  dass  sie  fiir  m  =  GO  konvergieren.  Ferner 
kommen  darin  noch  die  Hauptableitimgen  von  ^m  vor.  Nacli  den 
gemachten  Voraussctzungen  ktmnen  wir  also,  ganz  wie  in  §  4,  zur 
Grenze  m  =  oo  iibergeben  and  das  HiJbertsche  Lemma  amvenden. 
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Dann  ist  fiir  jedes  Rechteck  p  (a.  .  .  a'  ;  [3  ...  j3')  im  Innern  von  R 
AU  -/(*,  y)  =  Xi(ar)  -4-7  Xs(rp)  -f-  Y,  (»  +  x  Y,(r), 


\vo  X,  ,  Xo  endliche   stetige   Funktionen   von   x   allein,    Y.(7   Y 
ebensolclie  Funktionen  von  y  allein  bedeuten. 
Sei 


V=U- 


so  folgt 


Es  ist  also  V  ein  nebsL  seinen  Ableituiig'en  crster  und  zvveite 
Ordnung  endliches  und  stetiges  Integral  dicser  Glcichung.  Darau 
folgt  aber,  wie  in  §  o,  unter  Aiiwendung  der  bekannte 
Greenscben  Satze  liber  daslogaritlnnische  Potential,  dass 

V({j,7j)  =  — •—  /     /  iog;-F  dx  dy -\-  aualytischc  Funktion  von  $,  rn 

P 

wobei  die  analjtische  Funktion  (ein  Rand  integral)  der  Gleiclum 

^iH-^i  =ogenugt.  Es  ist 

d'*v  i     r  r 

r.,  .  .)  = —    /     /  \Q%rfdx  dy  -\-  analytisclic  Funktion, 

v;-  OTj-  1  t*  J    J 

0 

und  diese  Funktion,  die  wir  (P  nennen  \vollen,  bleibt  somit  nebf 
iliren  Ableitungen  erster  Ordnung  innerbalb  p  endlicb  und  stetig 
und  geniigt  der  Differentialgleiclmng 

T1.     ,     .  .  kw  =  f(a?,y). 

Hierhei  ist 

/»•*•-»-£  ry-+s 

w(x,y)  —  lim   lim      /  w ln(x , y)  dx  =  \\m    lim      /          wm(sc.y)dy 

G=Qm  =  *>Jx  S  =  0;//=o9»/ 

Da  diese  Eigenschaften  fiir  jedes  p  gelten,  gelten  sie  im  gauze 
Innern  von  R. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  (v  aucb  die  Randbedingung  w  =  < 
erfiillt.  Wirwissen,  dass 


lim     /  w/nc 

tn  =  oo  J £ 


os (n x}  ds 


fiir  jedes  kleine  Kurvenstiick  /  inR  existierl,  wobei,  \venn  man  die 
Lage  dieses  starr  gedachlen  Stdckes  innerhalb  Puindert,  die  Koiiver- 
gcnzeine  gleichmassige  bleibt,  auch  wenn  /  sicli  beliebig  dein  Rande 
L  naliert  and  schliesslich  mit  ihm  koinzidiert.  Daraus  i'olgl,  dass 
fiir  jede  mnere  Lage  von  / 


lim      /  wm  cos(;ia?)  ds  =   / 

in  -  *>  J  t  Jt 


Nahert  sich  /  an  L  und  fallt  mit  eineni  Teil  des  Randes  L 
zusammen,  so  konvergiert  die  linke  Seite  gegen  Null,  da  auf  L 
alle  rv/M  —  o  sind;  die  Werte,  die  w  annimmt,  wenn  /  sicli  L  unbe- 
grenzt  nahert,  geniigen  also  auch,  wcgen  der  Gleiclimassigkcil  der 
Konvergenz,  der  Bedingung 

/   w  co  s  ( n  x )  ds  =  o , 

imdzsvar  fiir  jedes  Jjeliebige  Stuck  der  ilandkurve,  woraus  (v  =  <> 
folgt. 

Die  li"unklion  w  ist  also  die  gesuchte  Lusting. 

Allerdings  ist  darnit  nur  ein  Existenzbeweis,  nicht  eiue  wirkliche. 
Berechnung  von  \r  erreicht.  Aber  es  ist  scbon  fruhcr  bemerk* 
vvorden,  dass  man  in  den  praktiscb  vorkommenden  Fallen 
tatsiichlicli  kaum  mit  der  Moglichkeit  zu  rechnen  haben  diirfte, 
dass  ein  Integral  wie  (56)  gegen  Null  konvergiert,  ohne  dass  der  Inte- 
grand auch  konvergierte.  .Dann  aber  exisliert  nicbt  nur  Jim  cr/w  =  tx1, 

sondern  auch  nocb  lim    ,  /n  ~  — ->  Jim    .  '"'•  ==.  —  ;  die  crlialteneri 

()  x         <)x  d y          0 y 

Approxirnationeri  diirfen  sogar  gliedweise  diflerentiiert  werden. 
Ob  daher  die  Methode  bi*auchbar  oder  nicbt,  entscbeidet  Jm  ein~ 
zelnen  Falle  die  numerische  Berechnung  der  Approximationen. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiel  der  Potentialgleichung,  dass 
unsere  Methode,  wie  schon  he  tout,  ausschliesslich  eine  spezielle 
bestimmte  Fassung  des  Dirichletschen  Minimumprinzips  ist,  und 
dass  diese  Spezialisierung  eben  den  Vorteil  eines  Koavergenz- 
beweises  und  darnit  eines  Beweises  des  Dirichletschen  Prinzips 
mit  sich  bringt. 

Auch  das  analoge  Problem  fiir  drei  Dimensionen  ist  unscrcr 
Methode  zugiinglich.  Fernerlasst  sicli  die  Aufgabe,  bei  gegebenen 

R.  if) 


2.j'2  OKU  VII  ES    DK   WALT  HER    IUTZ. 

Randwerten  voii  (P  und  -r—  eine  Losung  von  A  A  w  =  o  im  In 
eines  gegebenen  Gebiets  zu  finden,  in  analoger  Weise  aul 
Problem  der  Gleictmng  A  A  w  =f(x,  y],  <r  =  o,  —  =  o  zin 
fiihren,  welches  wir  oben  gelost  ha  ben. 


Lineare  Differetitialgleichungen  mit  variable n  Koe/fiziei 

§  15. 

Die  Anwenduiig  der  Methode  ist  natiirlicli  keinesxvegs  £ 
einfache  Voraussetzuiigen  iiber  das  Integral  J,  welches  em  J 
mum  werden  soil,  \vie  \vir  sie  bislier  betrachtet  haben,  gebun 
Aber  aucli  der  Konvergenzbevveis  liisst  sich  unschvver  vers 
meinern,  und  es  soil  dies  am  Beispiele  U nearer  homo gener  D 
rentialgleichutigen  mit  einer  Variablen  and  Koeffiziei 
die  gegebene  Funktionen  von  x  sind,  gezeigt  werden. 
Erfiil lung  der  Grenzbedingungen  und  die  Auflindung  der  F 
tionen  Ad-  vereiiifacht  sich  sehr  im  Falle  einer  einzigen  Varia 
Zu  gTo'sserer  Ubersichtlichkeit  beschranke  ich  micli  auf  Gleic 
genzvveiter  Ordiiiing;  doch  gel  ten  die  Siitze  olme  wesentliche  A 
rungen  auch  ftir  hohere  Ordnungen.  Das  Integral .)  liisst  sich 
in  der  Form  schreiben 


(57) 


r 
=  / 

Jfi 


Und  wir  fordern,  es  solle  eiiie  Ftinktioiiy  (x)  gefunden  we 
welche  im  Intervall  ab  neb  si Hirer  Ableitung  y'  endlich 
stetig bleibe,  fur x-=a\x  =  b  die gegebenen  Werte A;  B  ann 
and  J  zu  cinem  Minimum  mac/tc.  Es  ist  dies  die  Dirichle 
Randwertaufgabe,  anf  einfache  Dillerentialgleichungen 
tragen. 

Wir  setzeu  voraus,  esseien/^  ,  /2  ?  /3  i"1  Gebiet  a  b  st 
endliche  Funktionen  von  x]  gleiches  gelte  von  f\  ==-j-^  unc 
f(,.  Endlich  fordern  wir,  class  die  quadratische  Form 


im  ganzenGebiet,  ab  dejlnii  sei,  bzw.,  da  es  auf  das  Vrorzeichen 
nicht  ankoinmt,  positiv. 

Dann    existieren   zwei   positive  Grossen   A*,    Iv  dcrart,  dass  fiir 

O^i 

Sei 
(58) 


-  ""  / 


so  wird  u  (tt)=  u  (/>)—  o  sein,   und  vennittelst  einer  partiellen 
Integration  erhalt  man 


( f\  ic1'2  •+•  2/2  n  it'  -H-y";}  w2  -r  :>.  F  u )  dx  -4-  konsi , 
wo 


und    die    additive,  iibrigens  belanglosc    Ivonstante   nur    von  den 
gegebenen  Grossen  A,  f{ , . . .  abhangt. 

Jede  Funktion  ;/,  die  den  vorausgesetzten  Stetigkeits-  undRand- 
hedingnngen  geniigt,  liisst  sieb  im  ganzen  Interval!  a  b  clurcli  die 
Fouriersclie  Reilio 

V1         •     i~(x~-a} 
n(x  )  —  7  «i  sin  — 


clarstellen;  die  Uedingungen  it.  (a)=  it  (b)  =  o  sind  bierbei 
erfiillL,  und  es  kann  w  (a?)  einrnal  gliedweise  differentiierl  \ver- 
den,  und  falls  u"  den  Diriehletse!ien  Bedingungen  geniigt,  sogar 
zweimal.  Denn  setzt  man  die;  Funktiou  it'  fiir  x  <;  a  als  geradc 


Funktion  forL  so  i»-il 


,  v^  /  T:  (  x  —  <i ) 

u'(  x  )  =  7   A  /  cos  — 


tin  Interval!  tt  —  b  <^x  <  //,  und  die  gliedweise  Integration  dteser 
glcichmiissig  konvergenten  lieihe  fiihrl  auf  die  Reihe  (09),  plus 
einer  additiven  Ivonstante,  die  vvegen  der  Grenzbedingungen  sicl» 
/-u  Null  ergibt. 

Vhnlieh  lindel  sicb,  falls  a1'  enLvvickelbar  ist,  durcb.  y;\veimalige 
Integration  die  Rcilie  (5())  plus  einer  linearen  Funktion  von  x, 
die  \vieder  \vei;%en  it  (a)  =  u  (b)  =  o  verschwindet. 
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nnen  aso  <>m  =  sn      7Z^"~a 

' 

Fimklion 


Wir  konnen  also  <L>m  =  sin  m7Z^"~a,  selzen,  und  fiihren 

'  O    —    CO 


u,n  =  a\  &i  -h  a*  ^2  •+•  •  *  •  •+•  ^-w    m 

an  Stelle  von  a  in  das  Integral  J  ein.  Dieses  vrird  wieder  ei 
quadratische  Funktion  3m  (a{  ,  .  .  .  ,  am)  der  «/  und  \vir  bestimm 
lelztere  so,  dass  Jm  ein  Minimum  wird,  d.  h.  wir  losen  das  Sjst 


linearer  Gleicliungen 


=0, 


Da  der  quadratische  Teil  von  Jm  nach  den  gcmachten  Vorai 
setzungen  nur  dann  verschvvindet,  vvenn  uni  identisch  gleich  Nt 
und  somit  a\  —  a*  =  . .  .  ani  =  o,  so  ist  auch  in  diesem  Falle  < 
Losung  eindeutig  bestimmt.  Da  J  nach  seinem  Aaisclruck  (r 
nicht  negativ  sein  kann,  so  folgt  \\ieder  die  Konvergenz  ( 
sukzessiven  Minima  J(t0),  J'.,0),  J;{0),. .  •  gegen  eine  (.irenze.  Man  se 
wiederum 

in 

»        V1  *     •    i~(&  —  a  ) 
^nl  =/   t\f  sin  — ; — —  , 


so  fordert  die  Gleichung  Jm  =  min,  dass  fiir  bclicbige  A/  sei 
Cb 

(  6  1  )         0=1      dx[(f,  lt'nl  H-/J  M/w  )  C',;,  H-  (  ft  H'm  -+-/S  W/«  )  ?m 
•- 


und  die  Differenz  J^5+w  —  J^5  lasst  sich,  durclx  geeignete  Spez 
lisierung  dieser  Gleichung  (vvie  in  ^  2),  auf  die  Form  bringen 


rt> 

J)tt/»—  J^]  =  -  /     [/i  (  M'//l+n-  w'/tt  )2 
«••'« 


Wieder  kann  das  Integral  fur  genfigend  grosse  m  kleiner  als  « 
gegebene  Grosse  vj  gemacht  werden.  Da  aber  der  Integrand  posi 

und  grosser  (*)*}$  (u'ru  +  fl  —  u'm)^}J^^9  somit  auch  als 

J  ••{ 


Es  ist 


1st,  "ill  ttir  I  iml^i 


\\oratts  ur 


tut  xttn  ,:*'i;  /*i 
/.  (tun   n   /»**ia  * 
/it  in  in  tu  I  . 

I    in    ihi*     l'',\tslrii/     ill*!'      \bl<atlUiu:»'it 


*  K 

"'V  •/.  ' 

•7,   ut'tHt  ///   uulH**;rt'u/.t 

//    /it     iH'Ut'JM'it,  «.o{/rn 


fur 


I  -.  N<»  l*»**if  mini*"!* ,  •!.»'•<•.,  litti  ,  „..         ,. ,  Inii     .*         .    ,  "*  IIIH       ••*•-',        *.•;«,«*, 
*  '   "          '  */  .1          */ 1  tl  »•'         #/./ '- 


* 


Hit      Ilil*'!  \  ill         f    f»  U«hif      iiiiifi       Mtii'lltUl/.rft     iTHtt-f      ttlltt     /Wt'thT 

HI  1  1  u  tin  •    -lit  f  t      lit*  i  ripiiii  ft  ,    n  it  I  mi   itl»t  i  ,,**u   lutiktirht'lt   tsl  ,   H«*s 

ilir*Hi  f    Ur  .liti,:fiMii.'  »(*  i            k  Hilt    UMII    jl»»*  /it?    <  iri'Il/t*  uhi'i'^rhiMl  ; 

<l»r<i  I  »li»->|  in            />  l*«in  t  i   ;i«  i  f     •*•  't'U   \sill,  r  »  l»|i*>  hi 


ftif   jr«|r4^    .*        \itl     ^iir    r       hit*'     i  .\\     |.|,^t     -,ir|j    IlUli    il.ls      H 1 1 1  J 

Lrtiitttj    tU  *^»  U*!**!*    Uli*l  t  i   -jIil 


wo  c,,  c-2  Konstaiiten  sind.  Es  ist  also 

Ci  ~r-  C.yX  -!-  P 
"  =  -  ^  -    * 
./I 

und  da  die  Ableitung  der  rechlen    Seite  existiert  ami  stetig 
endlich  ist,  gilt  Gleiches  von.  y-  • 

Durch  Differentialion  von  (62)  ergibt  sich  aber 

"'/i  -  f    t  F  •+•  <A—  /'2  )J  ^  =  ''a, 

«-  « 

so  dass  auch  a"  existiert  and  die  Gleicliung 

(  r>3  )  «*/!  H-  «'/;  +  z^  (/;  -  /,  )  ~  F  =  » 


erfiillt  ist,    \velche   man    direkt   durch    Varialioii  von  J  erl 
vviirde.  Das  Problem  ist  da  mil  gelost. 

Fur  nicht  homogene  lineare  Gleichungen  bleibl.  die  Me 
unveriindert,  iiur  dass  F(o?)  eine  allgemeinere  Form  anni 
Zum  Be\veise  der  Konvere*enz  ist  es  not\vendia\  die  Exislenz 

o  '  D  " 

imteren,  Grenze  des  zu  variierenclen  Integrals  J  zu  zeigen. 
kann  zu  diesem  Ende  die  Existenz  eines  partikularen  Integn 
der  nicht  homogeneii  Gleichung,  sei  es  auf  Grund  der  im  Vo 
ausgefiihrten  Losung  der  homogeneii  Gleicliung,  sei  es 
direkt  aus  den  Cauchyscben  Existenzsiitzen,  poslulieren, 
y  =y\  -h  u  setzen;  daiin  nimint  J  eine  Form  an,  aus  welch- 
Existenz  einer  unteren  Grenze  ohne  \\eiteres  folgt.  Es  ist  di 
wesentliclien  die  Methode,  die  wir  in  §  1  angewendet  haben 
der  wirklicheii  L()sung-  des  Problems  \\ird  man  allerdings 
Transformation  nicbt  ausfiibren,  ebensowenig  \vie  man  das  | 
lierte  partikulure  Integral  zu  kennen  branch  t. 


Die  scliwingende  Saile. 

§  10. 

Die  Ubeiiegungen  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich 
mehr  amvenden,  wenn  der  Integrand  aufhort,  eine  definite 
zu  sein.  Es  ist  bekannt,  dass  die  Natur  der  Losungen  in  d 


XV.  —  NEUE    METIIODIS    ZUR   LOSUNG    GEWISSEft   VARIATIONS  PROBLEM  E.       ^ 

Falle  einc  wesenllicli  aiidere  ist,  imd  class  die  Eindeuligkeil  der 
Losung  insbesondere,  ebenso  wie  ihre  Existenz,  niclit  melir  all- 
fVemeui  behauptet  werden  kann.  Beispiele  hierfiir  bieteii  die 
Eigensclixvingungen  elastiscber  Korper  :  wir  \\ollen  fiir  den  Fall 
der  schwingenden  Saite  zeigen,  dass,  wenii  aucli  der  theore- 
iJschc  Konvergenzbevveis,  vvenigslens  in  der  im  Obigen  darge- 
stellten  Form,  \  ersagt,  die  Metliode  nichtsdestoweiiiger  amvendbar 
l)leibt  and  zu  nameriscli  se/ir  brauclibaren.  Resu.ltaten  fu/irt. 

Sei   A'-    eine    zunaclist    willkiirliche    Konstante,    so     sind    die 
Gleiclmngen  des  Problems  bekanntlich 

d-y 

"" 


wobei    die    Saite    in   den    Punklen   x=±i    festgekalten    \vird. 
\Vegen  der  llomogonitat  kann  man  nocli  die  Bedingung 

x-.  4-1 
/          y*-  clx  =  I 


vorsckreiben.  Die  Losungen  sind  : 

Fundamental  Ion   :    y  =  cos   — '->    A'  =  ~;    erster    Oberlon  : 

,                        •         /-vi                                 3?:  .r     ,         3  T: 
y  =  SIIITC^;,  A'  =  fx°  zweiler  (Jberton  y  =  cos >  A*  =  — ,  usw. 

Diese  Losungen  woiien  wir  nacli  unserer  Atetkode  durcli 
Poly  name  zu  approximieren  sue  hen,  wobei  wir  uns  auf  die  in 
jc  geraden  Losungen  beschriinken. 

Das  aJlgeiueinste,  in  x  geracle  Polynom,  welches  den  Bediii- 
L  y  (it  i )  ~  o  genii gt,  ist 


( ( >5 )  y,i  —  ( i  —  ^'- )  (  UQ  -f-  a !  x-  -+-  ao x'*  -+-...  -i-  an x-ft ). 

Die    Glcichung  (64)   eiitslelit  durcli   die   Forderung,   es    solle 

r+'  "  Cl 

f       y'-d.x  unler  der  .Bedingung  /       y-  d  x  =  i   ein  Minimum 

—  r  —i 

werden. 

Fiiliren  \\ir  \ncry fl  an  Stelle  von  y  ein  and  selzen 

j/i==  f      (y'n*-k*y*)dx, 

J—i 

so  haben  wir  die  a/sozu  bestimmen,  dass  Jw  ein  Minimum  \\ird, 
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oder,  besser  gesagl,  class 

,    „  Mn  Mn  ^n 

(06)  --^=0,  -—=0,  ...,  -r—    =  O 

v      '  daQ  ()&[  <MH 

ist.  Soil  dieses  System  linearer  Gleichungen  eine  Losung  besi 
so  muss   seine  Detenninante   verscliwinden,    vvoraus    sich 
Gleichnng  n-{-  itetl  Grades  fur  A-"  ergibt,  deren  Wurzeln 


sein  mogen.  Jeder  clieser  Wurzeln  enlspriclit  ein  bestiminte: 
imd  man  fmdet  leicht,  dass  die  kleinste  clem  Minimum  von 


r 

/ 

J—\ 


yl 


entspriclit,  fiir  geeignete  Wahlder  an. 

Nimmt  n  zu,  so  wird  k(l^  abnehmenund  g'egen  eine  Grenze 

vergieren,  \velche   k  =  ~  entspricht  (Fundanientalton) .    An 

Konvergenz  der^  liisst  sich  daraus  aber  nicht  in  dor  bislie 
Weise  schliessen. 

Die  Koeffizienten  derGleiclmng'en  (66)  5  die  die  ai  bestim 
sind  linear  in  /c-  und  enthalten,  wegen 


r 


-f-i 

V*P  dx  = 


nur  rationale  Zahlen.  Fiir  n  =  i  (erste  Approximation)  \vir(i 


woraus 

/:*—  a8A"«-f-63  =  o;        •>£?  =4,93488;         -> 
Aus  den  exakten  Losungen  liatte  sicb  ergeben 

/—  2  o 

•xk\  =  ^-  =  4,934802700,          a/t|  =  -^-  = 


'l'Mrr   \nuahrruni;   <U 
t'trhtt^  tst,  u  altrtMiiL 
uw  aitf  in  "  u  finnan 


luulrt. 

<(»  fulls  «»,/»- 


A  n   |tr*uut/<*ti  *fi« 

»  /,  "  ttitil  rflialtf 


u«*tii*i$  \\ 


rrhalteu  <  tlritN*  VVur/<*l 


«  It*'  /.ttilrii  i' 
ii  IUIM  tu  /u 


\  p 


\|«pru\ttuatittn  </«» 

'   ' 


tt\    Man 

i    son   n 

uiul  */«•, 


,  MI  H  i 


1,',1'         M         t 


tttau  Fur 


'I  »• 


*fi*;**l  i 


JN  i 
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Anndherung  ist  also  im  ganzen  Gebiet  —  i  bis-\-  i  *>ine  seJ 
befriedigen.de  ( ' ). 

Fur  denOberton  istcs  vor  alleni  \\ichtig,  die  Slellung1  dcr  zvv 
Knoten  (  theoreliscli  x  =  ±l\  zii  bereehnen.  Ks  \\ird 


0/ 
y  '£  )  (  # )  =  ('  I  —  X-  ')  (—  [  -+-  ()  ,  3  ') ')  ">  X-  —  0  ,  'JL  \  C)  .7?;  ) 

und  die  Klammer  verschwindet  fiir  ac  =  o,3  fo8  :  die  Sielliing  d 
Knoten  ist  also  auf  2  °/u  genau  angegeben. 

Man  wire)  aus  diescin  Beispiel  schliessen,  dass  unsere  Mel  hoc 
fiir  die  Berechnung  der  Schwinguiigs/cihl  des  KundaineulallO] 
ciner  Saite,  Membraii  oder  Plalte  besouders  vorteilhaft  isl,  in 
dass  je  holier  der  Oberton  ist,  mit  clem  man  es  zu  tun  hat,  inn  ; 
grosser  die  AnzahlKonstanten  ai  seiii  wii'd,  die  man  zu  borechiK 
hat,  um  eine  gegebene  Genauigkeit  zu  erreiehen.  Audi  auf  d 
Lnterstichung  der  Cliladnischen  K la ri <f figure n  isl  die  Metlux 
somit  anwendbar:  bei  transversal  schwingenJeii  I  Mai  ten  ist  das  Pr 
blein  bis  jetzt,  im  Fall  ein.es  freien  Randes,  erst  fiir  den  K.rc 
gelost.  Aber  auch  bei  ringsum  eiiigespaiinteu  recliLeckigen  Platt< 
ist  die  Losuugnocb  unbekannt  :  es  litsst  sidh  leicht  zcigen,  da 
die  Eckpunkte  singular  sincl,  und  inihrer  IJingebungcine  linlwiek 
lung  nach  Potenzreihen  nicht  miiglicli  isl.  llier  ist  der  ITmstai 
von  grossem  Vorteil,  dass  unsere  Methode,  z.  I>.  bei  Anwendui 
von  Polynomen,  auch  in  solchen  singtiliiren  Punkleu  anwendb 
hleibt,  sofern  nur  die  Stetigkeitsbedinguugcii  iiieht  verletzt  werde 
Auf  diese  Anwendungder  neuen  Methode  anf  transversale  Schwi 
gungen  ebener  rechteckiger  Platten  wenle  ich  an  anderer  Stel 
zuruckkommen. 

Nach  dem  vorliegenden  Beispiel  diirfte  jedenfalls  der  Physik 
bei    der  Anwendung  des    neuen     Recbnungsverfahrens   auch 
Fallen,   wo   der    theoretische    K.onvergenzbe\\eis   zunaehst   no 
fehlt,     sich    durch    diesen    Mangel    nicht    allznselir     beunnihi 
fuhlen. 


(M  Im  vorliegenden  Falle  kann  man  auch  clurch  Potcn/reihcn  intcgrien 
IBcschriinkt  man  sich,  wic  in  y2,  auf  Polenzen  von  x  die  ^  G  sincl,  so  \vird  die  A 
naherung  any  (x}  eine  ungefahr  ebensoi>'ute,  der  Fehler  des  Fundainentaltf 
dagegen  ist  10000  mal  grosser  als  hier. 


XVI. 
UBER  EINE  NEUE  METHODE 


ZUR 


LOSUNG  GEWISSER  RANDWERTAUFOABEN 


(Gottinger  Nachrichteu,  math.-physik.  Klasse,  1908,  S.  236-248.) 


Bei  den  Randwertaufgaben  der  niathematischeii  Physik  beslehl 
in  vielen  Fallen  die  Forderung,  einc  bei  bestimmten  Stetii;1- 
I\eils-  uad  Randbedin gunmen  durch  ein  Miniinalprinzip  deiinierle 
Kimktion  innerlialb  cines  gegebenen,  ondlichen  Bereichs  darzu- 
slellen.  Zu  diesein  /Avcck  eignen  sicb  bokamiLlicli  Potenzreiben 
unr  ausnaliinsweise,  wiilirend  es  iminer  jn(")glich  ist,  die  FunkLion 
ncbst  cinigeii  ihrer  Ablcitungcn  durcb  ein  Polynoni  voiigeniigeiid 
Jioliem  Grade,  durch  die  ersleix  Gliedcr  eiixcr  Fourier-Reihe  oder 
ahiiliclie  Ausdn'icke  iunerhalb  des  ganzen  Bereichs  in  it  beliebii; 
vorgeschriebencr  Gcuauigkeil  darzustellen.  Die  Berechnung  der 
Koeffizieiiten  biclcL  keine  Schwierigkeit  falls  die  Fuiiktion  niune- 
risch  gegebeuist,  nnd  es  \\ird.  in  den  in  der  Praxis  vorkommendeii 
Kiillen  meist  ein  Polynoni  von  iiiedrigem  Grade  die  Fiinktion  mil 
i»'e  11  ii gender  Anniihevung  darsLellen.  In  dieser  Form  vverden  hiiulig 
<lie  ResuHaLe  der  Beobachtung  zusamuiengcfassl ;  soil  das  Frgelniis 
in  it  der  Theorie  vergliclien  vverden,  so  erhebt  sicli  die  Forderung, 
die  Koeffizienten  ai  cities  Polynoms  oder  allgeineiner  eines 
A  usdrucks  der  Form 

( i )  w  m  =  ^  0  -H  a  i  b  i  -}-  a  2  b  2  -f-  - . .  -f-  (( m  &  m 

wo  die  <i>i  geeignete  analytisc.be  Funktioncn  sind,  aits  den  Rand- 
heduigiingen  and  der  Differentialgleicliung  so  zu  best'unmen, 


dass sie,  bei  gegebenein  /»,  von  der  gesuchten  Losiing  moglicfist 
wenig  abweichen;  vvobei  der  Fehler  mit  vvachsendem  in  ver- 
schwinden  muss. 

Bei  vie] en  Variations problemen  lasst  sich  nun  ein  zur  nume- 
rischeii  Rechnung  geeignetes  Verfahren  angeben,  welches  in  engster 
Beziehung  zum  Dinchletschen  Prinzip  steht,  und,  da  es 
einen  einfachen  Konvergenzbeweis  zulasst,  dieses  Prinzip  (fiir  das 
betreffende  Problem)  streng  zu  be gr Linden  erlaubt,  wenn  man 
noch  die  von  D.  Hilbert  zu  ahnlicben  Zwecken  entwickelte  neue 
Melliode  der  Variationsreclinung  heranzieht.  Dies  Verfahren  soil 
iin  Folgenden  am  Problem  des  Gleichgewiclits  ringsum  einge- 
spannter,  elastischer  Flatten  entwickelt  werden.  Die  Verallge- 
meinerung  und  die  numerische  Durchfii  lining  einxehier  Falle,  die 
sich  iibrigens  von  selbst  ergibt,  sei  einer  ausf iihrlicheren  Mitteiluiig 
vorbehaiten. 

Sei  (V  die  (sehr  kleine)  Verschiebung  eines  Punktes  der  Platte 
aus  seiner  urspriinglichen  Lage,  senkreclit  zur  Kbene  der  Platte, 
so  ist  die  zu  approximierende  Ftinktion  w  (x,  y]  durch  folgende 
Bedingungen  definiert  : 

1 .  sie  ist  eindeutig,  endlich  und  stetig-  nebst  ihreri  Ableitungea 
erster,  zvveiter  und  dritter  Ordnung  innerhalb  der  Platte  R; 

2.  auf  dem  Rande  L  der  Platte  erf ii lit  sie   die    Bedingungen 

dw  ,  ,   dw  dw 

w=  o,         --—  =  o.          also  auch  —  =  o,          —  =  o: 
dn,          '  dx  <)y          ' 

3.  sie  geniigt  im  Innern  der  Differentialglciclumg 

dx  *  dx^  dy"~        dy'+  '  '       J 

wo/einedem  auf  die  Platte  ausgeilbten  Normaldruck  proportio- 
nate, endlich,  stetige  Funktion  ist,  die  numerisch  gegeben  sei. 
Diese  Forderung  ist  aquivalent  mit  der  andern;  es  moge  das 
Integral 

(3)  ,1  =  f   I    1 1  (Acv  )«--  wf  I  dx  dy 

(welches  im  Wesentlichen  die  potentielle  Energie  der  deformier- 
ten  Platte  darstellt,  nebst  der  Arbeit  des  Druckes)  fiir  w  ein  Mini- 
mum werden. 


1),  INS  thrxi**  lntrur.il  jt*<lrni.tlU  rinr  unlm*  (itvu/t1  Iirsit/.l,  \\<vnn 
sir  ,iu«'h  s  i»'ll«*i«'hl  wrlit  rrrrtrht  \\inl,  rrkrant  man  Iricht  (lurch 
Kinlri.  run,;  <trs  p.irtiktil.ttvu  Integrals  \uu  (  •>  » 


i""iir  .ttlf  it,   <{?«* 

t*lUU    -I    Ul    »l»"l'    t'Ml' 


t*n  t.  un«l  v.  i;<taii«;«in,  liisst   sii' 


«„  K  .!.«•  ui 
K       /'/' 


1  !       I        f     \   \-    U 

ttt  h   |irs|  JitHlttf*  (  i 


M.iU    trt/f      #,,         »»     tSft«!     \\,ihlf4    »lir    r\t     su%     i|,ts«»    slt»    <I<"U     M<"«hn  ' 
j'lMUJft*    i,   Ulhl     ',    ;u»'!!n,;*'it,   iill«l    flan-,    /\\is('hril    ihjH'll     Ivt'iur  i«h*Il 
ttM  It*'    lu**Mfr     IU*Ia!i»»ii     ititt     ku»HfaitI«Mt     Kocifi/trtitiMi     In^lrhr; 
il.iUli  n  t  nllt   tf'.,;   >li«-    l*riiin^uii;;ru   t.    iHttl   '» .  lur  jnlfs   S\Htrtudr 
**,    UUtl   V  «"t;Hi  1|W  |||i|»fl      iilrtlttHt'h   UUT    \\I*HU'/|  tt,.         ,,,         f/,,|          <». 

\\  ii   stiriir'it    iitiH  ili*«   KiH-ili/iniliMi  f/.  isli*^    \tisilrurks 


sn  /tt  i*r-»iiiiii4i»-u,  »l.»^x 


t;ilt'    \\  i<fhti 


Mitrf^n^  fin  *i^!t  ^t-Hiituti-u  |il»\  sik.ili^rlH'U  \  Wj^ 


i'r  nurlt  uirht  »lrliui*Tlf*u  i  ( 

**      \lt\\  cMrilUU        l*t*»|,:li**liHt     klrtU 


t't*/i/rf\     /tt     uriifttfMi     tltifl     illfH* 
1IM»  itt'll        Mil      .»u»|»T|t     \\  it!  !»"H 


/fnnttiit  •(•'/    i\tnt'tht  nn  x   f"ti  *f«,:   v/*///  a*  ttnttT  tttts 


.illnli 


II 


'ttlt*,  Jht  tutu  .!,,»  **i»*"  «ju.tilr;»tis*'lM*  I'Vinktiuii  <i«*r 

tHirl  I-  i;,tr  iiirttl  rulli.ilt,  It-intlrlf  «*•»  sirh  birr  tuu 
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oin   gevvolmliclies   Maximum    und    Minimum    Problem,    \velcl 
durchdas  System  der  in  den  Unbekannten  at  linearen  Gleichung 


elostwird.  Setzt  man 


r  /*  r  /  *  f 

i  C.  \                M         ff        —     /        /  Ai]i      A'l;      d T  CLV                Ot,,  =     I        I     /  U> /» 

(O)              "pr/ —  a<7# —    /       /  *P      i  <7             »/  '               /•*• —    /       f    '    '/ 

J     J  J     J 

R  R 

so  lautet  das  Gleichimgssyslem 

;;z 

"^  /  \ 

<  •.)«)  .7  y-j)(/tf/)=  ?•</       (y  =  '  5  -*•»  •  •  •! /??-/- 


Die  Losung  von  (5)  and  (5«)  isl  immer  moglich  und  eindeulig 
tj  weil  die  quadratisclie  Form 


stels  positiv  ist  und  nur  vcrsclnvindet,  \\ennidenLiscli  Atv/w  = 
1st,  was,  da  tvm  =  o  am  Ilande  ist,  die  Identitat  tv,w  =  o,  n 
somit  a{  =  a-2  =  .  .  •  tfw  :=  o  erfordert.  Die  Detenriinante  < 
Systems  verschwindet  also  niclit. 

Es  muss  horvorgehoben  werden,  dass  die  a/  durcli  y<?//i  / 
merische  Quadrating  wobei  keiner  lei  ver  cinder  ticker  Parame 
vorkommt*  definicrt  sincl  :  die  praktische  Durchfiihrung  die 
Quadrature!!  bei  gegeboner  GenauigkeiL  l)ietet  also  kc 
Schwierigkeit. 

leh.  beweise  nun,  dass  lim  wm  existiert  und  die  gesuchle  Ijosi 

]>l  —  oo 

isl  (bei  geeigneter  Walil  der  A/). 
Sind  A;  willkiirliche  Zalilen  und 


so  lassen  sich  die  Gieichungen  (5)  daliin  zusammenfassen,  es  mil 
fiir  jedes  Wertesystem  der  A/  die  Gleicluing  bestehen 

(8)  T  /(AcP^Ar^—  Kn 


\\ 


nut  . 


\  f»f»n  >\im,it  inn 
.  ,,        u-,,:   utul  Ii 


/    / 


SH/t  m-ui 


«•».  I'i-l.iulii  inl.   >.»  u  inl 


tllt' 


M    im-i   I»»- 


*r    *  it    SM'I      •  i>    -       *«  »  '      I*«i  n,    *%*  4«' 
lt,Mt»i«     5         •  1     n  J         ^    IHJ    IiHi*  I  II    ^«*l»   It 


das  Gebietj  wo  |Acp|<  log  r  \/s  ist.  Dann  ist 

r  r  (Acp)2  r  /•     >    /•/>-. 

a*i?*,jM<y  -£-  ?OH-././  os"Vi«». 

J  J     Jz,  J  J 

U          V  H 

Das  zweite  Integral  ist  konvergent,  \vie  man  etvva  durch  Ei 
fuhrung  von  Polarkoordinaten  sieht;  sei  K  sein  grosster  W( 
innerbalb  R,  dann  folgt  nach  (10) 

•2  ~  |  <f  (  £',  J/  )  |  <  /£  (  I  H-  K  ) . 

Die  rechte  Seitc  ist  von  x,  y  und  /i  uiiabhangig;  bei  gegebenc 
if  kanii man  immer  i'iir  jedes  x, y  u.  /i  die  Grosse  |  cp  |  =  |  (v/w+w  —  w 
kleiner  als  zf  machen,  sobald  m.  eiiieii  l)estinimten  Wen.  iibe 
steigt;  manbatbloss  die  willkiirliche  Zahl  £  und  dementspreclic 
M  so  zu  wiihlen,  dass 


,  I  -+-  K  y 

sei. 

DieApproximationen  wfnkonverg'iere/i  also  iniganzen  Geb> 
R  gleichmassig  gegen  cine  endlic/ie,  stelige  drenzfunkti 

Gleiches  lasst  sich  in  analoger  ^'reise  von  den  Ansdriicken 

—  ({x  I          ~  fly  I          —  ^y 

^       ((r  Jp       Ox     J  JK      dn 

zeigen,  wo  die  geraden  Linienstiicke  a.  .  .  ,r?  bzvv.  p.  .  .JK,  1)2 
die  Kurve  a.  .  .  [j  ganz  innerhalb  R  liegen  und  n  die  Nonnale  3 
Ivurve  bedeutet. 

Unsere  Wahl  der  Annaheriingsfanktioncn  wm  welche  c 
Integral  J  immer  kleiner  machen,  bedingt  also  die  Konverge 
in  alien  Fallen.  Soil  abertr  die  Losungdes  Problems  sein,  d.  b.  g 
der  Grenzpunkt  der  J'®1  mit  dem  Greimvert  von  J  fiir  irgei 
welche  den  Bedingurigen  i.,.a.  geniigendc  Funktionen  <v  sic! 
zusammenfallen,  so  miissen  die  A/  der  weiteren  Bedingung  tint 
worfen  werden,  dass  jede  solche  Ftinktion  w  nebst  ihren  Abl 

Lunffen  ----»  — ,  - — -,  — •  beliebisran^enaberl  durch  eincn  -Vtisdn 
0       dx    dy    ()  x-    dy~  &       ° 


lift-  l'\»nu  >i  j  "1«  i         >f     '•  ...         >t ..:  'I.  ..  iiii'l   N«'iiif  <'HU|fivrl}t'ntlf'tt 

\blt'ihiii::j"ii    «L»»    tfjll.,ir    -»'i.    \\  *'iut   t»-nnT  «lii-     I,    «lrr,irt    u«*\\ii!ih 

Ivt»muit'ii»l«f  t  •«?     '    ,!•»'.»  »u»l»T  -  v\  fun  is  i, m  i  nir  «'iu«%  !**•  •«{  uiunf  «*  \nnr« » 

**  i  { 

\iiu, ilH'H  \ii{.iii,;J  j,    •*.»    it\niij«'    tuau   ail*  h    .Hit    *hi*    I\nit\  iT^i'U/,  \<»n 

J  it'M, ,  »  •    ••>  lj!i»"  "•  i**u  i».  "iiii»'ii ,   i  ill*!  r  *  v\  ,irr  i\-         Inn  it',,,  «lh* 

•  THUt'lllf    I'liukf  iMit. 

t  " 

J  .  ..      t*      L... 


1HUI   lilf     !»r«iin;4lli:|;;;r!i   .-/n    rtji<||i'tt    ! 

Itfli  tiiiti  *»i«*t  t*.:  • 

j   ^  e  I  ^  ,  i    ^  ,  '  i 

i  .-,•„  i.,.-., .     ./.,-...  ... 

I  \\4'lttt    lit*  lit    ..ill*'   I*    \r»s»  IittlJl»l»"ii; 

|  Ufli^t     tlitrii     U.iu|t!.iitlritu!i;.;>'tt    ri$«ll|rli      tilii!     '4t'I$;;     |sl,    UIl«l    tltU* 

I  iltlK'f  ii.iilf     i-iiii".      ,;..iti/      in    It     s,;t'i«",;t;i"$i«'It     J|fii'hli"ri%**     ;     \*in      Null 

\\ll-  ^I't/i'li    \»H.i»i>,   4. is"*    r,   Mi'i-ln-li    sri,    »|ir    K  *i«-f  li/.ifi»tru    W  ti!i»l 

\,  -,      \,  ;,  •     .   -    \., \., 

i  i  i  ti  It'-  '    .    I ^ 


I       ^       ^ 
i*   *      '  f 

U 


s  gewahlt  sei  (also  lim  <Cm  =  ^  usw.,  svobci  die  Konvergen. 
gleiclimassige  sei. 

Es  ist  leicht,  Funktionen  i/  zu  bilden,  die  diese  inter  pt 
rischen  Eigenschaften  besitzen.  Die  Gleichung  der  Randkn 
liisst  sich  iminer  auf  die  Form  bririgeii 

FO,jr)  =  o, 

/•)  T-71 

wo  -r—  niclit  identisch  verschwin.de  t  und  F  iin  Innern  von  1 
dn 

Null  verschieden  ist,  im  tibrigeii  nebst  semen  Hauptableit 
sLetig  uiid  endlicli  bleibt.  Fiir  eine  sletig  gekriimmte  Berai 
vvird  die  Gleichung-  oft  von  vornhereiii  in  dieser  Form  erschc 
fur  ein  konvexes  Polygon  mit  den  Sei  ten  a/  x  -f-  j3/y  -f-  r£-  =  o 
man  setzcii 


Fiir  andere   Poly  gone  und  zusammengesetzLe  Ivurven  ist  F 
meist  leiclit  zu  bilden,  was  hier  niclit  ausgefiihrL  \\erdea  soil. 

Y 

Die  Funktion  —^  istdann  nur  innerhalb  p  von  Null  verscl: 
und  nebst  iliren  Haiiptableitungeii  stetig  und  endlich.  Wir 
den  Koordiiiatenursprung  in  eine  Ecke  cines  R  enthall 
Vierecks.  Welches  im  iibrigen  aucli  ^  und  p  seien,  liisst  sicl 
solche  Funktion  nebst  iliren  Hauplableilmigen  in  der  Form 


\vo  P/w,  P/z  Legendresche  Polygone,  a  die  Seite  des  Vierecl 
deuten,    darstellen,    wie    dtirch  Integration  der   entsprecli 

Y 

^(i"F 
ffleiclimassii*'  konver^enten  Reiheii  fiir  -  -  r-r  unter  Beriicks 

O  00  ^^     ^yl 

gung  des  identischen  Verschwindens  von   £  ausserhalb  R 
weiteres  folgt  (1).  Setzt  man  also 


(11)       ^l7l==F»sin-sin,         oder 


(l )  Auf  clem  Kande  und  auf  den  KurvensLuclycn,  auf  denen  F  verschwiai 
die  ausserhalb  /?,  aber  ianerhalb  des  Quadrats  gelegen  sind,  hat  -^  zunftc 

Form  -;  die    Entwickelungen  ergeben  hier  bekanntlicli   den  aus   der  Sl< 
folgendeu  Wert,  also  o. 


\u.        MII: 

\\  ml 


V 


.tit  i  MM  v,  i,i.ut^-Mi  n  \\u\\  i  nru  i  «,un.\,     •»'»») 


!-.•«.    V 


II,tuj»i..ilii«?'tt«tfi,  *  n  ;  »'"•.    i  si   / ,    !  i 


Inn   V   \ 


VA... 
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iii  I 

I  f«i   |r  iijr  I    jii*   1 1 

?  '"  ;  ;  •  1     i 


r  «iji'  u>i   ii 

I  *  »    i     1*  «  »    i  !   *     '»  »       !      I  **  «  4  I  •  I  1  1  *    <  I            M      {     H  i    |  1  1     '  »  »    1  1       \  j  J  '•.  .  I  I  /    •  !*      ,  .,      I  1  1  •  1  i  «  f  /  l|     ;.  i  •  |  J  , 

tla  I      •  il»  t    •  4.4   !'•  '  *  "ii    r   I         *u     i  Mi  i  Is  it  111  1  st   l.i  v.i*  j»     ,|rli    il  tun 

HI  /      *  n  i  t  *    tt*i     >  \  nnt 

I1'        Mi    »*      •<           •    if  nt  i   i      i          iff       \\     r,,«,    ni-Jif^iiuitrtr    .luuli 

|   ttlfrL'itii            K   'ii   •      \  +      jj   »   '       s         ,  r  j     ,1*  h-       I    UttKttMUi'U      •'»,     htl*l*'|i 

l.ill'i      i    i      f  f^         ,  •     1     *,  I     .  (i      <•     I        •  !   I     »  i      nit  }|f    u.ilirr    .iiiv-rfiiliit 

U  I  I    III! 

I   »*   n«ifi  i         >  >       n  \      i  i-i        Ipii»i       u  ohr-i   »li»-  -V,  /«  /riri-n,  *bv, 

»*                f35|       I                           '         '»  I            111             ii     1    ,  II   «    'IK'HI     \filitlililil!    lll.M   lit    Ult«! 


\*»U   H'  ,i    f   !Il 


i«ii  »'M)!/«H    *  ir  i-iiM"  nil  wr',i'n{ii"tr» 

?  *      i  I         .     M     ll-      i 

*         »U     »     '      '     I.       41   U    iJiU»llith     li  slrliiili'I  fiMi   Is*y  ill%l  M  *I|i*tl 
nt       »  »  '-     I  !<     *          If«M»     Hi          Ii   n  !i     Null,       ttnliri    I'iH''^, 

"   i         »    '     Ii   »1J    li*       ll",      *H*     *   ft     *il»      Sli«|44-;U«'|l     liN'llf    U'llf'l/l 


Uti     VVALT1IJ1.U 


wird;  ferner  legen  wir  die  Koordinatenaclisen  in  cler  Weise,  das 
sie  keinen  Punkt  mit  R  gemein  haben.  Sei  clann 

/v      xO'       ~y      ~x      ~.r       ~x 
/        /       /       /        /      wmd&dy*\ 
«/0      */o      </,)      *y0      J  o 

/r    /».r    /-r    /*•*•   /.•*•    /»*' 
/    /    /    /    /  f(x>y)  ***<*?*, 
t/0       «^0        *^0       *^0        *-^0 

so  konvergieren,  wie  oben  bevviesen  wurde,   Um  und  seine  Al>lei 
tungen  bis  zur  vierten  Ordnung,  ferner 


gleichmassig  gegen  eine  Funktion  U  und  ilire  entspreclienden  AL 
lei  tungen;  ferner  sind 


aufLgleich  Null.  Durch  partielle  Integrationen  lasst  sich  clan; 
die  Gleiclumg  (8)  in  die  Form  bringen 

w  -  F)  dx  dx 


\vobei  im  Randintegralalle  Glieder  in  U,,,.  die  niclit  versclnvinden 
konvergeiit  sind,  und  nur  die  Hauptablei  tungen  von  £/w  vorkornmen 
Endlich  konvergieren  aucli  die  im  Doppel  integral  n  u  f  tret  end  ei 

Ableitung-en  ^-%-  '  rVr^:  '  ^r^  •  Die  nock  willkiirlichen  Kocffi 

0          da?4       dx2  dy~       dx* 

zienten  A/,  die  in  £w  eingehen,  \\ahlen  \vir  so,  (lass  gleichinassi 
lim  ^m  ==.  T,  wobei  £  irgend  eine  Funktion  cler  oben  definiertei 
Art  sei;  gleiches  kann,  nacli  Voraussetzimg,  auclifiir  diellauptab 
ieitungen  angenommen  \\erden.  Unter  cliesen  Uinsttinden  konne; 
wir  zum  Limes  iibergehen,  und  da  ^  nur  innerbalb  p  von  Nul 
verschieden  ist,  verschwindet  das  Linienintegral,  und  es  wird  fil 
jedes  solche  £> 


P 


Nun  beweist  aber  Herr  Hilbert  a.  a.  O.  folgendes  Lemma: 

Sei  veiiie  innerhalb  des  Rechtecks  einschliesslich  dessen  Seite: 
mil  iliren.  Hauptableitungen  endlicbe,  stetige,  ableilungsweis 
analytische  Funktion,  die  auf  den  Seiten  x  =  a,  x  =  a!  des  Recht 


U  Sit'!      Ml.nii»|»f:    ,MU    litMMi    4,i:\vissf:t\    U  \  M»\V  FU  I'  U't'u  \U1   \,       •.»<'»! 

«i»'H    f  lr»inu;un;;rn  '.,'        M,      '        *»,  '  ii    -I'uuv.I  ;    ,mf   dm 

i  j-  »( {• 

ii    i  /•»    I  It,     .li'U     !>«'tltm;Un'4rii    - 


1 1 


\\  t'Uli  d.itili    fur   ji-d*'*.   sn|clti»   '.!  d.i>  lntr;;ral 

/'  /'•"  '..••,•;;. 


\  ri->.i-  hii  ,t!i«|f|  ,   isi»  *I3  fin*'  HI    .  riu-->i'iitir*>^ttt  li  iln1  Nt-it«'ii  slt*hu  vcr 
|jtti«'jt«I»-    i'liuktitiii   j-l,    -*.i  i",|   tint  \\ru«li',:  *I*  NMU  <|rr   |;'urm 

•I*          \  .          \.  *  \,  I    '    <     V,         \  ,   r     •     \,  /•-, 

\\i»  \,,»   \|,    \  •  si««ir,!*-   I  niriilSMiii'ii  \nti  .1   .jlli-tn.   S  „.  \  ,,  \  ,  SH|«-|H' 

\  Mil    I     »)li*'l!l    '  Ul»t  . 

1  *M     »'I    1  1  J  If  .  «!/   i  \!   .ill!  .)  !    *  >  ,f  I1U  I'UiIli.U'  I  »lrl!Ii  ,U!>  »Ii 


i'Ii»'li\ii  in)     I   .n\ '        "  •  »    I  tu      .''          tf,  '  *  j,  '"    •   ....     n,  U.  '•• ,  \\  ,  „  ^i» 

'*     *  *  *  *  r  >  *  i  » 

d.i5*-*  '<.niitiit  h<    II  nj|<!  «id»  iluu    *  n   \t«n      ,  ittif    \  itsiuth  un*  \<»ii  ••      •    '      • 


lili!     .tliifrfii     \\»»|I»H.      (ll*       \\ilh      \«M»          itU'l     «S»'  ,-,t'j|     U,ui|»t.lI>l<M 

Iuii-s;rii  tlrli  nu  I*.  lit  {»'  -us  «!i**  ,111  «  I  it  \S  »'fh',  ti«*n»h<'h  Null  aii, 
llji"  vttu  Hi  I  11}  fhil.tft  r,!f*l|fSfl  |l»'»hH;;ui»;-rl$  -.llpl  .llsu  ,ltjl||- 
\.  ilflll  ilrli  i<l«<u  ill*  §  nl»«  t  '  t  riiij*  lifi'I!  \  ttf.itt  v-»*"t/H$i;.;;i'H,  |4> 
In|-t  ^Mliill 

it  i  •  V\t  1  V,         \i.r         \,.»  '         V..         V,  r    t     \,  *  T 

mi  liiiin  ii  *i*"i  lin-'  lilt'*  K-.  ;•  .  Nrt/t  tu.tit  *"it*l!t*Jf  ,  HliliT  i  /,  ,1  t  «Iif 
K'lti}  iijii.it  ru  »"iiii"t  I1.  i  Li-  lull  %  \  rrtt.utilrit, 


I         /         /         /,/**,*.:.     rV,    - 


(14) 

\\o  V  und  seine  Ableitungen  bis  znv  4-  Ordnung  stetig  sind.  N 
Matliieu  ist  aber  bei  dieser  Gleichung  der  Ausdruck  des  Ore 
schen  Satzes  der  folgende  : 


)  =  ~^-  f  /VMo 

"     " 


\\o  T  ein  iiber  den  Rand  von  p  gcnoininenc.s  Linieiiinlegral 
welches   im  Innern  eine  analytisclie,   der  Gleieluin^  A  A  T  = 
^•eniigende  Funktion  darstellt. 

Aus  diesem  Satze,  \velclier  ntir  als   Ausdruck   der  Stetigkc 
ei^enschaften  der  Integrale  partieller  Diircrenlialgleicliungen 
wichtig  ist,  folgtzuna'chst 


\\o  T  dieselben    Eigenschafleii    Jiat    \vie  T.    Man    orhiill    du 
Wiederholungderselben  Operation,  und  wegon  ^  ^\\''r  =./'('$ 

u  i     r  r 

^  =  tv  =  -  -^.J  J   J*  l*S'\f(  £,  'I  )  d\  clrt  -f-  T", 


<}B  u 


woraus  folt  : 


Die  Funktion  (r  =  lim  wm  besitzt    im  ganzen  Rechl.ec 

7»  —  00 

endliche,  stetige  Ableitungen  bis  zur  vierien   Ordnung  f 
geniigt  der  Glcichung 


und  da  die  Lage  und  Grosse  von  o  vvillkiirlicli  sind,  gilt  die 
Satz  im  Innern  der  ganzen.  eLastischen  Plalte  R. 

Aus  (P  =  ]imWw  folgt  ferner,  dass  cv  am  Rande  verscliwinc 


!SH 


UMiini     !«i»li/«'su      l.i-«irs«-a  ist,  il.is^  «las  Minimum  <l^  Inti^ra 
,iurh  iui  Mi*  li  »'ii<  H  hi  \\inl. 

|lit          ,t  1,    a,,   ,i-     MrlliM'l.-   «»hut*    Sr-h\urri::k««it    auf  anilrrc   Pr 
|,|r|ur    .^nili.  h«M-     \U,     iii-,itr,M».lrrr    .nil'    tl.is    IvLt^sisrhr    Pn»liI«M 
utn   Ihi-hlilH,   .nr..lrl*»i«-i*   K»H.,t,    Hi»Il   an  .uulrirr  Slflh'  JHi^rluli 
u.-nl.-u.  Hi.-r  m-;:r   u.»-h   .*n   rinrm   IJrtspi^I  U''/^i;,'J  ui-nlnu  ila 


nut  ilri    l»i-»iiiif:itii  ,: 


,„!,,.,,  ,1,1      \\u      .H.  h-  «,    ,!.,•    I.-UH.-,    .!•••     in     .In-M-m    sj,(./!.-'li 
I-..II,     .Im.l.    hi-.mMMMln-.l..-    |-|Htl.li'.»'-«    p-y.-l.flt   iM.    u:.rli.l.T 


„„,,„„ 


.'   ! 


,,  »;  I  ,/*        MM*.          mil   /        -1 


'164  OEUVRES   BE   WALTHER    RITZ. 

Dies  gibt  ein  System  liiiearer,  homogener  Gleicliungen  fiir  die 
#/,  dessen  Determinante  verschwindeii  muss,  wodurch  sich  A,,  be- 
stimmt  als  kleinste  Wurzel  einer  algel)raischen  Gleichung  rttcn 

~ 2 

Grades.  Dieses  A,,  konvergiert  rapide  gegen  das  x-  —  ~  der  Fimda- 
mentallosung  y  =  cos  ^-  •  Fiir  n  =  i  ist  2  A,  =  5 ;  fiir  n  =  2  er- 
gibt  sicli  2  Ao  =  4, 9-3488  . . . ;  fiir  n  =  3,  2  ),:l  ==  4->  9^4  802  217... 
wahrend  2x-  =  —  =  4? 934  802  200. . .  ist.  Der  Fehler  ist  also 

bei  der  dritten  Approximation  drei  Milliardstel.  Bei  den  Ober- 
tonen  (grossere  Wurzeln  der  algebraischen  Gleicliungen  in  Aw) 
ist  er  wesentlich  grosser.  Es  weicht  ferner  yn  von  y  in  dritter 
Approximation  nur  in  der  sechsten  Stelle  ab.  Da  ans  den  Glei- 
chungen  foJgt 


so  ergibt  sicli  von  vornherein,  dass  die  Scliwingungszahl  des  Fun- 
damental tons  das  durch  die  Methode  am  genanesten  gegehenc 
Element  ist. 


XVII. 
THEOIUK  IIFJi   THANS\  KHSALSrjhVI  VilMiK 

EiM'lII  nt  UUmiSUII'A  PI  AT  IT.  MM1  FIIKIFA   IUM>KUY 
t  .Inntttt-n    */*•*•    /'/<*,  ,7,.    \n-iir    I'.  .!••••.    H.tiitl   \\UI1, 

Kiiilpitufi^,        ZitHiiHtiitt.ni  f.'ifiHtutg  dor 

I  h*'  t  h!l»'rt'ij|i,i|;;.'.lftrliiui'4**ii  uu«t  il.iuillM'iltiii;iui^rii  fur  <lit» 
tr.tijss  i-i  '-'.ilru  St  \\\\  ut;,:tiu!,;.rii  t*hi-tiirr.  rl.tstt^i'hrr  1  *l,ilh*n  mil  //•«'/«•// 
H.tiiflfi  u  i«iml  iM'lv.utulltrh  /UiTst  HI  tril\\rist*  uurirht  H4<T  I'uriH 
\«Ml  Sujihti'  <  H't'Ut.tUt  UH»l  Pnl^HMU,  JU  *  li'ltlii  h  \  r  f  <H'>|alt  illuT  ViUl 

kiiijiliittf  mi  Jahii*  iS'ni  :.;t4v"»'l**'ti  \\ttn!*'!!.  \  nurrritl  uurdcn  dicsc 
I  nl«'!  ^t!i1i!iii;,:rii  diiri'ti  die  srliiiuctt  vmt  (*!d.idut  i-tS--  rntdrcktm 
I  l'.;iirt"i.i,  flir  '*irlt  hildru*  \irrtti  »ittl  rilM*  M'!I\\  iij'.;ruil«*  <  il.is-  ntlrr 
Mr!,d)|«l.it!t'  i'ltt.i--'*  S.ititl  -«'*,t|-«-iiI  uird;  s|i.itf!'  U  ltl'd<*  dir  Hc'/.i'irli- 

I  'Jitniiii^riii"!'  f\!.tit;:fi;;,iH  rti  am  li  li«*t  «l«'i»  S*"hv\  inuii'n  vnu 


\i«<rli-i'  I  h'duuti^.,  ittid  !••**  lijH^ni  *iii»  Haudf*  /\u*i  I  hilrrritti 
ilfttrKr  dcitlfr  uud  /iii'iti4!  HfdttUtti4    \  rt'^riitt  ttidi'U.  dir    \tui 


Ktttti|iljK,»ti*ui  *!»•'«  I'l'iililriiiH  t'flil.ift  rs  iuiift*trhrnd,  dass   dir   I  ,« 

^tiiii,:  l*i%*    }«'l/t  «*«!'    u»i    {''.tlli*   *i*^»    Krri  *»«•*»   i  l\ii"r!di*iii"i    i;rfintd<* 

\«d»ri  U*  ft   I'tn    srltr   Jn'fn*'di^rnd«'r  An^rldtiss  an  dn%  I'* 

r'f;;..ii*  •  '    ,     I  )ir    K  laft^liu*M'«'it    lnMrlirn    hirr    ntir  atl.s  Kon 


zentrisclien  Kreisen  nnd  aus  Radien,  mehrfache  Tone  sincl 
atisgeschlossen.  Die  Mannigfaltigkeil  der  Figuren  ist  soinit  viel 
kleiner  alsin  den  Fallen  des  Dreiecks,  Vierecks  usvv. 

Im  folo-enden  entwickle  icli  am  Beispiel  der  quadratischen  Plat- 
ten  mil  freien  Randern  eine  neae  Integralionsmethode  (*),  die 
ohne  wesentliche  Anderungen  aucli  auf  rechteckige  Platten  ange- 
vvandt  werden  kann,  sei  es  mil  freien,  sei  es  auch  mil  Leihveise 
ocler  ganz  eingespannten  oder  gestiitz ten  Randern.  Theoretisch  ist 
die  Losungin  ahnlicher  Weise  sogar  fur  eine  beliebigc  Gestalt  dor 
Platte  moo-Itch ;  eine  genaue  Berechnung  einer  gross  wen.  Anzahl 
von  Klangfiguren,  wie  sie  im  folgenden  fiir  den  klassischcn  Fall 
der  quadratischen  Scheibe  durchgefiihrt  ist,  \vird  a  her  jiur  hoi 
geeifipieter  Wahl  der  Grundfunktionen,  nach  welchen  entvvickell 
wird,  praktisch  ausfiihrbar.  Fiir  den  Grand  ton,  so  fern  gross o 
Genauigkeit  nicht  gefordert  wird,  fiihrt  das  Verfahrcn  fiir  die 
rneisten  Platten  durch  den  Ansatz  von  Polynomen  zinu  Ziel. 

Das  Wesentiiche  der  neuen  Methode  besteht  dariri,  dass  nicht 
von  den  Differentialg-leiclinngen  und  Randbedingimgen  des  Pro- 
blems, sondern  direkl  votn  Prinzip  der  kleinsten  Wirkiuig 
ausgegangen  wird,  aus  welchem  ja  durcli  Variation  jcne  Gleichun- 
gen  und Bedingungen  gewonnen  werden komien.  Dieses  Variations- 
problem  wird  nun  durch  ein  gewohnliches  Maximum-  und  Mini- 
mumproblem  fiir  eine  endliche  Anzalil  Parameter  ersetzl,  dessen 
Ldsung  elementar  gelingl,  womii  darin  eine  erste  Approximation 
gegeben  ist.  Dieselbe  lassl  sich  unbegrenzt  verbessern  durcli  Vor- 
mehrung  der  Zahl  der  Parameter,  und  ergibl  somil  ein  konver- 
gentes  Verfahren  zur  Integration.  Dass  die  malhemalisclie  Form 
der  ersten  Approximationen  willkiirlich  gewahlt  \\erden  kann, 
ist  hierbei  ein  wesentlicher  Vorteil.  Denn  es  ist  leicht,  eiue  cxpe- 
nmentell  bekannte  Funktion  durch  eine  genugende  A.tixuhl  Kon- 
stanten  m  einer  geeigneten  malhematisclien  Form  belicbig  genau 
darzustellen;  unsere  Methode  erlaubt  es  nun,  die  Konstanten 
a  priori  *as  derTheorie  zu  bestimmen,  so  dass  die  Ergebnisse  der 
Erfahrung,  in  bezug  auf  die  angenaherte  Form  der  gesuchtcu 
Losung,  zur  praktischen  Durchf iihriing  der  Integration  benutz t  wcr- 


C1)  Vgl.  die  Abhandl.  des  Verf.  :  Uber  eine  neue  Methode  zur  Losun g  qewisscr 
lanationsprobleme  der  mathematiscJien  Phy&ik  (CEuvres,  XV,  p.  190). 


•  Ini  IsMintfii,   I  N*r  1    nt-tand,  <lass  <|.is  1'nn/tii  il«*r  klctiislrn    Vkhuti, 
\\  rlrh*1'.  iltr   kur/r^S»'   /.n-auinii'iiiassniiL;    *l<*r   (irsrl/r    ttrr  incistrn 
nh\  sikalisrlirn     i'.r'<«'hrtntui!4f'n    utlit,    au«'h    tn    \trlrn    !**allrn    clrn 
ilirrkl«'-»t«'H  ^  «*,;  /u  il«"tvu  niatliriital isi-hrti  I trliandl utu*  und  IHUH*' 
i'is*'h«fn  !»*•!  rrlmutt •„•,  \M«IS|,  ilurlti*  inrhi  «»|UH'  l»r«l«'nlttu^  scin. 

siul  ttn^siHii    !n*if*iti    Uanih*  ttihrf    man  /u  iM'kin.iHsi^rru  rts*4  <ltr  Itr 
k-i!ill!«4it    I  'uukli»*nt'n    ft.,-.    /'  •    rill,    \\rlrhr    tlii*     \  Hiptil  nil*'    <lt's    //''" 
nl»t'i1«aH'%  rjin-'t  ir»'ist'Ii\\  uu';*'ti*it'ii  St.ilirs,  t|rssi*n    Lanuf  ^Irich  ist 

ilrti     Mif  h'!|.«tiiikf     par.ilit'l     /it     ilrn     Srifru     ilrs   i^nailratfs    i;rh'^.l, 
\\i*<    tiiif*  it    /u     rr* 'i'!f'iii*l*"ii    ( tt'unih'ti     mn^si-n    thr    I'  nnkhnncn 

j/i(i    /•  »»«HH!,;      //,-./'  /      r«»i$"»|,     nnvcinltrf     \\cTilru*      <ln*     ;»I- 

I  ti'tHjiKt  Im  iir-' iMi-;:**u    »!«"*    Slain'*,    nisi    «l*4r    Srl>\\in^nn«is/.ahl    Null 
.iiti/iiLiV't'ii  '.in*!;  // ;  :•  f  *  i'»f  al^Mtiir  <  trnnttM*h\\  niunis'i  tin  ^«'\\«»hn 
iirtim  Ninur,  i»nl  /wn  K  iiul«-!ti*tyiktrii  ;   //,„  *  .r  <  hr^it/t  ///  Kimti'ii 
tiitiilifi- ,   llaun  «"i  :  «'I«*  n  **i«  li  au^»l*T  t   nt'*isttt  tttuttt  t»tl'4»'u«lr  /iV.%///- 

I,    s.Hiiilit  !»»•    t!  i:";t'!ii«»i»r    i|i-i     Ilallr    lassi-n  sifh    IMS  ;ut!  rimy,'* 

f*i«»/ritt   if.il  -.Irllrtt  *llll<"li    *iir    I  Mrifirlu  : 


I  »r|i    linll/rs   »«**,    *«|.    in    i'ill'»|»I  li  111    illr    Sj  li  \\  tl!|»*  It  U;j  *»/tilll    Nllll.    *Il«' 
I'LlMi'  hlt'll.l   rl.i'U. 

^       !    ,    i\<    lit  Nil    14H1     I  *njiju  ll»Hir,   Kritu-  ttlf'itflarltrU     1  itlM*.    I  hr 

IK.  |*i*  >  it«tiir  i  itl  pi*  >  It*  ii  *1*  in  I  >Il«\  v\««  \**n  ilrn  hi*li/**H  tnn  nvr 
«  ni«  i  j  t*l*  ,  »if  i  ,*»ji|'  n  nil  *i*i«i*g  !*•!,  I'.*  ri'iic't)«Mi  datiti  if,MU 
!ilt»|  it  ,,,  _  i|ir'*rlh»'  I  *«nli»»!i.'  ;  }r*|i-  IiHiStl'*'  \  I'ljittMhlll^  iltt-%iT  /UTI 

II  itttlifH'iirit    i-ttl-*j»i  trill      fliP'i     uiM-hrhrij      L*i%iiiij48     lilt'    liii*rl»t({ 
,tuth*-i»'u-'ir  >i  fi.tr  \»»n  KKiimlu'iin-n  hat  «l$r  iM^t'tiHch.ill,  «lass  *lir 


rii.iltltl        ,..*'Jii'il,      u.tlllhrh  tfif     \\lllV»'hl     »li4H     I  *li'M4  lit!  UU*»."*\  str  1 

...,;  i,  i   .-         M,    ii-  ......  -   i  ,  i  »*,    lit   t'l^trr    \lifial*i*riili|4.   **isi*l   «l 

ir    \\  iir/t-iu     i»»ii     */,...'.*  -  *•,*/..„»_!   »         ««,      h/.\\  ,  w«i.r* 

.,-  i    i          *»,     »iir      \l*sl,ili«l»-  «I»'I      lN»If      \fiil     <it'H     Srilt'lt     HIUI|     a 


(bis   auf  1-2   Proz.)     gleich    den    Abstiiiiden    der    Knoteu    frei 
scliwingender  Stabe  von  deren  Enden. 

3.  Die  Eigenlone  lasseii  sich  mil  beliebiger  Genauigkeit  durch 
Summen  von  Ansdriicken  der  Form  (i)  darstellen  mil  Ivoeffizien- 
ten,    die  sich  aus  der  Theorie  bestimmen.   Im  folgenden  ist  die 
Rechnung  bis  auf  y^~  durchgefiihrt  fiir  m  and  n  kleiner  als  l\.  Die 
so  berechnetenKJangfigurenstimmeninsehr  befriedigender  Weise 
mil  den  genauen  Beobachtungen  von  Strehlke  iiberciii.  Die  Kor- 
rektionen  gegen  (i)  bleiben  stets  relativklein. 

4.  Die  Klangfiguren  und  Tonhohen  siimtlicher  35  Obertone,  fur 
welclie  in  and  n  kleiner  als  7  sind,  \verden  unLen  angcgeben  ;  fiir 
m   and  n  kleiner  als  4  sind  sie  nach  den  exakten  Fonncln  be- 
rech.net,  fiir  griissere  Indizes  nach  (i),  wobei  jedoch   der  Fehler 
beim    Mas  stab   der  Zeichnung  kaum    \vabrzunehmen  wiire.    Dies 
schien  mir  deshalb  wiinschenswert,  \veil  iiber  diese  schoiien  Figu- 
ren  durch  ungenaue  Beobachtung  und  theoretische   Felilscliliisse 
eine  grosse  Anzalil  unrichliger  Ansichten  in  die  Jjehrbiicher  und 
Zeitschriften  iibergegangen  ist,  so  dass  selbst  iiber  die  am  leichte- 
sten  zu  beobachtenden  Fundamental  tone  Unsicherheil  herrscht.  In 
Chladnis  Akustikerscheinen  manche  Eigenschvvingungeii  als  Dop- 
peltone,  die  es  nur  durch  Inliomogenitiit  des  Materials  und  Man- 
gel der  Beobachtungsmethode  sind.  Die  entsprechencleii  4^  Ivlang- 
iiguren  sind  von  Chladni  grosstenteils  erhalten  and,  wenn  auchnur 
in  rolien  Umrissen,  gezeich.net  word  en.  Da  sich  die  zum  Hervor- 
bringen  einer  bestimmten  Fignr  nfitige  UnLersliitzung  der  Platte 
aus  den  uiiten  gegebenen,  genauen  Figuren  cntnelimen  liisst,  \vird 
deren  experimentelle  Herstellung  erheblich  erleichtert,  \viihrend 
bisher  iiber  das  Zustandekommen  irgend   einer  Figur,  besonclers 
bei  den  lioherenObertonen,  im  wesentlichcn  der  Zufall  cnlschied. 

5.  Die  vielmnstrittene  Frage,  ob  die  scheinbar  gcraden  Linien, 
die  in  vielen  Figuren  auftreten,  auch.  wirklich  gerade  seien,  ist 
da hin    zu    beantvvorten,    dass  dies   nur   fiir   die  Diagonal.cn  and 
Seitenhalbierenden,   wo    schon    Symmctriegriinde   es    erfordern, 
gilt.  Ausserdem  ergeben  sich  aus  (i)  (angeniihert)  gerade  Linien 
nur  bei  Doppeltonen  und  wenn   m  =  n  ist.  Die   Piesultale  der 
Messungen  Slrehlkes,  die  vielfach  angefochten  warden,  stimrnen 
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menu  mil,  der  Reclmung  g-euaii  iiberein ;  die  geringen  Abwei- 
clumgeu  dagegen,  die  Strelilke  aucli  bei  den  Diagoaalen  und 
Seitenbalbierenden  gefunden  hat,  beruhen  auf  einem  unten  zu 
eriirterndeu  systematischen  Fehler  bei  der  Herstellung  von  Sand- 
fig'  u  re  ii. 

I).  Die  To nli ("> lien  der  35  Obertone  stimmen  mit  den  von  Chladni 
^gebenen  innerhalb  derzu  erwartenden  Fehler  iiberein.  Sie  um- 
fassen  secbs  Oktaven.  in  rober  Anniiherung  sind  die  Tonhohen 
gegeben  (lurch,  die  Form  el 

v  =  A  \/m* -+-  n'+  4-  *>. (i  —  IJL )  M-  /I-, 
\vo  /n,  n  ganze  Zablen,  A,  ^  Konstanlen  der  Plalte  sind. 

7.  Die  l)ci  Membranen  giiltigen  Siitze  :   «  Wo  eiiie  Knotenlinie 
den  Rand  Lriirt,  slebt  sie  auf  demselben  senkreclit;  schneiden  sicb 
zwei  odcr  mehr  Knotenliiiien  im  Innern  der  PJatte,  so  bilden  sie 
gleiclie  Winkel  miteinander  »,  gelten  bei  Flatten  nur  ausnahms- 
vveise  oder  angenabert. 

8.  In  den  Ecken  1st    die   Losung   eine  im  allgemeinen  nicht 
analytiscJie  Funktion,  womit  die  LJnzulaiiglicbkeit  der  gevvobn- 
li(iben  Metboden  bei  diesein  Problem  geniigend  erklart  ist.  Da  die 
Lr>sung   jedocb    innerbalb  der    Platte  endlicb  nnd  stetig  l)leibt, 
\\enn   sie    aucli    nicht    in   eine  Potenzreihe    entwickelbar  ist,   so 
bleil)en  analytiscbe  Darstellungeh  durch  Polynome,  Fourierreiben, 
nacb  den  Funktionen  wmn  fortschreiteiide  Reiheii  usw.,  wie  sie 
unscre  Metbode  bringt,  dennoch  moglicli  und  praktisch  amvend- 
bar. 

9.  Parallele   zu    den   Seiten   scbneiden    jecle    Figur  in   einer 
Anzabl  Pnnkte,  die  hoc  listens  gleicli  ist  dem  grcisseren  der  beiden 
Indizes  in  und  n  und  mindestens  gleicli  dem  kleineren.  Andere, 
analoge  Gesetze  gestatlen  es,  zu  einer  gegebenen  Klangfigurdie 
entsprecliende    Form  el   zu    flnden.   Sind  z.  B.  beide   Diagonalen 
Knolenlinien,  so  bat  man  es  mit  w'mil  zu  tan,   \vobei  m,  n  beide 

.gerade  oder  ungerade  sind.  1st  nur  eine  Diagonale  vorhanden,  so 
liegt  wieder  w'mii  mit  m  und  n  von  nngleicher  Paritat  (Doppelton) 
vor.  Geb.i)reii  die  Seitenhalbierenden  zur  Figur,  so  ist  einer  oder 
sind  beide  Indizes  ungerade  usw. 


10.  Schliesslich  wircl  die  Methode,  unter  Anwen clung-  von  Poly- 
nomen,  auf  die  schon  von  KdrchhoU'  berechnete  Grundsc.h\vingung 
ernes  Kreises  angewendet.  Formeln  mil  zwei  Konsianten  geniigen, 
inn  die  Schwingungszahl  desselben  auf  J-  Proz.  zu  erhaltcii,  d.  h. 
init  derjenigen  Genauigkeit,  die  fur  solclie  \  ersuche  ubcrhaupt 
in  Betracht  kommt.  Der  Rechnungsaufwand  ist  viel  geringer  vvie 
bei  der  Kirchhoftschen  Methode,  und  samtiiche  Operationen 
durchaus  eiementar.  In  der  oben  zitierten  Arbeit  habe  ich  auch 
die  Anvvendbarkeit  der  Methode  auf  die  Schwmgungen  von  Saiten, 
unter  Benutziuig  von  Polynomen  zur  angeiiaherlen  Davslellung 
der  Losung,  untersucht  :  bei  Benutzung  voii  mir  drei  Gliedern 
ergibt  sick  der  Fandamentalton  der  Saite  auf  drei  Milliardstel 


Die  empirischen  Formeln. 

iNnch  diesen  Ergebnissender  Theone  la'sst  sich  leicht  iibersohen, 
in  welchein  Umfange  und  warum  gewisse  empirische  Kormeln,  die 
zur  Darstellung  der  Klangfiguren  in  mehr  oder  \vcniger  roller 
Annaherung  herangezogeu  worden  sind,  ihren  Zweck  erreichen. 
Ks  ist  dabei  zu  beriicksiclitigen,  dass,  wie  unteii  gezeigt  \\inl, 
um(x}  durcli  einen  Cosinus  bz\v.  einen  Sinus  angeniiherl  darstell- 
bar  ist,  ausgenommenin  derNahe  des  Ramies.  1st  die  OuaJratseite 
gleich  2,  so  sind,  bis  auf  willkurliche  Faktoreu,  die  Losung(in: 

=  cos  (m  —  '  \-x-         u          =  sin  ( m       -\  ~-r 
a,m  -  cos  ^m       -~J  ,.37,         M2/w+1  -  bin  \^m  H-   ,  J  .,J  . 

Ersetzt  man  dies  noch  durcli  cos  nnzx  und  sinf'wz  4-7)77,7;,  so  hat 
man.  die  Funktionen,  aus  welchen  durcli  Superposition  Wheat- 
stone  (')  Klangfiguren  ableiteii  wollte,  \\obei  gcradlinig  bcgrenzto 
Figuren  sich  ergaben.  Solclie  Lcisungen  entsprechcn,  roh  ange- 
nahert,  den  Gleiclumgen  (i)  fur  m  oder  n  gleicb.  Null.  Der  tjiu- 
stand,  dass  nur  den  Ausdriicken 

COSTCO —  COSTUJKj  CQST.X  ~-  COS  7T  Y 

beobaclitete  Figuren  ungefahr   entsprechen,    niclit  aber  cos 73,2;, 
cos  Try   einzeln,  wie  es  nach   diesem   Superpositionsprinzip  sein 

( ' )  Gh.  WHEATS  TONE,  Phil.  Trans.,  iS33.  —  Vgl.  Lord  HAYLEIUII,  Sound,  §  t±~. 


sollte,  liisst  geniigend  erkennen,  dass  es  sich  hier  nur  uin  eineii 
in  besonderen  Fallen  anweudbaren  Kurts tariff  haiidelt.  Uin  so 
merkwiirdiger  ist  es,  dass  auf  Grand  dieses  uiihaltbaren  Prinzips 
bis  in  die  neaeste  Zeit  die  exakteii  Versuche  Strehlkes  von  expe- 
rimenteller  und  theoretischer  Seite  her  als  ganz  unrichtig  bezeich- 
net  warden.  Insbesondere  glaubt  R.  Konig  (*)  aus  ganz  unzu- 
liingiichen  experimentellen  ErgebnissendieGeradlinigkeit  der  den 
Seiten  parallelen  Knotenlinien  behauplen  zu  konnen,  \vie  es  das 
Superpositionsprinzip  verlangt.  Indem  er  die  Grimdgleichung  fiir 
einen  solchen  durcli  geradlinige  Knotenlinien.  begrenzlen  Bereich 
(also  mil  der  Randbedingung  :  Verschiebung  gleicho)  integriert, 
glaubt  S.  Tanaka  (-)  allgemeinere  und  streiigere  Forineln  zu 
erlialten.  Dies  ist  aber  schon  desvvegen  nichl  der  Fall,  vveil  iiber- 
selien  ist,  dass  eine  Randbedingung  die  .Losung  gar  niclit  be- 
stimmt,  so  dass  Hr.  Tanaka  aus  der  unendlicheii  Reiiie  in r> gliclie r 
Losungen  eine  unrichtige  herausgewalilt  hat,  \vie  es  die  W'ahr- 
scheinlichkeit  ja  verlangt,  hiitte  er  statt  Produkten  von  Cosinus  und 
Sinus,  Produkte  der  Form  um(x)  uft  (y]  angesetzt,  so  batle  die 
LtJsung  eine  wesentlich  hohere  Approximation  dargestellt  (\ve- 
nigstens  bei  Doppeltonen.  und  fur  in  =  n). 

In  seiner  cc  Theory  of  Sound  )>,  §  22(5  IL,  hat  Lord  Rayleigh  die 
WheatstonescheUntersuchung  \veitergefilhrt.  Er  gelitaus  von  der 
Beinerkung,  dass,  wenn  das  Verhiiltnis  u  der  Querkontraktion  zur 
Langsdilatation  gleich  Null  ist  (was  allerdings  bei  keineni  be- 
kannten  Korper  zutriH't),  partikuliire  Losungen  des  Problems 
existieren,  die  von  einer  Koordinate  unabhangig  sind,  und  einfach 
den  Schvvingungen  elastischer  Stabe  von  gleicher  Lange  \\ie  die 
Quadratseite  enlsprechen,  also  den  Funktionen  um(x}.  Dabei 
ergeben  um(x)  und  um(y)  naturlicb  dieselbe  Tonliohe;  sie  kon- 
nen  zu  den  Ausdrilcken 

uni(x)  4-  um(y),         um(x)—um(y) 

verbunden  werdeii,  welclie  in  der  Tat  eine  Reiiie  von  Klang- 
iiguren  auf  1-2  Proz.  genau  darstellen.  Allerdings  ist  die  Forde- 
rung  derTheorie,  dass  diese  zvvei  Sclnvingungcn  gieiche  Tonliohe 


(l)  H.  KONIO  (Paris),  Pogg.  Ann.,  t.  GXXII,  iS6/h  p.  238. 
(-)  JS.  TANAKA,  Wied.  Ann.,  t.  XXXII,  1887,  p.  670. 


haben  sollten,  tatsacblich  nicht  erfiillt,  und  es  existieren  die 
ehizelnen  Schwingimgen  urn(x),  bzw.  um(y),  nur  im  irrcalisier- 
baren  Falle  UL  =  o.  In  Wirkliclikeit  liegt  bier  jener  Spezialfall  der 
Formeln  (i)  vor,  wo  der  eine  Index  gleich  Null  ist.  Der  Gr  und  ton 
der  Platte  (/?i  =  /z  =  i)  wird  hierdurch  niclit  dargestellt.  Lord 
Rayleigh  selzt  dafiir  den  angentiherlen.  Ausdruck  xy,  der  in  der 
Tat  mil  (i)  iibereinstiminL,  und,  wie  sicli  zeigen  wird,  von  der 
richtigen  Losung*  nur  wenig  abweicht. 

Das  Variationsproblem  und  die  Grundgleichungen. 

.  Sei,  wieoben,  ^  das  Verbiiltnis  der  Querkonlraktion  zur  Liings- 
•  dilatation,  welches  nacli  Poisson  {,  nacli  Wertlieiin  -  scin  soil, 
und  jcdenfalls  zvvischen  o  und  i  liegt;  sei  i'erner  E  der  Elastizi- 
tatsmodul  (  '  ),  2  It  die  Dicke  der  Platte,  dann  ist  nacb  Kircbboll 
die  potentielle  Energie  der  Platte,  vorausgesetzt,  dass  die  Ver- 
schiebung  a  (xy)  senkrecbt  zur  Ebene  der  Platte  klein  bleibe  : 


2"1 

'2(1  —  (JL  )  (  -  —  --  )      dx  dy. 
'  J 


Die  kinetisclie  Energie  wird,  wenn  p  die  Dicbtc  bednulct, 


woraus   sicli    durcb     Anwendung    des    Hamiltonscben    Prinzips 


ergibt 


A  = 


i      dt*        3(1— (A*) 
Hat  man  es  mit  Eigensclnvingungen  zu  tun,  so  Jst 

—  *•       (,  (j  J  V         1    ./     / 

zu  setzen;  dann  ergibt  sicb  die  Differentialgleicluing 
(l]  In  Kirchhofls  Bezeichnung  ist  JJL  =   — - — -,   E  _-  2  K  J  H~')fJ. 
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\vo 

//x  ,  ]'27C2V2(l  -  JJL2)p 

>> 


A  vvird  durch  die  Integration  bestimmt;  die  Gleichung  (4)  ergibi 
daiin  die  Aaizahl  Schwingungen  pro  Sekuncle  v.  Die  Randbedin- 
gungen  selbst  findet  man  durch  die  Variation  von  v.  Den  Faktor 
sin  27:v(£  —  £0)  kann  man  natiirlich  abvverfen  und  crhiilt  fiir  eine 
Seite  des  Quadrats  senkrecht  ztir  .r-A 


und  ulmlicli  fiir  die  Seiten  senkrecht  zur  y-  \chse,   durcli  Ver- 
tauschung  von  x  undy. 

Bei  den  hierbei  notigen  U  inform  imgen  und  parliellen  Integra- 
tionen  Langs  des  It  ancles  trill  an  den  Ecken  desselben,  \vie 

H.  Lamb  (  f  )  zuerst  bemerkt  hat,  ein  Gliecl  der  Form  -  —  —  ow  auf, 

\    /  7  oxOy 

aus  welcliem  die  weitere  von  Kirchhoff  nicht  berncrkte  Bedin- 
gung  sich  ergibt 

(G)  -  —  7~  =  o  in  den  iicken. 

J  dx  dy 

Der  Stabilitat  der  Platte  entspricht  es,  dass  der  Jnlegrand  von  (i) 
cine  stets  positive  Form  ist  (2). 

Almlich  wic  bei  den  Schwingungen  von  Membranen  lassen  sicli 
diesc  Gleicliungen  olme  weiteres  zu  der  Forderung  zusammen- 
fassen,  es  soil  das  Integral 


f  1  /        1 0  <••>  ~1 

«y   ,y      I   V  &&'*  /  C^y-  ,'  Gf3?-     6^-  ^  \  C>5?  ^"X     J 

unter  der  Bedingung 

(  8 )  /    /  (v2  <fa?  ^7  =  a  =  gegebene  Grosse 


(l)  I-I.  LAMB,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.,  t.  XXI,  1890,  p.  70. 
(-)  Nunilich  als  Funktion  von 

tT-w  ,         <)2w 

-—  -  =  u         und         -r-  -  =  t' 


moglickst  klein  werden.  Denn  nacli  bekaimten  Siilzen  dcr  Vai1 
Lionsrechnung  hat  man  letzteres  Integral,  mit  einein  konstani 
Faktor  —  A  multipliziertj  zu  (7)  zu  addieren,  nnd  nunmehr  . 
\\illkiirli  chem  otv  za  variieren,  \\oraus  sicli  ohne  weiteres  < 
Gleichungen  (3),  (5)  und  (6)  ergeberi.  Aits  dem  \  erschwind 
dcr  ersten  Variation 


C  r  I    &  «•  ,  f)2  cr  ,      „    \    ,     , 

(!))  J  J  VdZ**lw  -*-••  —  •-4A"'°"iJ  <fr-4r  =  <> 

folgt,  vvenn  man  insbesondere  3(r  =  scv  setzt,  \vo  3  oin  uneadli 
Kleiner  konstanter  Faklor  isl,  die  Glei 


m:>,  (  -— -  J   -!-... —  ?.X  (t>2     dx  dy  =  o  fiir  «'  =  gcsuchle  Lusung 
V  Ox- /  J 

also 

,     .  .        Minim,  von  J        J(  w ) 

(10)  A   =r =   ~L~J 

ganz  ahnlicli  \\ie  bei  den  Membranen  ( '). 

Ein  wirkliches  Minimum  liegt  nur  vor  Ijeim  (.irtindlon  v 
welcher  clem  kleinsten  Wert  von  X  enlspricbt.  Will  man  fiir  d 
iiiichsten  Obertoii  tr1?  dem  der  Wert  A,  enls|)reeben  nuige,  < 
wirkliches  Minimum  erhalten,  so  hat  man  die  wrHere  Bedingu 

r  c 

(i  i)  /     /    (v0«'i  dx  dy  —  o 


liinziizufugen.  Man  hat  daiin  zum  Inlegranden  von  (9)  nodi  c 
Glied  A'^'oSir,  za  addieren;  fiirocp1  mscv-^  verscbwinclet  dassel 
nuch  Voraussetzung,  und  es  bleibt  \\ieder  die  Gleidiung  (n 
dies  ma  I  fiir  A,  giiltig  (2). 

Der  Ansatz  otv,  =  e«\,  ergibt  fiir  )/  den  VYVrl 


C  C  (  d2(V)i 

A  =  —  /     /      2  -— 
J  J    V     ^2 


und    dieser  Ausdruck   ist    gleich  Null.    Dies  folgl  uus  der  Var 
Lionsgleichung  (9)  fiir  u»0,  wenn  8iv  =  e(r,,  <r  =  <r()  goset/t  wi 

C1)  Vgl.  z.  13.  RIEMANN-WEBKU,  /)/e  partiellen  niflerendalgleichungen  < 
Physik,  t.  II,  §  UGff.  ;  Braunschweig,  1901. 

(2)  Vgl.  Lord  lUvLEroir,  Theory  of  Sound,  §  :>!?. 


mul  (i  i)  hfirucksidiligt  wird.  Die  Gleicliungen  (3),  (5),  (6)  blei- 
IXMI  also  iingoanclerl. 

Fiii'  den  Oberlon  \r,f  gel  ten  ebenso  die  a  Orlhogonalitatsbedin- 

/     /    u'--  e/.r:  dy  =  a,  I     j   ir,, .it',,  <:/,^  dy  =  o, 

r  /'  r  r 

J(/a.;,u,rf,v/,  =  o,          ....          _/  J   „,„„-„_ 


\\ol)ci7  falls  mrhrfar.ho  T<"me  vorliegon,  jede  der  linear  imjibhiiiigi- 
i^'tm  S(di\\  •iugungen  tr/,  die  /u  (.loin  Ton  gehoren,  zu  bcrucksich.tij»en 
sind.  lA'ir  irgcuid  '/,\MM  S<jli\viiiguiigcu  tv///,  w//,  die  zu  versclue- 
(loueu  X  gftli(")ren,  gill  also  dit^  Orlbogonalitiilsbcdiugung  : 


f)ie  MiuiinunisfoiMloning  (  j  )  und  (ft),  milder  \vir  es  ini  folgen- 
dcn  7.11  tun  balxui  \\crdon,  ist  ersielillit'h  nur  cine  abgeiinderle 
l^oriu  d(^s  I  lainillonselien  Prin/ips. 

Die  Integrationsmethode. 

l)i(^  IKMH*  Melhodc  y,ur  Li'jsung  von  Varialionsproblcmen,  die; 
\s  irnun  anweiidou  N\<dlen,  gehl  aus  von  folgeiuhMn  Intcrpolations- 
jiroblcm  : 

Seien  'i,(,r,trj,  io(^7,^)...,  ']///(  ./\j)  ...  eine  llcih(i  von 
l^uuklioncn,  (lit1  vvir  (\vas  hicr/u  solbslvepsliindlich  isl,  urn  bclonl 
/u  warden')  als  slrlig  (iKihsl  <l(ui  i.,  i>..,  ').  und  f\.  DiiTerential(|uo- 
li<kulen')  innerhalb  dei'  IMatlo  annehnion.  VVir  bilden  den  Aus- 
di'tiek  : 


Ifordfirn,  vs  soUttn  dit*<tn  so  best.iin.mt  warden  bei  gegebe- 
in'tn  /?.,  ^/«,v,v  (vv^  niiig'licJist  we  nig  von  einer  der  gesuchtcn  Funk- 
itonen  n»,  die.  das  System  (3),  (5),  (<J)  hcfrie.digen,  innerhalb 
dcr  PliUU*  ((bweie.lie.  Wiire  <v  nunuiriseh  gcgcben,  so  Itigc  hier 
eiu  g(-jvv()lnilicli(is  Intorpolalionsproblem  vor. 

I)ass(klbe  istinsofeiMi  uiilxtsiinnnl.,  als  maneine  <c  moglichst  gulc 
Viuiahcruug  »  in  vei'scliictdeiK^n  Sinae  aullassen  kann.  Eine^enatie 


«!«"*  ••  <  »i"», 

soil,  i^l  <!ah«*r  Holm. 

Ks  lir^t  n.ihr,  .*U  MU.IHNI ,il»  »ii-N  I  s*"*.,ifnf trUfr«>  »h»-  Vim* 
tlrr  pulrut  ii'lli'U  KlUT^it*  \  «»u  ibn-ifi  r\,tk It-it  \\  n  I  l»nm  ^  ir 
\'*>rn;tu^ /»  ualilt'ii;  <iirx  UMIUIUI  .»!<«  i  .»ul  li*  I  »«i  Innitk;  I 
rv  fitful  *//**  #/,-  .v*t  **'/  a'*f/i/i'*i»  <//.^  /•  /  tti\'/fti  , 


I  ....       //*«";'/' 


ttnrt'h    tfttx    Syatt'tH    /t*fftn* -st'rn 


.») . 


Mil  aiuliTii  \\  «»rtt»u  .'   rv   i.%7  «r/»v   .tint/fit*  L      i 
nn  u*  mi  I  »tt'ttitt*>tt'**t  .»/* 


tt  n  .vr  ii'  fn*t/i  ^ 
lirlii^tT  \  iirtattnti**|)t'fthlfiitr,  \Mr 
ui<*ht  /»fi  *»ri»rff'mcii*it  Bnliitutin 


Ui»t        vf|M< 


Wll,         •     ritr.nfUtt    Will    TlU%^\F,tlSU,St:n\VlN<.t  NtiKN 

Iu*»-t  *»irh  MM  -.rhrnlirit  : 


t  |,S   -, 


l>ir  1  Mtrniiut.mfr  ilit'M-s  S\*.trinH  M»U  n  huinourarn,  linrairn 
<  Hrirltuu^'u  fur  iln*  ti}  nm^  \rrsrh\\iutlru.  \\nraus  sirli  /.„  a  Is  t»in«» 
tlrr  \\  ur/rln  «'iu«T<ih'irlmnj;  /if''"  rira«I«->  frgihu  un«l  <!!«•  </,  l»i^ 
aiif  riiiru  /UH,U-|IH|  \\  illkurlirhi'ii,  narhhrr  aus  «  i  J  i  y,u  hrs 

\\rnIiMt.    Jislor    \\  ur/.rl   A'   rnts 


^Av  .M»  cth'ilh  tn*    lu**(rttr/>  i  t  "  '»  /«  'Av  7V//  r'//N* 


t 
v/r/i   ttnln\<:rfn    f  i'»v/T\\r;7,   s«»  «l.iss  si^h  rin  kon\iT{iruti^  \  «»r 

f.thrrn  n  "iltl  t 

\\ir  hrit  ti  lili'ti  /iiu.irhst   ili-n  <inuulti»u   tui<l    \\abl««n  ili'iiirnt 
HJ.IT.  hruil  I.n  jrilrr    \jijin»\in»,iti*nt  itir  klrinslr  ilrr  \\  ur/rla  d^r 
ti-il»'irliun.  UiviM«'lin**u  \\ir  nut  */'«•„  il;is  tulalr  Iht™ 


t/  «•.,     •;,,/.*,  >  ^./.r,     ...     •',.'>'/,, 

,,,,,         /*  |%i  'riV4*' "'l'l'.'1    • '  •    '  •"  -.'''*»«  j*'''*'.* 

Hirr  sinii  ,iht-r  ^rtuti  liti'srlhrti  SrhttiHsf  im^lirh,  \\ii- wir^ip  iiu 
vori^nt  P;«f.ij;i-.ijilirii  fur  «lti»  V.iriahou  i^marht  hah«'U  ;  rn  tM  uur 

•  In-  UritiHlr  \\rii   \«m  .1,,  /i,   »n«I  wrnii   /i   warliM,   tiiuuiit  ilii"*«T 

1  '  *    »  1        -/  i  1          I  )  i 

/„  riu.-  niili'ri'<»int/,r  /,  itrr  njr  hrlirhip  nahr  kumiiuMi.    Sott  nnn 


Platle  belieblg  genau  darstellbar  set;  cine  Fordernng?  die 
darch  Polynome,  Fourierreihen  usw.  befriedigt  wird.  Dana 
kann  lim  A;i  von  dem  kleinsten  Wert  von  3 /a  fur  beliebige  w  nidi  I 
verschieden  sein,  und  wir  erhalten  eine  Reihe  von  Funktionen  w{ , 
<^2>  <^33  -  -  -  fi*ir  die  J  gegen  seineii  Grenzwert  konvergierl.  Daraus 
folgt  nacli  den  Untersuchungen  von  D.  Hilberl  ( ' )  and  B.  Levi  (2), 
dass  die  <v/  gegen  die  gesuchte  Grenzfanktioti  konvergieren, 
von  gewissenPunktenvielleichtabgesehen,  die  liter  ohnc  Inleresse 
sinci  (3). 

Nimmt  man,  stall  dererslen,  slels  die  sweile  Wurzel  der  Doler- 
minantengleichungen,  so  gelangt  man  ztim  ersten  Oberlon  usw. 

Die  Randbedingungen(o)  und  (6)  sind  am  so  genauer  erfiilll,  jr 
naher  A/?  seinem  Grenzwert liegt.  Gleiches  gilt  von  der  Dinereritial- 
gleichnng.  Dabei  ist  jecloch  zu  bemerken,  dass  die  Enlvviekelungen 
nach  Poljnomen,  Fourierreihen  usw.  slels  nur  eine  heslininile 
Anzahl  gliedweiser  Diflerentiationen  zulassen,  so  dass  (was  midi 
wirklich  der  Fall  isl  fiir  die  unten  zu  betrachtenden  Entvviokelungcji 
nach  den  um(x)  ult(y}),  sie  moglicherweise  gar  nicht  dref-  uiicl 
viermal  gliedweise  differentiierbar  sind,  und  claher  durch  Einselzen 
in  (3)  und  (5)  nicht  verifiziert  werden  konnen.  Ks  isl  eine  all- 
gemeine  Eigentiimlichkeil  interpolatorischer  Funktionen,  dass  sie 
um  die  darzustellende  Funklion  hin-  und  herschvvanken,  und  ihm 
sukzessiven  Difierentialquotienten  bei  gegebener  Gliederzahl  eine 
immer  schlechter  werdende  Approximation  geben,  die  l>ald  gariz 
unbrauchbar  wird,  was  dann  derDivergenz  derReihen.  enlsprielil. 
So  stelll  der  Ansatz  I,  p.  267  zvvar  die  Amplitudes.  (V,  nicht  aber 
deren  zweile  Differenlialquotienten  befriedigend  clar. 

Entwickehmgen  nach  Polynomen  geniigen  slels  den  ^eslelllen 
Anforderungen  ;  man  kann  also  beijeder  Form  der  Platte  fiir  tyt 
den  Ausdruck  xmyn  setzen.  Denn  da  jede  beliebige  Fuuklioii 

(!)  D.  HILBERT,  Math.  Arinalen,  t.  LIX,  ii)o-.>. 

(-)  B.  LEVI,  Jtendiconti  del  Circ.  mat.  dl  Palermo,  t.  XXH,  i<)o(J. 

(3)  Diese  Punkte  konnen  iiberall  dicht  liegcn,  aber  nur  so,  dass  sic  bei  cincr 
Integration  der  Funktion  iiber  jedes  beliebige  Bereich  oline  Kiniluss  blcibcn.  Hei 
den  Fourierreihen  und  anclern  fur  die  ^t.  in  Betracht  kommenden  interpolalo- 
rischen  Funktionen  sind  die  Koeffizienten  aber  durch  Integrate  gegcben,  auf 
welche  die  singularen  Stellen  somit  ohne  KinHuss  bleiben;  die  Keihcn  aehmen 
daher  in  solchen  Stellen  den  aus  der  Stetigkeil  folgenden  \\'ert  an,  d.  h.  Funk- 
tionen mitsolchen  Singularitalen  sind  als  Greimvcrie  ausgesdilosscn. 


\\u,     -   turniur  i»ri 

\  HI  »m«*   "»h't"»    In'ttrlML:    am;*'iialicrt    tlatMclllta!'   »sl% 
itiilri  r  fur  *!«'»  yurtfru   I  hll'iMvnt  lalquolH'iitrn  ri 


HO  nut  i  ,,  1*  :«  !««'  •  \"ikttj  \««n  .,;  ',:ill  ;  Iu*'i'  (I;I|M*U  \\  ir  a  KM  «*J1U'H  ait 
-riialti'i'tctt  I '« ih  iiMiiii.iiau -ilrtn-k  \*»n  /'*,/••,  «l«*r  /u  rntial  ilill'rivuti 
!i'fi,,tr  i^I,  <  *h  i't  *  i  au»  Is  tlfi'itu.tl  t1*!,  Iiaitut  \ittt  ilrr  \altir  \ony  , 

ilttT  .HH'li  \*tlll  "«*v\  .illllfU  t  Ii,|**t'|»**l»il  $«»U"*mntf  U**  al»,  1  )j«'^  l.fs«»I  M»' 
>iln»r  \\rih*!  i""«  aul  J  »uilvfi«»uru  iu**l»r«'M*r  \  .tn.thrlu  ,iit^fl*"i$n<*it , 

Ol»  unit  Ht»-  M||  !  »MI  iff  ttMlu-u  iliHrn-iiliirrliar  --w«L  li.Hiut  \«i 
,Ht,»|n',!r!i  I  iiiHi,ift»ii'it  alt,  \\  »•'  -ur  inil«'U  !"*»  *l«*n  I'.nt\\  trlvfluuiir 
is-M  it  ili'ii  ii  ..  i  ,  «•;  >  '  /**  iir%|»rt'i  hrii  sriii  \\rnlfH. 

I*»t    tin*  \  at -i.il  i»<n  *«»v   -'>»'Iii-4   ;;»-u  IS-M-II    ilnttt^tiu^t'tt   uuh'fu  orh' 
%\  a  •«  li»'t  riiti,;  i*:- i.iHtilrit  1'lalh'ii  *l«'i    I", ill  i^t.   \\  o  ant   li.iinli' 


-I'lii   Mills*  i,   •,.*  iiMi-^fit  ..illi!  -I,  ilu"Hi'  ilr*lii$;.;iMi;i*4!i 

I', ill     hatir     H!I    Hi    ilu     fiuu.ili^H    /itirrlfti     \rl»fif    r-iii^rfirtltl    IM*  • 

-|»I'Mfli*'H, 

I  ).!•»»•    illt8   \  ill  li»v;«'U*l«'   \Irl  ti*t*if*   .ill*  li    all!    \  t*'|i'  ,iti»I«'l'r    l*n»l»l«*IU«', 
!U*|ir*»»U«irrr    a  III    <  tl»- 1  *  l*u*-«  ti  lit  •*  jM'i  ihlt'lIM',     «!»«"     {a    *l**f*    ai»n    fi||i*r 

\liiiiiiit$iH^tMiil*-uiii|,;  .titti-ift*ar  Ml**!,  ait^t-u  i*iiilrl  urnli*$t  k.dtti, 
iitatic-itf  k.itiin  *-r«,ilttil  /it  uritlrii,  lj',s  t*»!  titilt  /n  /rt^m,  tla^n  %tr 
itn  h  Hiiklt*  it ,  fin  -rr-i-nrit-i  \\'alil  iln'-i, 
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Entwickelungen  nsich  den  Eigenschwingungen  von  Staben 
mit  freien  Enden. 

Die  Amplitude  u(x)  ernes  an  beiden  Enden  freien  Stabes  geniigt 
bekanntlicli  ( i  )  der  Gleichung 

(ao) 

und  an  beiden  Enden  den  Bedingungen 
d*u  __  d?>  u  __ 

\\-oraus  sich  u  als  eine  Summe  trigonometrischer  und  bjperboli- 
scher  Funktionen  ergibt,  \vahrend  k  WurzeL  ciner  bckannleii 
transzendenten  Gleichung  ist.  Jeder  Wurzel  km  dersclben  ent- 
spricht  ein  Eigenton  iim(x),  und  es  gilt  die  OrthogonaliUits- 
bedingung 

( '!.'>.)  /  um  u/i  dec  =  o         fiir         m  ~/'-  //, 

das  Integral  liber  die  Lange  des  Stabes  erstreckt.  Um  (lit;  Sym- 
metric verhiiltnisse  gehorig  hervortreten  zu  lassen,  vviiblc  man  als 
Anfangspunkt  z  =  o,  die  Mitte  des  Stabes;  ferner  besiimme  man 
den  willkiirlichen,  konstanten  Faktor,  mit  dem  jede  L(")sung  nodi 
multipliziert  werden  kann,  durch  die  Bedingnng 


/  M  Jt  dx  =  i , 


und  seize  endlich  der  Einfachheit  halber  als  Liingeneinheil  ditu 
halbe  Stablange  an,  so  dass  x  =  ±:  i  die  Koordinalcn  der  End- 
punkte  sind.  Dann  ergeben  sich  fiir  die  «/w,  \vie  man  leicht  findel, 
die  Ausdriicke : 


(l)  Zur  Theorie  der  Schwingungcn  freier  Stabc  vgl.  man  z.  B.  Loi-d  HAYI.KKHI. 
Sound,  §  160  (T. 


\ui.         itn;tmu:  ni. 
/VY/r  ,•;•»•/•*/'/<•  H*  ' 

ih/    .  rt.s/  .... 


ln'i  taui4      •*,'.    • 

/'Y/r  t/  /its  *'  ft  t*  /*•  nt  : 


\\  oln'i  taii^;  /.  -.        IIUHI/.,-;       «». 

HtMtlf  *  *l*'irlmii;.;«"sj  la<*st*u  ilir  \\  w/«4l  A        <>  aN  «»rsti»  /,ti  ;   in 
Tat  rrftiH'"!!  -iitrli  «ln    l'*isiikti*>iM"ii 


I  r  ,  i  /,  j  Hi 

allc    Hrthn    uu    ru  i   »n?  In-.  ••«'»<.    tuui  ^ittil  als  I«aj;t»usrlt\\  int^tiu 

n'iit  Itci   \\rlrhrn  rlrr  S 
rr  Kinfuhntn     \\inl  «* 


untrn   /rt"«  u, 

Bri     dt*    i  i    1  fti 

^•rnili*  //i ,  rm*-  tm;;rt.til**  lut*  uiwr.nlr  ///. 

st'hritirii  >i<  h  «»'iiii;  \»m  /«  :''  '*  «';  .{  ;  rs  1st  /* .,  -^.IIKHJ;  A  \ 
vtm  i  v*  ^  r.  mil'  tit  lift"  <»s'"  Slrlh*  v«'rM'lnt*iirn,  /*w  nnt4li  \\rui 
v  o  n  <  - 1  *  • '-'  ^ 

I  H<*  \\  iii/«'lu  /»],/*.»/..,,,,   M»U  t4iiu/»w.       tnnf/«»   ••'  «»  Hinil 


I'uitl' 


Fur  m  >>  2  ist  auf  vier  Stellen  genau 

m 

(-0T 


(28)  MM  (#)  =  COS  ( )  T.X  -+- 

fiir  gerade  m,  und 

(29)  um(x)  =  sii 


fiir  ungerade  in. 

Die  hyperbolischen  Teile  sind  fiir  kleiiie  x  um  so  klcincr,  als 
m  grosser  ist  ;  fiir  qualitative  Betraclitungen  kommen  sie  nur  in 
der  Ntihe  der  Endpunkte  in  Betracht,  uncles  reduziercn  sidi  die 
iim  auf 

/  l\    T.X  7  .        /  I  \    7C.r 

cos  (  m  --     —     und      sin  (  m  —  -  1  —  * 
V  V     *  \  V     a 

Infolge  von  (22)  und  (28)  lassen  sich,  \vie  bekanut,  di«  Kot;f- 
iizienten  einer  En  Uvi  eke  lung 

i  3o)  f(x)  =  A0  MO  -f- 


durchMultiplikation  mit  umund  Integration,  wie  Lei  den  Fourier- 
reihen,  bestimmen;  es  ist 


Schreibl  man  dies 

\      —      r 

m~^ 

and  integriert  parti  ell,  so  \vird,  da 

^  - 

versclivvinden, 


und  weiter 


\    ;     mil  ,    -u.»  i  i»   i*  H  /  ih!  Mi-ilit  ;  uiii'i,  il.i/.  ^ 

,    «ss    '//   *    \         i»   ">'    J  M'»  •     4  ?'!''!        Ihrlirlh*1:.     >»»   '•    k 

i    tihit    mi-!      l»  n  -mi  *    •!        n»  I     $    ihrrr   rr>lrn,    ^ln* 


\im    M3i4     .,|..-i    .ii»-    J.-iinrln 
UI.;»  Ji    »  l.rlr-M..-  ill     .iiu\  •  •  !l4  1  Ml  , 

,il  »h»-  It-  iii«-  ;;«\''  it  /     /     »»tiii 


ri"    tlt 


ltKli   Olc-ii    I     ,   r  M'Jlrjrii,    >ln'  >I*'II    I  »riiit*;: 


I 


>/<-t 

\  , 

111! 


«i!*t*i    111*  1st     hi  h  H  hit  Irii     r'uuktinnrii 
itihri       -t'liMiMl,     I    t       ,i  hull      l»rwf'!'U 


M     /   ',    f|    ,  ?     *,  i  /  V  \   ttt 


\.M. 


iiri     an  ill    I»-iiiril     « 
ii-vu    *!»•»»»   <iin»*It.*n 


/'    *'  ''•/'    «•  /'  i 

,      v  •  .     t     » 


«ii.i*li,iti 


'  «jii 


§,.   .j   ,  .......j.-^    !.:,,  ,,1     *  -a     i.    -»    Mi  ,  .  ii  :-l».     *»'•*«.'»,/,     \*«.    «• 


entspricht,  erkennt  man  wie  praklisch  wichtig  diese  Einfiihrung 
ist. 

Dass  damil  aber  die  >//  wirklicli  zu  einem  vollstandigen  Orlho- 
goiialsystem  erganzt  sind,  Itisst  sich  nach  einer  Methode  von  Liou- 
ville  zeigen,  und  ist  in  letzter  Instanz  darauf  zuruckzufiihren,  dass 
nun  jeder  Ausdriick  (1 ) 

(33)  A0Ko-t- AtMi-h.-.-t- A/wMm 

hochsteiis  m  Wurzeln  besitzt,  iiber  die  man  ollenbar  willkiirlicli 
verftigen  kann,  durcli  geeigiiete  Wahl  des  A/;  dies  war  vor  der 
Adjunktion  von  «0,  u{  (mit  keiner  bz\v.  einer  Wurzel)  nicht  der 
Fall ;  bei  den  Entwickelungen  nacli  .den  Eigenfunktionen  einge- 
spannter  Stabe  ist  keine  Adjunktion  notwendig  (and  moglich),  weil 
der  Grunclton  im  Innern  keine  Wurzel,  der  erste  Oberton  nur 
eine  usw.  hat. 

In  einem  analogen  Fall  Lemerkt  nun  Liouville,  dass,  wenn  man 
f\x]  durck  (33)  darstellen  will  und  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  entsprechend  die  A/  so  wahlt,  dass  das  Integral  des  Fehler- 
qu  ad  rates 

r4"1 

(34)  /        [f(x  )  -  Ao  w0-  A!  Ml  — .  .  .p  dx 


r  [/(«)- 
•'—i 


ein  Minimum  wird,  man  fiir  die  A/  eben  die  Formel  (3i)  erhalt. 
Ist  (a^u^-\-a\  u\+.  .  .  +  ctmum) s  das  totale  Differential  von  (33) 
nacli  den  A/(s  =  unendlich  klein,  die  at  willkiirliehe  Zahlen),  so 
ergibt  die  Ford er ting  des  Minimums  : 


•r 


(.r )  —  A0  UQ  — 
X  [  aQ  UQ  -+-  cti  HI  -t- . , .  -+-  am  um\  dx  -. 


fiir  beliebige  «/.  Darans  folgt,  dass  tf(x)  durch  A0w0+  -  - .  min- 
destens  m  -f~  i  inal  gesclinitten  wird,  sonst  konnte  man.  iiber  die 
Wurzeln  von  a0z«o  •+•••-  s°  verfiigen,  dass  sie  mit  den  Wurzeln 
des  ersleren  Ausdruckes  zusammenfallen,  und  das  Integral  wiire 
positiv  und  nicht  =  o.  (Mehrfache  Wurzeln  sind  als  Grenzfalle 
zu  betrachten.)  Lasst  man  nun  m  unbeschriiiikt  wachsen,  so 

C1)  Der   Beweis   dieses   Satzes   von   Sturm  liisst  sich  genau  wie  bei  RIKMANN- 
WEBER,  Part.-Differentialgl.,  t.  II,  p.  69  fiihren. 


srhundrl  \,,//0  •...  -  \  .,.•//„..  dtr  Kuaktum  fij'\  in  ria<*r  unbr 
srhrankt  \\,u'hs«*iulru  /aid  um  Ptuiktoit  ;  die  au^rnahrrlr  Puuktion 
m';:/7//V/-f*  tun  dir  r\aktr  bin  mid  hrr.  Srhlirsslirh  \rr\\andrlt 
Mrh  \rtf/M  ••  ...  in  rim*  ^Irirhaiassiji  kon\ *T:;rntr  Iukihr,  und 
/Vr'i  VM//,i  \  ^  tf  t  -  .  .  ,  i^l  run*  *il«'li(n<*  l^unktion  mil  uiitMidlurh 
\irlt'U  Nttllpuuktt4u.  Stnd  dit^idhra  i^lrirhmas^i^  \rrh*ilt,  sn  isl 

«  '  '  /  '  ,>n  •• 

ktruioa  lirri*irlnMt  um  dir*»i*llM*u  -       .  uad  hat  ausM'rhalh  nur  rim* 

ritdtirhr    \n/ahl  /*   \«»u    NuHstfllra.    Hit's   i^t   ahrr  ni<*ht  mu^tirh: 
iti.iii  k*»iiiit*%   suliald  ///      •••  f*    f    tf  ist,  ilir  Kurxr 

****  l«*li«*u»  das**  sir  ahrrall  ^h*H'Iii"»  \  nr/rtrhm  hat  \\  H» 

und  da**  llit**;4r»d  UH'drr  JMIH||J\   Idirln*  i  da  dtr  kl(*iUf*a  lM*r«'H'hi*  aul 

^L      "Ij 

da >  \  i*r/**H"hrii  -< duu '  r,tnllu*»H Id<*il  11*11  K  rS *<//;//  A tt/i \'t v^' //'/'/  ^    \/w  //w 

In  Ljati/  ml \i tt'rr hnidrt"  \\  *MSI'  !»$*>**{  Mrh  t*tu»*  j^t't'iiiiH'h'u  Stfti^- 
kritslu'dia^tut^i'U  m'atijjrad*'  l''uuk!toa  /.urirr  \  analndn  f  \ ' ,i\  j"  \ 
itinri'liaH*  dr%  \it-irrUs  ,r  '  i,  y  '"  i  in  rm**  ahsolut  nail 

rlilu  trkrllt  Hilt 

»     l       .  *  » 

v,.(    ]/(    _/(   /,.,. 

di»"    /uritu.t)    »;lti*d«  ri5***    U.M'li    ./    «ttid    >'    diftrrt'titttt't't    ut-rdrn   clarl, 

i   id  <•»  ..  -^ .,,,  ,5  •   r ,    i    '        fi  ,,.j    -4'  «//»)$  i   < 

mid  f"'»  :,:ri$u;;i*n  dit"=.r  \ ti ndt'itrkr  dt'it  ulira  S.  '.»""'»  tnul  -'"^  iur  dii* 
•I,  -*^tflltfn  i''Viidi"Hiii^*'!s«  <  *Ii*ir'!i/<*iti|4  i-rkruiil  man,  tlans  i,  /»*»  I  im 
aU^riuriut'U  nit  tit  »  mliT  .jittal  dill*'r**iiliirrl  \\i*rd<*a  darf,  \\i«* 
M  ii»»n  »«iira  In-run  j^rh«»ln'a  uunli*.  d,  h,  dans  /.t»r  Hrn-t-hntiaj;  <lirsrr 


Differentialquotienten,  bzvv.  zum  direkten  Einselzen  der  Losung 
iii  die  Grundgleicluuig  tmd  Randbedingung,  unsere  Ausdriicke 
sich  iiiclit  eigneii  werden.  Durch  diesen  Verzicht  wird  aber  ge- 
rade  die  Darstellung  der  Losung  selbst  wesentlich  vereinfacht. 
Bevor  \vir  zur  wirklichen  Bereclmung  des  Am//  iibergehen,  isl  es 
niJtig,  uns  von  den  allgemeiueii  Eigenschaften  der  Losung  (v  (x,  j') 
ein  Bild  zu  mac  hen. 


Allgemeine  Eigenschaften  der  Losung. 

Sei  w(x,  y)  irgend  eine  Funktion,  die  den  Glcichungen  (3), 
(5),  (6)  geniigt,  und  A  der  durch.  (10)  gegebene  zugehorige  Eigen- 
\vert.  Die  SyinmeLrie  dieser  Gleichuugeii  und  der  Rander  lasst 
ohne  weileres  die  Richtigkeit  folgeiider  Salzc  erkennen : 

}.slw(x,  y)  eine  Losung-,  so  ist  aueh  tr  ( —  x,  +  y)  eine  zu  deni- 
selbeii  A  gehorige  Losung.  Falls  also  tr  eiiiem  einfachen  Ton  enl- 
sprieht,  sind  diese  zvvei  Ausdriicke  hoclislens  durch  das  Vorzeiclien 
vorschiedeii  (welches  durch  die  Bedinguiig  (8)  nicht  feslgelegi 
ist),  d.  h. : 

Einfache  Tone  entspreclien  Funktionen,  die  in  bezug  auf 
jcde  der  beiden  durc/i  den  Mittelpunkt  des  Quadrates  gehenden 
zu  den  Seiten  parallelen  Achsen  entweder  gerade  oder  un- 
»erade  sind. 

Mehrfache  Tone  konnen  stets  aus  ebensolchen  Funktionen 
linear  zusamrnengesetzt  werden. 

Filhrt  man  ebenso  die  Substitution  x  =yl ;  y  =  .//  ;  w(x,y) 
=  wl(xr,yf)  aus,  so  isL  in  bezug  auf  die  neuen  Variabeln  die 
Form  der  Gleichungeii  ungeandert  geblieben;  ^(x'^y1)  muss 
ebenfalls  eine  Losiina1  sein,  die  zu  demselben  },  v\ie  (V  (x*  y}  i»'C- 

O  J  \        i  •/    /     O 

luirt,  und  sich  bei  einfachen  Tcinen  von.  w(x:y}  nur  uni  das  Vor- 
zcichen  unterscheiden  kann. 

E in f ache  Tone  entspreclien  also  eniweder  in  x  undy  syni- 
nietriscJien  oder  in  x  und  y  antisynunelrisclien  Ldsungeu: 
d.  h.  im  erstereii  Fall  andert  sich  w  nicht  bei  Vertauscliung  von 
x  und  y ;  im  zweiten  andert  es  sein  Vorzeicheii. 


Mekrfache  Tone  entsprecJien  Samnien  sole  her  Losungen. 

Dies  bediiigt,  dass  vvir  bei  den  Entwickeluiigen  nach  den 
um(x)u,L(y)  uns  darauf  beschrankeii  konneii,  die  dieseu  verschie- 
denen  Symmetriebedingungeii  geniigenden  Losungeii  einzeln  zu 
heriicksichtigen.  Ist  tv  gerade  in  x  uud  iny,  so  werden  nur  gerade 
um(x)i  Un(y)i  d.  h.  gerade  w,  n  anflreten.  1st  es  ausserdem 
sy  mine  tri  sch,  so  wircl  Am/i  —  A.nm  ;  im  andern  Falle  Amw  =  —  A/2m. 
*S"o  werden  wir  zit  den  an  fangs  besproche?ien  Entwickelungen 
nach  den  -Aggregaten  um(x)  un(y)  ±  u/i(x)  um(y)  gefiilirt. 

Uber  den  Verlauf  der  Knotenlinien  lasst  sich.  folgendes  fest- 
stellen  : 

\.  wenn  sich  zwei  odermehr  Knotenlinien  iin  Iiinern  schneiden, 
so  bilden  sie  nicht  notwendig  gleichc  Winkel  untereinander,  wie 
man  nach  Analog!  e  der  Schwingungen  von  Membranen  erwarteii 
kunnte  ; 

2.  ebensowenig  steht  eiiie  den  Rand  schneidendc  Knotenlinie 
immer  senkrecht  auf  ihm. 

Zum  Bevveis  eiitwickle  man  in  der  Nahe  des  betrefFenden  Schnitt- 
punkles  w  nacli  l^tenzen  von  x  and  y.  Fiir  den  Fall  zweier  in 
x  =  o,  Y  =  o  sicli  sclineidendei1  Knotenlinien  isl  ausser  tr  =  o 
auch  dwjdx  =  o,  dwfdy  •=.  o  fiir  x  =  o,  y  =  o  zu  set/en  ;  also 
iv  =  ax"1-}-  2  bxy  •+-  cy-  ~\-  a'  x*  -+-...  Bei.  Membranen  ist  nun  die 
Gleichung  A(v-f-A'2^  =  o  identiscli  zu  erfiilleii,  woraus  fiir  die 
Glieder  niedrigster  Ordnung  folgt  a  +  6  =  0;  dies  ist  aber  die 
Bedingung,  damit  die  zwei  durcli  ax-  +  2  6^y  +  cy*  —  o  definier- 
ten  Geraden  sich  rechtwinklig  schneiden.  Bei  Flatten  dagegeu 
bringl  die  Gleichung  AA^v  =  /c-  (V  die  Glieder  ;/iter  Ordnung  mil  den 
Gliedern  ;?i  —  41<U  Ordnung  in  Zusammenhang;  insbesondere  blei- 
ben  die  Glieder  zweiter  und  dritter  Ordnung  ganz  vvillkiirlich;  die 
Knotenlinien  konnen  sich  unter  beliebigen  Wiiikeln  sclineiden. 
Wenn  die  Winkel,  wenigstens  beiRechteckcn,  dennoch  meist  90° 
betragen,  so  liegt  dies  in  manchen  Fallen  an  Syinmetriegriinden, 
ofter  aber  auch  daran,  dass,  wie  schon  hervorgehoben,  im  Innern 
eines  ()uadrates  fiir  <v  die  angenjiherten  Ausdriicke 


A'fll&  cos  kny  ± 
cos  km  x  sin  kn  £  ±  cos  k,i&  sin  kln.y,     usw. 

gelten,   welche    der  Gleichung  A<v  +  (^'^4-  ^;2,)  w  =  o  geniigen, 


and  somitdie  Eigenschaften  von  Membranenschwingungen  liaben. 

Am  Rande  ergebendie  Bedingungen  fiir  die  Glieder  erster  Ord- 
iiung  in  tv  gar  nichts,  fiir  die  Glieder  ax-  -f-  zbxy  -f-  cv-  die  Glei- 
chung  a-f-uc  — o,  aus  der  iiber  den  Winkel  der  Knotenlinie 
gegen  den  Rand  nichts  geschlossen  werden  kann. 

Interessanter  sind  die  Ergebnisse  an  einer  Ecke.  Hier  muss 
(d-wjdxdy]  =  o  sein.  Ferrer  ist 

'  dx-     '    '    uy~  ^       nebst  den  Ableitungen 

dieses  Ausdruckes  nach  y, 


/oo 

{  38  ) 


()y-        '    dx-  \       nebst  den  Ableitungen 

f)   rf)*w  <)-«O  [  dieses  Ausdruckes  nach  x, 

(  ;jO)       — -h  (  2  —  JJl)  y-p       =  O    \ 

eiidlich 

d*  w  f)1*  w  t?*  w 

/  _5  j  \  ,_.;-  2 -  1-   — — —    z=  >    (V-' 

eineGleichimg,  die  beliebig  oft  nach  x  und  y  differentiiert  werden 
darf.  Wir  legen  die  Koordinatenachseii  in  die  zwei  sich  in  der 
Ecke  schneidenden  Seiten  und  suchen  die  Koeffizienten  der  Tay- 
lorschen  Entwickelung 

wo  um  ein  homogenes  Polynom  /?it<M1  Grades  in  x  und  y  ist,  zu  be- 
stimmen.  Aus  (3^)  und  (3g)  und  d*w/dxdy=o  folgt  zuniichst, 
dass  it,*  identisch  verschwindet,  wenn  a  ^  i  ist,  was  wir  annehmen. 
Ebenso  ergeben  (38)  und  (4o),  nebst  den  Differentialquotienten 
von  (3")  nach  y,  (3g)  nach  x,  dass  u3  =  o  ist.  Danach  weicht  w 
von  dein  linearen  Ausdruck  UQ-\-  u\  =•  a  -+-  bx  -f-  cy  nur  in  den 
Gliedern  vierter  Ordnung  ab,  was  zuerst  von  Lamb  (ioc.  cit.}  be- 
nierkt  word  en  ist.  A  n  den  Ecken  wird  die  Platte  nicht  merk  licit 
de for  inter  t. 

Fiir  die  fiinf  Roeffizienten  der  Glieder  vierter  Ordnung  ergeben 


XVII.    —   THEORIE    DER   TRANSVERSALSCHWINGUNGEN. 

sich  dorcli  Differentiation  von  (3^'j  bis  t  _{o  i  fur 


vier  Gleichungen,  ans  (4  1  )  eine  fiinfte  ;  die  Koeffizienten  derselben 
sind  also  samtlich  bestimmt  ond  proportional  a  : 


Ebenso  sind  die  Glieder  fiinfter  Ordnung  linear  in  &,  c  :  diejenigen 
sechster  und  siebenter  Ordnung  verschvvinden  usw.  Fiir  die  Glie- 
der mter  Ordnung  ergeben  sich  durcli  m  —  a  fache  Differentiation 
von  (87)  nach  y,  (3g)  nach  x  ;  durch  m  —  3  fache  von  (38)  nach 
y,  (4°)  nach  x  vier  Gleichungen  ;  die  Bildung  der  m  —  3  Difle- 
rentialquotienten  von  (4  1  ')  vervollstandigt  die  Zalil  der  m  -r-  1  Glei- 
chungen, durch  \velche  alle  Koeffizienten  von  um  durch  solche  von 
w^-4?  also  schliesslich  durch  a:  b,  c  und  /.  ausgedriickt  \verden 
konnen. 

Die  Entwickelung  von  w  in  einer  Ecke  hangt  also  ntir  ab  von 
den  vier  Konstanten  a,  b:  c<  A.  Da  vvir  aber  uber  den  weiteren 
Verlauf  des  Randes  in  einiger  Entfernung  und  liber  die  daseibst  zu 
erfullenden  Bedingungen  hierbei  nichts  vorausgesetzl  Iiaben,  so 
miisste  die  Entwickelung  von  w  eine  unendliche  Anzahl  fvonstanlen 
enthalten;  der  von  diesen  Konstanten  abhangige  Tell  von  iv  isl 
an  der  Stelle  jc  =  o,  y  =  o  nicht  nach  Potenzreihen  entwickel- 
bar,  die  Losung  1st  in  den  Ecken  nicht  analytisch.  Nur  sehr 
ausnahmsweise,  z.  B.  in  dem  oben  zitierten,  von  Lord  Rayleigh 
bemerkten  Speziaifall  \L  =  o  sind  einige  der  Losungen  analytisch. 
weil  es  dann  gelingU  mil  den  drei  zur  Verfiigung  stehenden  Kon- 
stanten den  Bedingungen  an  den  andern  Randern  zu  geniigen. 

Es  ist  wahrscheinlich,  dass  um  die  Ecken  hertim  die  Lusting 
mehrdeutig  ist,  so  dass  die  analytische  Fortsetzung  von  iv(x,  y* 
iiber  den  einen  Rand  hinaus,  um  die  Ecke  herum  bis  zum  andern 
Rand  und  ins  Innere,  hier  nicht  die  Ausgangswerte  von  \v  ergibt. 

Fiir  den  Fall  eingespannter  Flatten  ist  ein  entwickelbarer  Be- 
standteil  iiberhaupt  nicht  \orhanden,  \\ie  man  leicht  iindel, 


Bereclmung  der  Koeffizienten. 

Es  seien   die   fvoordinatenachsen   durch   den   Mittelpunkt 
Quadrates  parallel  zu  den  Seilen  gelegt  and  als  Ldngenein. 
die  haibe  Ouadraiseite  gewahlt,  so  dass  fiir  um(x),  u/i(y) 
Ausdriicke  (24)?  (a5)  gelten. 

Man  hat  nunmehr  einen  Ausdruck  der  Form 


in  das  Integral 


einzutragen  und  die  Koeffizientenvon  A^7i,  A.mnA.pq  zu  berechi 
Dies  fiihrt  zur  Berechnung  der  Grossen : 


(  44  ) 


(4'JJ 


*fe-*i 


~+i  ~~+\ 

I        um unn  dx  =  Q         (m^n)\  I         u",*  dy  =  k}n . 

Man  erhalt  diese  Formeln  durch  Beriicksichtigung  der  DifFeren 
gleichung  fiir  um  und  un  und  partielle  Integration.  Fiir  m 
sind  sie  ungultig;  hier  ergibt  sich 


(46) 


m 

h  2/t/n  - 


'^m  -r-  COS'2  km  C^'2  km  •+-  COS2  km 

fiir  m  gerade,         (to0o  =  0)1 

'i  h5*  /-          '     °  /-       rrtt  /• 

—  -f-aA-m         /;z   ]  "  i/n       x/w 


T^ "• — T~7 

t)2/:,,z—  sm2/:m 
fiir  7>^  ungerade,         (o)11  =  o), 


n  lid 

k;n ( cij- km  -—  eos- k  ,„  *  cos-  /;,,, : n-  /*• ....  tang  /; .,, 

.      3-mm  :=='  V.;  /  ~, r-  <>/«."..•;  :-— : — 

I  1 9  -  A.  ,w  -r-  c  os  -  A-OT  CD  -  /;  •  :  —  «.•»«--  /;  ,; 

?  fiir  m  gerade,         >'  a .,,;  =  u  ^ 

*  j  ~*  »      * 

fur  m  ungerade,         i'a:l=  3   . 
uigl  man  sich  mlt  vier  genauen  Ziffern,  so  1st 


y-X  C  t)  -  I:  m  -r-  C  O  S  -  k  m  \ '  2  V'''  5  ^  '  /4"  m  ~  *  'l  °  '  k  m  \  ' 

fiir  in  >•  '>. 
cos  /*._>  —  i  i  —  o .  «">  i  ™'j  i 


y/  Ci)*2  /t'2  -r~  CO?-  /,'2 

u  nd  es  folgt  fiir  m  >>  a,  ^  >>  2  : 


;  /-.*   /  7,  /.      , 

4  A  /«  f  A  '»         A  n  ' 


wo  7  =  0,  wenn//i  und  n  verschiedener  Paritat  sind  :  =  ( —  i)    -    , 

wena  m  und  n  gerade;  und  =  —  ( — i'i    -    ,  \venn  m  und  n  un- 
gerade  sind.   Es  1st  A'm=  (  m  —  ~}r:-2  zu  setzen 

'.  -1 9  ^  tomm  =  —  kjn  —  km, 

i  4  '  kftl  A/I  -—  A';*  k m  J 

(  ")0>  r       '""  k'm  — k'n 

Mil  einer  Genauigkeit  von  mindestens  2  Proz.  sind  diese  For- 
rneln  aucli  fur  m  und  ;i  gleich  2  anwendbar,  und  es  1st 

H  \   fiir  /i  gerade, 
Wora=Oj         w,i0=2X-/J( — i)"  j          =  o  fiir  n  ungerade, 

( 5o  a )       '      °n         rt°         7  yf— i 

a)lw=o,         to/M  =  2  ^'$(kn  — 1)(— ij  ~     '   fiir  72  ungerade, 

ra~!       i==  o  fiir  7i  gerade,* 

».  ">  **  M  n.       /U  /  T  \     -  \ 

,     2C 1 1    =  D ,  OC  i  /z  =  CC  n  i  =  ^  y  j  1  —  I  I 

Der  Koeffizient  von  A^M  ini  Integral  V  wird  nun 
(  5  i)       X-^H-Xi-h2awmma)^«-f-  2(1  —  fi)a/wma«rt—  A,-=  ««"    —  A5. 


y  ^^ 

Der  Koeffizient  \on  2  A 


-2(1  — 

und  es  sind  die  Gleichungen  zu  losen 

f  o  =  (fl!0°0oi-  X5)  Aoo-4-  aft0-1  Aoi-4-  ai°0°>  ^ 
(53) 


Zur  Vereinfachung  wird  man  die  aus  der  Symmetric  der  Losung- 
sich  ergebenden  Beziehungen  zvvischen  den  A.mn  sogleich  einfiihren  : 
bei  einer  in  x  und  y  geraden  symmetrischen  Losung  kommen  nur 
gerade  Indizes  in  Betracht  und  es  ist  A.m/i  =  A,2W  ;  die  Zahl  der  Un- 
bekannlen  reduzierl  sich  so  bei  gegebenem  s  betrachtlich.  Ahn- 
liches  gilt  fiir  die  andern  Falle  von  Symmetrie.  Nichtsdestoweniger 
ware  eine  Rechnung  auf  drei  bis  vier  Stellen  fiir  eine  grossere  An- 
zahl  von  Eigenschwingungen  undurchfuhrbar  ,  wenn  das  Glei- 
chungssystem  nach  dieser  Reduktion  nicht  die  Eigenschaft  haLte, 
dass  die  ft(^}  ^er  Diagonalglieder  erheblich  grosser  sind  und  mit 
m  und  n  rascher  wachsen  als  die  iibrigen  a^Jf.  Infolgedessen  lasst 
sich  das  System  (53)  mit  einem  geringen  Aufwand  an  Rechnung 
durch  sukzessive  Approximationen  leicht  losen.  Wir  wollen  dies 
fiir  den  Fall  in  x  und  y  ungerader,  aber  symmetrischer  Schwin- 
gungen  zeigen,  zu  welchen  der  Grandton  der  Platte  gehort.  Wir 
vvahlen  fiir  p.  den  Wert  u  =  0,220  (vgl.  unten),  und  entwickeln 
bis  zu  den  Gliedern  in  «5,  setzen  also  5=5.  Es  sei  abkiirzend 
u™(y}  =  vm  gesetzl  und 


Das  System  (53)  wird  hier 


(54) 


o  =  (i3,95  —  X)  AO—  3^,o8  A!  -4-  i8,6oA2H-  82,08  A3—  37,20  A4-h  i8,6oAa, 
o  =  —  16,04  A0H-  (4i  i  ,8  —  ^)A-i  —  i2o,oA2  —  i33,6A3-h  166,8  Ai-h  i^oAg, 
o=-hi8,6oA0—  240,0  A!  -4-  (i  686  —  X)A2--  218,0  A3  —  n34  A4-h  33oA5l 
o  =H-  16,04  A0  —  i33,6  A!  -h-  io9,oA2~f-  (2945  —  X)A3—  4^4  A4-j-  ];9A5, 
o=—  jS^Ao-f-iGG^Ai—  067  A2—  424A3H-(63o3  —  X)A4—  i437A8, 
1—  33oA2-f-  358  A3—  2874  A4-t-  (18674  —  X)A5. 


Wiirde  sich  das  System  wirklich  auf  seine  Diagonalglieder  be- 


schriinken,  so  ware  die  kleinste  Wurzel  A  =  i3,q5,  die  nuchstr 
i  i  i  ,  8  usw.  :  fiir  die  erste  bleibt  A0  willkiirlich,  die  aiidern  A«  sind 
Null  ;  fiir  die  zvveite  gilt  dies  fiir  A,  usw.  Da  es  auf  dea  konstanten 
Faktor  nicht  ankorarnt,  selzen  wir,  um  den  Grundton  zu  erhalten. 
A0=:  i5  und  in  erster  Annaherung  A0==i3,g5.  Dann  ergeben  die 
fiinf  letzten  Gleichungen  die  iibrigen  A/.  IVesentUch  1st  nun, 
class  diese  A/  gegen  i  klein  sind,  so  dass  sie  nur  mil  geringerer 
Genauigkeit  berechnet  zu  werden  brauchen.  Beschrankt  man  sicii 
auf  vier  Stellen  beim  Schlussresultai,  so  sind  samtliche  Opera- 
tionen.)  auch  schon  die  Berechnung  der  &mn  und  zmn  und  Hirer 
in  den  a\pnqn'  auftretender  Produkte,  mit  dem  Rechenschieber 
ausfiihrbar  ,  wodurch  bei  dem  Charakter  dieser  Operationen  die 
Rechnong  sich  sehr  einfach  und  sicher  gestaltet.  Direki  mit  vier 
Stellen  zu  berechnen  sind  bloss  die  In  den  coOTrt7  am/2  und  den  a(™£1 
anftretenden  Potenzen  der  A*/. 

Wir  berechnen  fiir  die  A/  eine  erste  Approximation,  indem  wir 
alle  Glieder  rechts  vernachlassigen  neben  den  Diagonalgliedero, 
es  \vird  also 

__       -^16,04  _      —18,^0 


4,^8-13,95  "~  i686-i3,95' 


.    _ 
3  ----- 


Diese  A/  sind  ersichtlich  samdich  klein.  Aus  derersten  Gleichung 
folgt  eine  kleine  Korrektion  fur  A  : 

oX  =  —  32,08.4!-}-  i8,6oA.2-f-  32,  08  A,—  3;,'2oAi-f-  i8,6oAs. 

Diese  Werte  der  A/  und  A  -f-  oA  setzen  wir  In  (54)  ein  ;  das  Ergeb- 
nis  wird  in  den  einzelnen  Gleichungen  nicht  Null  sein,  aber  doch 
eine  kleine  Zahl.  Die  Korrektionen  der  A/,  die  dadurch  notig 
werden,  berechne  man  wieder  unter  alleiniger  Beriicksichllguog 
der  Diagonalglieder;  eine  oder  zwei  sukzessive  Korrektionen  ge- 
niigen  meist,  um  die  vierte  Stelle  bis  auf  wenige  Einheiten  fest- 
zustellen. 

Hat  man  eine  erste  Approximation  schon  berechnet,  unter  Be- 
riicksichtigung  einer  kleineren  Anzahl  Glieder  der  Entwickelung, 
so  wird  man  sie  bei  der  Berechnung  der  erweiterten  Formel  vorteil- 
haft  benutzen  konnen.  Im  vorliegenden  Falle  1st  es  z.  B.  zweck- 
inassig,  zuerst  das  System 

(  (i3,95  —  -X)A0—  32,o8Ai=o 

n,8  —  X)A1==o 


zu  losen,  welches  dem  Ansatz 


entspricht ;  diese  Werte  tragt  man  in  das  volistandigere  System 
(54)i  UQd  berechnet  nun  die  Korrektionen  3A0,  3A|  undA2...A5 
in  der  angegebenen  Weise  ('). 

Die  Korrektion,  die  A  erfahrt,  ist  stets  negativ,  weil  A  das  Mini- 
mum des  oben  besprochenen  Integrals  ist,  welches  bei  der  Anwen- 
dung  von  mehr  Konstanten  notwendig  abnehmen  muss. 

Nimmt  man  A^  =  i ,  A  =  4i  i :  8  und  berechnet  ebenso  die  Kor- 
rektionen, so  erhalt  man  den  nachsten  Oberton,  der  dieselbe  Sym- 
metric besitzt.  Wieder  ist  die  Korrektion  von  \  negativ  ;  dies  tritt 
jedoch  erst  ein  fiir  das  System  (54),  nicht  schon  fiir  die  erste  Ap- 
proximation (55).  Der  Grund  liegt  darin,  dass  das  neue  A  einem 
Minimumwert  des  Integrals  nur  entspricht,  wenn  die  Bedingung 

Qwdjcdy  =  o         (WQ=  Grundton) 

hinzugefiigt  wird,  welcher  durch  den  Ansatz  (55)  nur  roh  geniigt 
wird,  wahrend  (54)  sie  innerhalb  der  Genauigkeit  der  Rechnung 
erfiillt.  In  dieser  Bedingung  liegt  auch,  wenn  mehrere  Ober- 
schwingungen  mittels  (54)  berechnet  worden  sind,  eine  einfache 
Kontrolle  der  Rechnung.  Dennist  cv  =  A0  u{  v^  -f- ...  die  eine  der- 
selben,  w*  •=.  A^  «,  9  4-  . . .  irgend  eine  andere,  so  ist 

/   /  ww'  dx  dy  =  A0  A'0  -+-  iA.i  A\  -+-  A2  A;2  -4- 2  AS  A'3  -i-  2A4AJ.  + A5A^ 

und  dieser  Ausdruck  muss  einen  Betrag  haben,  der  zu  vernachlas- 
sigen  ist. 

Der  Umstand,  dass  die  Diagonalglieder  grosser  sind  und  raschcr 
wachsen  als  die  iibrigen,  gilt  auch  fiir  hohere  Approximationen, 
und  folgt  daraus,  dass  die  wmw,  ocmre(;?i^7z);  die  in  die  andern 

(l)  Die  erste  Annalierung  gibt,  \venn  A0=i  ist : 

At  =  o^  o4o3  ;  A2=  —  o,  oo53;  A3= — o,oo36;  A4=  -f-  0,0019;  A5  =  —  0,0022. 
Exakt  ist: 

A1=o,o394;  A2=  —  o^oo4o;  -A3=  —  o,oo3/j;  A4  =  -f-  0,0011 ;  A5=—  0,0019; 
und  X  =  i2,43  stalt  i3,g5. 
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GIIecicT  eingehen,  nach  (.{8)«  i.^ji  und  i  5o  >  \\esenllich  Lin^aiuer 
wachsen  als  die  &mm  und  an//,  £,*  und  /•;  derbiagonalglieder.  Fiir 
hohere  Obertone,  die  komplizierten  Funklionen  entsprvrhen,  i-i 
naUirlicli  die  Entwickelung  weniger  rasch  koiuergent:  imuierhiii 
bleibt  auch  hier  der  Fehler.  der  Lei  Bescliriinkuni;  aut'das  llaiipt- 
gtied  umvn-±:  vmtin  entsteht,  vouderOrduung-^,-,  und  dies  bedin-L 
\vegen  des  raschen  Osziliierens  der  u,  i-  fiir  ^ri'issere  //i»  fsir  di«.- 
KlanufigurennurFehler  \'on  etwa  i  Pi-oz. :  fiir  die),  \on  5~io  iVoz. 

Die  Aggregate  uQci}:  iit>Vi  ^  u\  ^«-  die  linearen  Funktionen  ion 
as  und  r  entsprechen,  ergeben  A  =  o  :  dies  1st  sell.*slverstiindlirh. 
(la  die  Platte  eben  bleibt.  Aus  dem  Aiisdruck  von  ,1  versch\\iin.len 
sie  und  krmnen  daher  bei  alien  Keclinunu'eu  weirgelassen  \\erden. 
JBel  JEntwickelunpen  nacii  den  Eigenfunktionvn  ws  der  Plan? 
aber  miissen  sie  beibeitaltcn  werden*  ebenso  wic  n0  und  //f  fur 
den  Slab. 

I. in  fol^enden  sind  die  hoheren  Approxiiaalionen  fiir  diejenigen 
Tone  angegeben,  die  in  erster  Annaberung  den  Fonaeln 


entsprechen,  mit  m  <[  .{ ,  n  <C  4  ?  es  sind  die  Glieder  bis  zu 
in  -==.  n  —  5  beibehalten,  womit  die  dritte  Stelie  bis  auf  i-i>  Einh. 
sichergestelit  ist.  Dies  bedingl  fiir  die  Klangfi^uren  eine  noeii  jre- 
rlii«-ere  Unsicherheil,  die  ganz  innerhalb  der  Beobachtungsiehler 
liegt. 

JDeni  Aggregat  univn-r-vmun  enlspricht  slets  ein  etwas  gn'ssseres 
A,  also  ein  huherer  Ton,  als  dem  Aggregat  um^n — r/www,  \\enn 
m  und  n  beide  gerade  oder  uiigerade  sind.  In  dem  andern  Falle 
liegl  ein  Doppelton  vor,  und  es  sind  die  Schwingungen  iv  =  umVn« 
«"  =  vmun  auch  einzeln  mr>glich,  ferner  jede  lineare  Verbindung 
der  Form  A  um vn  -f-  B  vm Un • 

Zur  Berechnungder  I{lc?ng'Ji<?uren.  d.  Ii.  derLinien,  in  welch  en 
a,  \-erschvvindeU  wird  man  z\\eckiniissig  die  beobachtelen  \\  erle 
ais  erste  Approximation  benutzen  i1).  Bei  der  Bereclmung  der 

(  *)  Tabclien  fiir  M.,  u,  jjbt  Lord  RAYLEIGII,  Sound*  §  ITS;  fiir  vier  Stellen  sind 
die  zweiteu  Did'erenzen  Lei  der  Interpolation  zu  Lcrucksichligen.  Zur  dirckten 
Berechnung  auch  der  u-^u^  ...  bcnulzt  man  mil  Vorteil  die  Tafelii  der  Funk- 
cos und  sin  (Kreis-  und  Hyperbellunktionen)  von  Dr.  Car!  BUKKAU,  Berlin, 
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Korrektionen,  die  stets  sehr  klein  sind,  geniigt  die  Beriicksichti- 
gung  des  Hauptgliedes  der  Formel.  Von  m  und  n  —  4  an  bis  m 
und  n  =  7  sind  die  Klangfiguren  auf  Grand  der  vereinfachten  For- 
mel umVn±  unvm  berechnet,  da  hier  genaue  Beobachtungen  nichi 
vorliegeri  und  auch  schwer  moglich  sind. 

Die  Tonkolien. 

Aus  einem  bekannten  A  ergibt  sich  nach  (4)  die  Anzahl  Schwin- 
gungen  pro  Sekunde 


- 

Genaue  Beobachtungen  iiber  die  absoluten  Tonhohen  unter  ge- 
nauer  Angabe  der  Elastizitatskonstanten,  des  Verhaltnisses  2/1  der 
Dicke  zur  halben  Seite  der  Platte  und  der  Dichte  p  des  betreffenden 
Materials  sind  mir  nicht  bekannt.  Die  relative  n  Tonhohen  der 
verschiedenenOberlone  gegeii  den  Grundton,  wenn  fiir  diesen  der 
Ton  G  gesetzt  wird,  hat  Chladni  (*  )  angegeben.  Es  ist  die  gleich- 
massig  temperierte  Skala  vorausgesetzt;  ein  -f-  l>edeutet,  dass  der 
wahrgenommene  Ton  etwas  holier  w-ar,  ein  —  dass  er  defer  war. 
Leider  ist  von  Chladni  nicht  angegeben,  ob  er  Metall  oder  Glas 
benutzt  habe,  wodurch  der  Wert  von  IJL  erheblich  unsicher  wird; 
vielleicht  hat  er  Flatten  aus  beiderlei  Material  in  einzelnen  Fallen 
gebraucht,  im  allgeraeinen  jedoch  zeigt  die  Ubereinstimmung  mit 
unserer  fiir  Glas  ausgefiihrten  Rechnung,  dass  er  Glasplatten  be- 
nutzt hat.  Durch  den  tjbergang  zu  Metall  wird  die  Tonhohe  leicht 
um  eine  Sekunde  verandert,  wie  dies  beim  Kreis  schon  dieBerech- 
nungen  von  Kirchhoff  gezeigt  haben. 

Die  Tonhohen,  die  auf  Grund  exakterer  Formeln  (unter  Be- 
riicksichtigunghoherer  Approximationen)  berechnet  sind,  stimmen 
genau  mit  Chladnis  Angaben  iiberein.  Es  sind  dies  die  Haupt- 
schwingungen,  in  der  Tabelle  mit  *  bezeichnet.  Die  iibrigen,  nach 
dem  einfachen  Ansatz  w=umvll±vmiin  berechneten,  sind  teil- 
weise  um  -|  Ton  zu  hoch.  Dies  wird  uns  nicht  wundern,  da  ja  die 
entsprechenden  A,  wie  oben  bemerkt,  stets  zu  gross  sind,  undzwar 

(l)  E.-F.-F.  CHLADNI,  Akustik,  Leipzig,  1802,  p.   i38. 
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sind  sie  bei  den  Hauptschwingungen,  wie  sirrh  jrezr-iijt  hat,  meist 
urn  D-IO  Proz.  zu  gross,  was  einem  viertel  his  einem  halhen  Tone 
entspricht.  So  ist  A  aus  dem  Ansatz  u{  v{  gleich  i3,  -  |  :  "Lei  geriauer 
Bereclmungdagegen  i2,.f3  (vgl.  oben).  Wisnie  man  die  h.'iheren  >. 
auf  den  Grundton  beziehen,  wie  er  in  erster  Approximation  gegeben 
ist,  so  wiirden  die  Tone  urn  ~  Ton  zu  erniedrii;en  sein,  und  die 
Uberemslimmung  ware  so  gut  wie  sie  iiherhaupt,  hei  der  ohen 
erwahnten  Unsicherheit,  erwartet  werden  kann. 

In  der  foSgenden  Tabelle  sind  die  Sch\vin#un«-en  naeh  iltren 
Tonhuhen  geordnet,  und  jedesmal  die  charakteristischen  Haupl- 
glieder  umvn±vmun  angegeben,  nebst  den  zu^ehorigen  A.  Das 
Zeichen  ±:  deutet  einen  Doppelton  an. 


Tabelle  der  Tonholieii  i'  •*  =  o,->->  1  \. 


HAUPTGLIEDER 


HAUPTGLIEDER 


12,43 

26, 4o 

35,73 

80,8 

266,0 

3i6,i 

37S 

7-16 

88f5 


1702 

2O2O 

2  5  00 
27l3 

2945 


dis^ 


G 
d 
e 
h 


-010 
7S4ft 

io3$o 

1 36-o 


Dahei  ist,  um  daran  zu  erinnern,  w/ 
setzt. 


OTi  xj,  r/2=  if/i(}') 


Voi»  nhladni  voo  dem  voricren  Ton  niclit  se 


Die  Ubereinstimmung  der  mit  *  bezeichneten  Schwingimgen 
mil  Chladnis  Beobachtung  ist  eine  vollkommene,  wahrend  nach 
Kirchhoffs  Rechnungen  fiir  den  Kreis  Abweichungen  sich  zeigen, 
die  fiir  u  =  -|  (Poisson)  kleiiier  sind  als  fiir  a—  ±  (Wertheim). 
Dies  zeigt,  dass  Chladni  auch  hier  mit  Glasscheiben  operierl  hat, 
und  dass  fiir  Glas  ui  jedenfalls  kleiner  als  -J-  ist,  und  von  dem  hier 
benulzten  Wert  0,220  nur  wenig  abvveicht. 

Benutzt  man  fiir  eine  Schwingung  den  angenaherten  Ausdruck 
wmn=  um(x)  un(y)±  un(x)  Um(y)->  soberechnet  sich,  wieschon 
hervorgehoben,  das  zugehorige  angenalierte  A  aus  der  Formel 


wo  3mn  das  fiir  w  =  wfnn  gebildete  Integral  (y)  ist,  wahrend 

a  =  /  /  (V"tfi 


Setzt  man  hierin  die  fiir  um  (p.  28  i)  gegebenen  Ausdriicke  ein,  so  1 

wird 

(67)  A  =  /t^-f-  Ai-f-  \L(w>mmtonn±.  tojnn  ±  0)J/W) 

-r-  2(1  —  fA)(a,/2ma,1/w=h  ajltt)         in  ^  n: 

(58)  X  =  2/r^-f-o^o^w-f-o(i—  fx)ajiwi         far         in  =  n. 

Bei  m  =  n  kommt  das  untere  Arorzeichen  natiirlich  nicliL  in  Be-  i 

tracht  ;  bei  den  Doppeltonen  verschwinden  in  A  die  Glieder  mit 
den  doppelten  Vorzeichen,  so  dass  beide  Vorzeicheii  dasselbe  A 
ergeben. 

Nach  den  Gleiclmngen  (48)  bis  (5o«)  sind  die  comm,  y.mm  zwei- 
ten  Grades  in  den  AV;  die  aww  und  CL>/W//  fiir  m  ^  n  dagegen  ersten 
Grades.  Zur  Aufstellung  einer  angenaherten  Formel  fur  A  be- 
schranken  wir  uns  auf  die  Glieder  vierten  und  dritten  Grades  ; 
dann  konnen  wir  die  ±  Glieder  in  A  gegen  die  iibrigen  vernach- 
lassigen  (wodurch  je  zwei  benachbarte  Tone  in  einem  vereinigt 
werden).  Fiir  die  co7/zm,  y.flLm  benutzen  wir  die  Ausdriicke  (49)? 
(5o),  (5oa),  dann  ergibt  sich  angenahert 

(59)  X  =  (A:?rt-f-^>2H-2txA-2l/"JS-l-(6-  8  ft  )  *,„  *n  (  *,„  -*-  A-«), 
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wohei 

/  •. 

/.         ••  /  *  \ 

/4  m  =  ~  |  /7i i 

ist;  fiir  /w  =  o  und  m  =  i  ist  dagegen  *0  =  /M  =  o  zu  selzen. 

1st  M  =:  o,  so  schwingt  die  Flache  angeniihert  wie  ein  Stab,  und 
es  stimmen,  wie  bei  eineni  solchen,  die  Tonhohen  mil  den  Uoa- 
draten  der  ungeraden  Zalilen  angeniihert  iiberein,  wie  schon  Cliladni 
bemerkte.  Fiir  n=i  ergibt  sich  dasselbe  Resultat:  nach  der 
Forniel  (5;)  sind  die  entsprechenden  Tune  aber  in  "\\irkliclikeit 
etwasverschieden,  die  Abweichung  ist  bei  den  Grundtrmen  relativ 
am  bedeutendsten.  Sind  endlich  m  und  n  geiiiigend  gross,  so  er- 
gibt sich  das  asrmplotische  Gesefz  der  A 

(  60 )  A  =  [  m*  H-  n''  -f-  -2  ( i  —  ;jt )  m  -  n  -  ]  )  -  j   • 

Die  Schwingungszahlen  sind  der  'Wurzel  aus  A  proportional. 

Die  systematischen  Fehler  bei  der  Beobaclitting  Chladnisclier 

Klangfiguren. 

Fiir  eine  Anzahl  von  Klangfiguren  hat  Strehlke  (*}  sehr  genaue 
Messungen  an  verschiedenen  sorgfaltig  gearbeiteten  quadratischen 
und  kreisformigen  Flatten  aus  Spiegelglas  angestellt.  Insbesondere 
hat  er  drei  quadra tische  Flatten  benutzt,  dereo  Dicke  etwa  -J-,  ~ 
und  ~  der  Seite  war.  Die  Beobachtungen  stimmen  fiir  die  drei 
Flatten  innerhalb  o,  oo  i  der  Seitenlange,  manchmal  noch  genaner. 
Diese  Genauigkeit  ervveist  sich  jedoch  fiir  den  Vergieich  mit  der 
Theorie  als  Jllusorisch  und  ist  durch  denL'mstand  erinuglicht,  dass 
Strehlke  die  Unterstiitzung  und  die  Erregung  durcli  den  Violin- 
bogen  fiir  eine  bestimmte  Klangfigur  bei  alien  Versuchen  genau 
an  dieselben  Stellen  verlegte.  Welcher  Art  nun  bei  diesen  Ver- 
suchen die  vvichtigste  systematische  Fehlerquelle  ist,  ergibt  die 
Diskussion  der  Messungsergebnisse  in  folgender  Weise  : 

In  einer  Klangfigur  (vgl.  unten  Fig.  ai'i,  in  welcher,  der  Sym- 
metric nach,  die  beiden  Diagonalen  Rnotenlinien  sein  sollten,  iin- 


del  Strehlke  an  deren  Stelle  zwei  hyperbelartige  Kurven,  deren 
Sclieitel  im  Abstand  von  0,087  (die  Quadratseite  als  Einheit  ge- 
setzt)  lagen.  Auch  Chladni  gibt  an,  dass  er  dies  Verbal  ten  unter 
Umstdnden  beobachtet  babe.  Theoretisch  ist  dies  ausgeschlossen; 
denn  durch  eine  Drehung  um  90°  entsteht  bei  solcher  Dissymme- 
trie  eine  neue  Figur,  die  derselben  Tonhohe  entsprechen  muss; 
es  lage  also  ein  Doppelton  vor  und  eine  unendliche  Anzahl  von 
Figuren  miisste  moglich  sein  ;  dies  widerspricht  der  Erfahrung, 
die  zweite  Figur  muss  also  mil  der  ersten  identisch  sein,  die  Dia- 
gonalen  sind  Knotenlinien.  Wie  kommt  diese  Abweichung  zu- 
stande? 

Es  ist  klar,  dass  zur  tjberwindung  der  Reibung  die  Sclrwin- 
gungsamplitude  ein  gewisses,  von  der  BeschafFenheit  der  Oberflache 
und  des  Sandes  abhangiges  Minimum  ±  s  uberschreiten  muss  ; 
tinterhalb  desselben  bleibt  der  Sand  unbeweglich.  Wo  sich  die 
zwei  Durchmesser  schneiden,  ist  aber  ausser  w  =  o  auch 

dw  dw 

dx          '           dy  ~~  •  ' 

Bezogen  auf  die  Durebmesser  als  Achsen  ist  der  Ausdruck  fiir  die 
Amplitude  w(x,y)  in  erster  Annaherung 

w  =  A.scy        (A  =  const.), 

und  der  Sand  bleibt  in  indifferentem  Gleichgewicht  innerhalb 
eines  Gebietes,  welches  von  den  zwei  Hjperbeln 


begrenzt  wird.  Ob  der  Sand  sich  hier  gleichmassig  verteilt  oder 
gegen  die  einen  oder  andern  Rander  des  Gebietes  gedrangt  wird 
(beide  Falle  sind  beobachtet),  hangt  von  der  Stelle  ab,  wo  der 
Bogen  angelegt  wird,  von  welcher  aus,  neben  dem  betrachteten 
Ton,  auch  Nebentone  von  verschiedener,  zum  Teil  betrachtlicher 
Hohe  sich  als  Wellen  ausbreiten  und  eine  Bewegung  des  Sandes 
bewirken  konnen.  Theoretisch  ist  der  Vorgang  nicht  zu  iibersehen 
wegen  der  Reflexionen  an  den  Seiten  des  Quadrates.  Bei  dem  be- 
sprochenen  Versuch  von  Strehlke  ist  der  Sand  an  die  Rander  des 
Gebietes  getrieben  worden,  womit  die  betrachtliche  Abweichung 
von  der  Theorie  sich  erklart.  Allein  dieselbe  Ursache  ist  auch  in 
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der  ganzen  Ausdehnung  der  Klangtiguren  \virksarn,  \\enn  auch 
hier  der  Anslieg  von  der  Amplitude  Null  zu  ±:  £  raselier  erfulsjt. 
der  mugliche  Fehler  also  kleiner  wird.  Aber  mehrere  Tausendstel 
der  Seitenlange  betragt  er  unter  alien,  L'mstanden,  so  dass  die 
Ubereinstimmung  der  Versuche  Strelilkes  auf  weniger  als  T-V™ 
der  Seite  untereinander,  und  Jhre  Alnveicbunir  urn  mehrere  Tati- 
sendstel,  ja  um  beinahe  j~  (in  einzelneri  Fallen)  von  der  Theorie 
nichts  besagt. 

Hierher  gehiirl  auch  die  von  Strehlke  und  sclion  \on  Chladni 
gemachte  Beobachtung,  dass  bei  einer  Kreisscheibe.  vvenn  drei 
oder  mehrkonzentrische  Kreis'e  die  Rlangfigur  bilden,  der  innerste 
Kreis  entweder  diffus  bleibt,  oder  eine  Ellipse  bildet.  \\iilirend  die 
andern  Kreise  keine  messbare  Abweickunir  von  der  Svmmetrie 
zeigen.  Strehlke  (r)  erblickt  den  Grund  in  einer  tmgerui^enden 
Homogenitat  der  Platte;  doch  ist  kauin  begreiflich.  warum  diese 
Ursache  stels  nur  den  innersten  Kreis  beeintlussen  solile,  und 
warum  die  K.reise  manchnial  einfach  dilVus  bleiben.  Dies  folgt 
aber  ohne  weiteres  aus  deni  Umstand.  dass  die  Amplitude  bei  drei 
Kreisen  gering  ist  und  vom  Rand  gegen  die  Mi  lie  zu  im  Mi  tie! 
abnimmt ;  daraus  folgt  um  den  innersten  Kreis  eine  besonders 
grosse  Zone  indilTerenten  Gleichgewichtes  fiir  den  Sand.  \Vird 
nun  die  Amplitude  sehr  erhoht,  etwa  indem  man  zum  Bestreichen 
der  Platte  mit  deni  Bogen  ein  in  die  Mitte  eingebohrles  kreis- 
formiges  Loch  benutzt  (Strehlke),  so  \verden  die  Sandkurner  zum 
Teil  an  den  Rand  des  Bereiches  getrieben,  es  entsteht  eine  ellip- 
tische  Figur,  deren  Achsenrichtungen  von  der  Streichrichtung 
abhangen.  Bei  Strehlke  war  die  eine  Achse  om  o,oo3  zu  gross, 
die  andere  um  o,oo3  zu  klein  (Durchmesser  der  Platte  =  f ) ;  eine 
Grossenordnang,  \\ie  sie  a  priori  zu  erwarten  war. 

Den  Wert  von  ^  fiir  seine  Platten  hat  Strehlke  nicht  angegeben. 
wodurch  der  Vergleich  mit  der  Theorie  ebenfalls  etwas  (wenn 
auch  nur  \venig)  unsicher  wird.  Fur  Glas  haben  verschiedene 
Beobachter  Werte  zwischen  0,210  (Voigt)  und  0,257  (Cauion  » 

Den  Einfluss  der  Streichrichtung  auf  die  Knotenlinien  hat  auch 
Zeissig  (2)  direkt  beobachtet. 


(J)  F.  STREHLKE,  Pogg.  Ann.,  t.  XCV,  iS55,  p.  5g4. 

(a)  J.  ZEISSIG,  Jnaug.-Diss.;  Wied.  Ann.,  I.  LX1V,  1898,  p.  36o. 
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erhalten;  ich  liabe  das  Mittel  u  =  o,  220  gewah.lt,  welches  jeden- 
falls  nur  um  ~  fehlerhaft  sein  wird;  auf  die  Knotenlinien  1st  dies 
ohne  merklichen  Einlluss;  bei  den  Haupttonen,  die  in  hoherer 
Approximation  berechnet  werden,  ist  die  Korrektion  fiir 

jj.  =  O,  22D  -f-  0  [JL 

gegeben;  genaue  Beobachtung  der  Verhaitnisse  der  Schwingungs- 
zahlen  kunnen  in  der  Tat  dazu  dienen,  IJL  zu  bestimmen. 

Der  Einfluss  der  endlichen  Dicke  h  der  Platte  diirfte  wohl 
erst  in  den  Giiedern  zweiter  Ordnung  in  Betraclit  kommen.  Da 
Dicke/Seite  der  Platte  bei  Strehlke  =  ~  bis  -~  war,  gibt  dies  Feh- 
ler  von  der  Ordnung  o,  0002  bis  0,0006  (Seite  =  i),  die  nicht  in 
Betraclit  kommen. 

Durch  die  Art  der  Unterstiitzung,  vor  allem  aber  durch  das  Be- 
streichen  des  Plattenrandes  mil  dem  Bogen,  wird,  wie  Lord  Ray- 
leigh  (loc.  cit.}  hervorhebt,  die  Bewegung  zu  einer  nicht  ganz 
freien,  was  so  wohl  auf  die  Lage  der  Knotenlinien  wie  auch  auf  die 
Tonhohe  von  Einfluss  sein  kann.  Endlich  sind  diese  Bewegungen 
stark  gedampft,  vor  allem  durch  die  Fortleitung  des  Schalles  durch 
die  Luft,  zum  Teil  auch  durch  innere  Reibung  :  auch  hierin  Uegt 
eine  Abweichung  vom  theoretischen  Ansatz,  die  aber  wohl  in  ent- 
gegengesetztem  Sinne  wirkt  wie  der  Einfluss  des  angelegten  Bogens, 
so  dass  sich  beide  Fehlerquellen  zum  Teil  kompensieren  diirften. 


Die  Klangfiguren  quadratischer  Flatten  mit  freien  Randern. 

Im  folgenden  sind  die  Formeln  fiir  die  Eigenschwingungen,  die 
sich  auf  Grund  der  mitgeteilten  Methode  ergeben,  zusammen- 
gestellt  und  mit  den  Beobachtungen  von  Strehlke  verglichen  ({). 
Bei  den  hoheren  Eigenschwingungen,  wo  keine  genauen  Messungen 
vorliegen,  sind  die  angenaherten  Formeln  (I)  p.  267  zugrunde 
gelegt;  der  Fehler  (1-2  Proz.)  ist  bei  dem  Maasstab  der  Figuren 
bedeutungslos,  und  bei  den  mannigfachen  Schwierigkeiten  und 
Fehlerquellen  der  experimentellen  Hers tel lung  der  Figuren  diirften 


(*)  Die  Ausdriicke  fiir  w  sind  auf  drei  Stellen  genau,  dock  wird  die  vierle 
Stelle  geftihrt,  um  eine  Anhaufung  von  Fehlern  zu  vermeiden,  die  die  dritte  Stelle 
stark  beeinflussen  konnten. 


die  hier  gegebenen  die  \Vulil  der  Criter^iilizuiiu'spurikte  un«l  somit 
die  experimentelie  DarsteSiunir  wesentlich  erleichtern. 

Die  im  folgenden  rnitgeteilten  .{6  Klangli^ureii  erschupfen  un- 
gefahr  das,  was  ohne  allzugrosse  Scliwieriijkeit  experimentell  er- 
reicht  werden  kann ;  sie  sind  von  Chladni  in  seloer  Aknstik  zuni 
grosslen  Teil  gegeben  worden,  jedoeh  sind  die  Zeichnungen  meist 
nur  ziemlich  rob,  wie  schon  der  Vergleich  mit  Strelilke  zeigt,  und 
es  sind  Tone  als  doppelt  und  ineinander  transformierbar  bezeich- 
net,  die  es  nur  durch  die  Methode  der  Herslellung  i;e \vorden  sind: 
dementsprechend  sind  diese  Figuren  stark  verzerrt. 

Fiir  die  Doppeltune  waren  an  und  fiir  sich  unendlicli  viele  Figu- 
ren nn'iglich.  Den  Ausdriicken  um(x)un(y)  in  un(x ]umty)  ent- 
sprechen  hier  zwei  Figuren,  die  auseinander  durcSi  Drehung  um 
90"  entstehen;  den  einzelnen  Sclnvingungen  umix^un\y)  Linlen, 
die  angenahert  parallel  zu  den  Seiten  verlaufen,  und  deren  Lage 
den  Wurzeln  von  um(x)  =  Q  bzw.  un(y]  =  o  entspricht;  sie  schnei- 
denalso  jede  Parallele  zur  Jc-Achse  (bzw.  zur^v-Achse)  in  Punkten, 
die  genau  so  liegen  wie  die  n  (bzw.  /?<)  Knotenpuokle  der  /iteo 
(bzw.  m*ea)  Schwinsrunif  eines  Stabes  von  irleicher  Litn^e  mil  freien 

V  /  O  C?  O  C3 

Enden.    Fiir  jeden  Doppelton  wird  eine  Figur,  die 


entspricht,  und  eine  solche,  die  um(x')  Un(y)  =  o  entspricht,  ge- 
geben. Wie  man  die  Schar  derunsymmetrischen,  der  allgemeinen 
Formel 

\u,n(x)  un(y)+-  Bun(a:')um(y)  ==  o 

entsprechenden  Figuren  ihrem  ungefaliren  Verlauf  nach  daraus 
herstellen  kann,  ist  oft  fiir  den  Fall  von  Membranen  usw.  beschrle- 
ben  worden  ;  da  fiir  jeden  Ton  diese  Figuren  samtlich  durch  gewisse 
feste  Punkte,  die  Pole  der  Figur  gehen  miissen,  wird  ihre  Kon- 
struktion  dadurch  auch  erleichtert.  Diese  Pole  sind  ^in  ersier 
Annaherung)  die  Nullstellen  der  Gleichungssystemc  i/OT(a:)  =  o, 
um(y)  =  o  und  un(x)  =  o,  un(y)  =  o.  Ihre  Lagen  sind  also  auch 
mit  deiien  der  Knotenpunkte  freier  Stabe  identiscli. 

Die  Figuren  sind  zunachst  nach  den  Sjmmetrien  der  Schwinguug 
geordnet;  innerhalb  jeder  Abteiiung  nach  der  Tonhuhe.  Es  sind 
angegeben  die  Formel  fiirtv,  der  Wert  von  A  fiir  ;JL=  0,223  ^Glas) 
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und  die  Korrektion  dieses  Wertes  fiir  JJL  =  0,226  -+-  ou,  (wo  3  |JL 
klein  1st);  lelztere  allerdings  nur  bel  den  genau  berechneten  A, 
wo  sie  allein.  einen  Sinn  hat. 

Aus  dem  schon  besprochenen  Sturm-Liouvilleschen  Satz,  dass 
ein  Ausdruck  der  Form  Aum(x)  -f-Bw/2(a:),  wo  w^/zist,  hochstens 
m  und  mindestens  n  Warzeln  hat^  folgt,  dass  eine  Parallele  zu 
einer  Seite  des  Quadrats  die  durch 

um(x)utl(y)±um(y)un(x)  =  o 

gegebene  Figur  in  hochstens  m  und  mindestens  n  Punkten 
schneidet.  Die  Korrektionen,  die  die  hohere  Approximation  ein- 
fiihrt,  sind  zu  klein,  um  hieran  etwas  zu  iindern. 

1st  (Vorzeichen  -}-)  die  Diagonale  x=y  keine  Knotenlinie,  so 
wird  sie  von  Knotenlinien  (und  zwar  seiikreclit)  geschnitten  in 
den  Punkten,  derenKoordinaten^r=j'dieWurzeln  von  itm(x)  =  o 
und  utl(x)  =  o  sind,  also  in  n  -f-  m  Punkten.  deren  Abszissen  und 
Ordinaten  wieder  den  Rnotenpunkten  schwingender  Stabe  ent- 
sprechen.  Auf  scheinbare  Ausnahmen,  die  durch  nahe  Koinzidenz 
zweier  Wurzeln  enlstehen,  wird  unten  hingevviesen. 

1st  das  Vorzeichen  —  genommen,  so  gehort  stels  die  Diagonale 
x  =y  zurKlangfigur.  Sind  dann  n  und  m  beide  gerade  oder  an- 
gerade,  so  gilt  gleiches  von  der  zweiten  Diagonale.  Wenn  nicht, 
so  liegt  ein  Doppelton  vor,  der  sich  somit  durch  seine  geringere 
Symmetric  kennzeichnet. 

Sind  m  und  n  ungerade,  so  gehoren  die  beiden  Koordinaten- 
achsen  (Seitenhalbierenden)  zur  Figur.  Diese  Salze  liessen  sich 
leicht  vermehren ;  sie  gestatten  es,  zu  einer  gegebenen  Ktang- 
jigur  die  zugehurigen  Indizes  m,  n  zu  Jinden. 

Es  ist  im  folgenden  wieder  abkurzend  um  =  um(x],  vjt=  Un(y) 
gesetzt,  wo  dieun(x)  die  durch  (24),  (2^)  p-  38 1  gegebenen Funk- 
tionen  sind ;  die  x-Achse  ist  nach  rechts  gelegt,  diey-Achse  nach 
oben,  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrats  parallel  den  Seiten. 
Ldngeneinheit  ist  die  halbe  Seitenldnge.  Wegen  der  Symme- 
trien  hat  man  beim  Vergleich  mit  der  Erfahrung  nur  positive  x 
und  y  zu  beriicksichtigen. 


A.  Lijsiuigen*  die  in  x  and  y  tui^erade  and  ayimneirisch  slnd. 

Fig.   i. 
I.    Grundton.      X=  iu,.j>  —  ift.ovji.  I  ; 


W  =  Ui  Vi  -r-  O.OMj.ji  «.  i"3-H  ff  W-  ) 

-     <  »  .  OO-jO  «3  t'a  -  O  .  OO3.{  I   M  i  i';;  —   W;,  i"  j    t 

-f-  o.oor  i  ('  M.-jt---  —  -  Wr.i's  *  —  <»,oi>K)«3r.i. 


\v  =  —  o .  073  HI  r  i  -f-  ' 

-7-  O  ,  1  7 3  MS  i'.3  —  O  .  O.j  ">  <  // 1  V's  —  M5  i'j  } 
O  ,  O  I  3  <'  «s  t'3  -r-  //3  I' 3  }  —  0  .  029  //5  fr\-  . 


o,5  3o         0,378       o,63o         0.690         0.752      0.819       0,893 
o?9^75       0.8750     0,8 12.-,       0,7300       0.6873     0,62,30     0,5622 

O.OO'3       O.OO-2          O.OOO       O.OOI        — O.OOOg       O.OOO          O.OOO 


Es  1st 

y  beob.  : 

x  beob. : 

-  her.  —  vT  beob.  : 


Nach  der  Formel  u{  v\-}-T-w;{t^  —  o  ergeben  sich  die  Roordinaten 
der  Punkte,  in  denen  diese  Kurven  die  Diagonalen  schneiden,  zu 
x  =y  =  o,  >36  (beob.  7191:  die  der  Randpuukte  der  Rurven : 
x  =  i,  y  =  o?  533  (beob.  0,487;.  Da  die  Seite  gleich  2  1st,  wiirde 
die  angenaherle  Forniel  fiir  die  Kurve  Fehler  von  0,8  bis  2,  2  Proz. 
der  Seite  geben,  was  Jm  Masstab  der  Zeicbnung  schon  kaum  zu 
bemerken  ware,  geschweige  die  nach  der  genaoen  Formel  erlial- 
tenen  Fehler. 

III.      A=  {554. 


w  =•  o ,  009  IL\VI  —  o ,  073 1 

-f-  U3  V3  —  O  ,  037  (  Ui 

-f-  o ,  i  v>  i  ( «3  P5  -f-  u5  r 

Messungen  fehlen. 
R. 


IN  .      >.  =  294 '>• 


Diese  FJgur  felilt  bei  Chladni. 


V.      A  =  63o'>. 


Fig.  5. 


Fig.  (J. 


VI.      A  =13674- 


B.  Losungen,  die  in  x  and  y  ungerade  and  antisymmetrisch  sitid 


I  .     A  =  ';>  1  6  ,  I  —  270  &[JL. 


Vt  U5  -4-  O  ,  000'2 

-t-  o  ?  oo3  3  ( ug  P5  —  i'3  ws ). 
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III.      A  =    ">570. 


G.  Losungen,  die  in  x  und  y  gerade  und  symmetrisch  K 

Die  Klangfig-uren  dieser  und  der  folgenden  Abteilung  erscheinen 
oesonders  leicht  und  es  kunnen  besonders  \iele  Obertune  zur  ex- 
perimeiiletlen  Darslelhing  gebraclit  \verden. 


I.     A  =  35,73  -r-  2O,8  GJJI. 

W  =  Uy  "V-2  -r-  Uj  V<(  —  O  ,  O'>.38  W2  ^2 
-r-  O  ,  O I  30  (  W0  <•'*  •+•  t'o  r-V  j 
-f-  O  ,  O0'l6  (  W2  <:%  -r-  P«  «4  ) 


.r  beob.  : 
I-  beob.  : 

y  her. — j'  beob.  : 


o,ooo         o,  100        o,'ioo        o,3oo         o,joo        o,5oo 
0,840         0,8-29        °v9®        °^744         o,6j5        0.689 

-r-O,OO3       -r-O,OOl       -r-O,OO')       — O,OO'->       -r-O,Oo3      -i-O,OO.| 


Die  Abvveichung  ist  ofFenbar  einem  der  besprochenen,  sjstema- 
tischen  Versuchsfehler  zuzuschreiben.  Die  erste  Annaherung 
UQ  r2  -h  tjo^2  ergibt  fiir  die  Schnittpunkte  mil  den  Achsen  die 
KLoordinaten  o,  83o  (beob.  o,  889)  ;  mit  der  Diagonale  o?  55s  (beob. 

0,  546). 

Fig.  ii. 

II.      A  =  266,0  -274  OJJL. 


(V  =  O  ,O  I  22  (  11$  f  2  •+•  ^0 
—  O  ,  0 1 88  (  UQ  (-'4  -r- 
-r-  O  ,  0880  ( 


beob. : 


0 ,  2OO 


o3oo 


0,400 
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Fiir  den  zweiten  Teil  jedes  der  Kurvenstiicke  ist  : 
ybeob.:         0,600  0,700  0,800 


0,700 
0,517 
r.—  .rbeob.:     -f-o,oo'j         -4-o,oo5 


0,004 


0,900 

0,628 

—  0,006 


Die  berechnete  Iviirve  ist  in  den  fast  geradlinigeii  Teilen  \veniger 
gekriimmt  als  die  beobachtete.  Aus  w=  u*v*  wiirden  sich  Paral- 
lele  au  den  Achsen  mil  x  bzw.  y=  o,55i  ergeben  haben.  Da  in 
den?  Punkten  der  Kurven,  wo  sie  sich  selir  nahe  kommen,  die 
\mplitude  gering  bleibt,  der  Sand  also  in  Indifferentem  Gleich- 
gewicht  sicli  befindet,  wenn  nicht  sehr  sorgfaitig  operiert  wird,  so 
vvird  meist  die  Figur  als  aus  vier  Geraden  besteheiid  erscheinen, 
wie  auch  Ghladni  sie  angibt;  an  den  Schnittpuiikten  wird  sie  un- 
deutlich  sein.  Der  Fehler  der  ersten  Annaherung  in  den  gerad- 


linigen  Teilen  betragt 


III.    A  =  94i- 


Proz.  der  Plattenseite. 


IV.     A  =  202O. 


V.     A  =  5480. 


Fig.  1 5. 


VI.    A  =  564o. 


(von  Ghladni  nicht  beobachtet). 


VII.     A  =  7840. 


Die  nalie  Roinzidenz  der  Wurzeln  a;  =  o,  552  von  &2~o  und 
ir  =  o,544  von  UG=O  bedingt  hier  und  in  Fig.  23  die  natiezu 
geraden  Linien,  und  die  scheinbaren  Ausnahmen  von  den  p.  3o4 
gegebenen  Satzeii. 


VIII.     A  =   l5l2O. 


= -28740. 


(fehltbei  Chladni). 
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D.  Losungen,  die  In  x  itnd  y  gerade  und  antisymmetrisch  sind. 


I.    A  =  26, 40. 


Fig.  19. 


II.    A  =  886. 


Fig. 20. 


III.   X=  170-2. 


Die  Figur  stimmt  auf  weniger  als  i  Proz. 
mil  Strehlkes  Messungen. 


IV.    X  =  55oo. 


(fehltbeiChladni). 
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VI.    A=  1 384o. 


E.   Doppeltdne.. 


I.    A  =  80,8  —  73  O;JL. 

w ( .r,  y )  =  Hi  V2  —  °  1 068*2  if 3  i\( 

-r-  O  ,  OjGo  11%  f «  -r-  O  ,  0260  e£  j  V4 
-4-  O ,  OOjS  MS  «-'o  —  °  -  0027  M3  i\ 
—  o  5  o  1 1 2  MS  r2  -r-  o ,  oo3o  «3  t'i . 


Dieallgemeine  F?orinel  ergibtsich  liieraus  (wie  bei  alien  Doppel- 

tonen) 

A  tv  (  ,r  ,  JK  }  -f-  B  w  (x,  y  )  . 

Die  erste  Figur  (20  )  enlsprichl  B  =  o  ;  die  zweite  (26)  B  =  —  A. 


x  —  y  =  Qy   ±  x  =  o,  522  =  zhy  (beob.  ")  ;   die  berech- 
neten  Pole  liegen  auf  der  Diagonale  um  0,00  1  mehr  nach  aussen. 


«*:I:VRES  in:  WALTHKR  UITZ. 


If.    /.  =  0.37,1. 


?  .r  .  y  '  =  -™-  o  ,  of  478  //  j  r* 

-  O  ,  O  I  5ft  U«  t'«  --  O  .  035  ">  <7  i  1?; 
~f-  O  .  OOOO  «;;  (',-,  —  -  O  .  O  I  OO  Hi  t'i 
—  <  »  ,  OOO7  17  5  (%  -r-  O  ,  OO  I  f>  M  -  I';  . 


Fur  die  annahernd  parallel  den  Seilen  \erlaufendenRurven  in 
Fig1.  2-  findet  sich 

y  :       o,  100  o,-.iOo  o,'ioo  0,400         o,5oo 

^rbeob.  :       0,7-38  0,7^3  0.746  0,788        0,780 

x  ber. —  x  heob.  :  — o.oo.J")     — o,oo5]     — o5oo45     — 0.008     — o,ooo5 

y  :       0,600  0,700  0,800  0,900 

xbeob.  :       o,7*.>.2  0?7!7  <V71^  °:7I7 

x  her.  —  x  beob.  :  — 0,000 5     -4-0,000 5     -4-o,ooo5     4-0,0010 

AIs  Pole  sind  beobachtet 

y  =  o,         x  ==  0,760,          ber.  o,7t>i, 
y  —  x  =  0,716,         ber.  0,722. 

nebst  den  symmetrisclien,  in  den  andern  Ouadranten  gelegenen 
Punkten.    j'Vgl.  Fig.  a-/) 

Fig. 2Q. 
III.     A  =  74«. 


«•  ( .r ,  j'  s  —  —  o ,  0709  it  i  i'-2  -1-  o ,  02 1  i  i:^;j  r0 

-r-  U3  V2 O  ,  I  2fjO  HI  f'4 

—  O  ,O038  MS  i',,  -h  O  ,  I  284  «3  t>i 
O  ,  OO95  ^5  Cj  —  O ,  O I  OO  Uz  VL  . 

Strehlke  gibt  die  Pole  anr  die  jedoch  mil  die- 
ser  Formei  nur  auf  i  Proz.  stimmen,  was  sich 
wo  hi  aus  dera  Urns  land  erklart,  dass  sie  in  einer 
Zone  nahezu  indifferenteu  Gleichgewichtes 
liegen  (in  Fig.  29  dort,  wo  sich  die  Kurven- 


i:    HKIi 


IV.        >.    =      Il'i  I- 


/       """~ 


VII.    >.  ==  39-27. 


\ 


Fig.  3S. 


VIII.  >.  =  903- 


IX.      /    =  r,ni»-.. 


XI .    /,  =  20400. 


Schlussbemerkungen . 

Es  braucht  wolil  kaum  betoiit  zu  werdeii,  dass  dieselben  Ansatze 
auchfiirRechteckegelten;  sfnd  a,  h  deren  halbe  Seilen,  so  werden 


si eli  Losungen  der  Form 


er^eben  und  das  Verfahren  bleibt  im  iibrigen  ungeandert. 

1st  elne  Seite  des  Rechtecks  eingespannt,  die  iibrigen  frei,  so 
wird  man  deinentsprechend  fiir  die  Richtung  x  der  zvvei  freien 
Seiten  diejenigen  Fisnktionen,  die  einem  an  einein  Ende  einge- 
spannten,  am  andern  freien  Stabe  entsprecben,  einfiihren;  fiir  die 
zweite  Richtung  bleilien  die  um  anwendbar. 

Kntsprechendes  gilt  fiir  die  rings  um  eingespannten  Flatten  usw. 

Wie  dieselbe  Methode  Gleichgewichtsprobleme  zu  behandeln 


gcslattet,  habe  ich  in  der  einiraniis  zitierlen  Arbeit  ^t-zeiul.  Win! 
z.  B.  eine  rechtecki^e  Plutte  diirrh  an  den  Riindern  an^reifeude 
Kriifte  ii'ebo^en  !  Maxwell  K  so  is!  fur  die  Iransversale  Deformation 
iv(j7j*i  derselbe  Ansatz  t  Entwirkelun^en  nai'h  ttm\x.  a  'iiiH>  v  b  \ 
zu  inachen,  vvie  wir  ihu  in  dieser  Arbeit  benutzt  Iiaben;  die  fvoef- 
fizienten  bestimmen  sieli  daraus,  dass  die  potentielle  Energie  ^'sie 
ist?  bis  auf  einen  Faktor,  durch  unser  Integral  J  gegebein  plus  d»-m 
die  Arbeit  der  Kriifte  fur  ein  kieines  iv  ausdriickenden  Randinle- 
gral,  nach  Einfiibrung  des  Ansatzes,  nn'iglichst  kiein  sein  soil.  Da 
das  Randiiitegral  w  nur  linear  enthalt,  ergeben  sicti  diesmal  lineare, 
nicht  homogene  Gleichimgen  fiir  die  Koeffizieuten.  Fiir  eine  qua- 
dratische  Platte  und  geeignet  symmelrische  Krafle  erhalt  man 
wieder  die  Gleichimgen  i  54)  p.  2y:>,  wenn  darin  A  =  o  gesetzt 
\\ird  und  die  linken  Seiten  (Null;  durch  bestimmte  Zahlwerte  er- 
setzt  \verde  11.  Die  einmalige  Aufstellung  des  Schemas  (  54)  geniigt 
also,  um  eine  ganze  Reilie  von  Gleichgewichtsproblemen  beziiglich 
quadratischer  Flatten  einfach  zu  losen. 

Es  ist  oben  bemerkt  worden,  dass  ein  Poiynom  stets,  bei  jeder 
Begrenzung,  als  moglicher  Ansatz  fiircvinBetracht  kornmt,  wobei 
nur  fraglich  bleibt,  ob  bei  der  verlangtenGenauigkeit  dieRechen- 
arbeit  nicht  zu  gross  wird.  Da  der  Eigenwert  des  Fundamental- 
tones,  A0,  dein  Minimum  von  J  entspricht,  so  wird  im  ganzen  bt*i 
jeder  Approximation,  wenn  es  sich  um  den  Grundton  handelt, 
A  das  durch  die  Methode  am  genaneslen  gegebene  Element  sein. 
Zur  Berechnuiig  des  Grundtones  aus  den  Konstanten  der  Platte 
wird  also  sehr  oft  der  Ansatz  eines  Polynoms  mil  wenigen  Gliedern 
geniigen.  So  entspricht  der  Symmetric  des  Grundtones  beirn 
Kreise  der  allgemeinste  Ansatz 

(  a  )  w  —  xy  [ft  -f-  b  (  x-  -f-  y*  »  -t-  cx-y-  -f-  d(  x*  -r-  y*  !—...], 

wobei  die  x-  und  j--Achse  die  Knotenlinien  der  Klangfigur  bilden. 
Tragt  man  dies  in  das  iiber  den  Kreis  vom  Radius  R  =  i  erstreckte 
Integral  J  [Gleichung  (7)  p.  y.jS]  ein,  so  ergibl  unsere  Methode 
ohne  weiteres  fiir  AO  folgende  sukzessive  Approximationen  : 
Wenn  man  Formel  (a)  mil  dem  ersten  Glied  abbricht 


fiir         51  =  un.l          R  =  .  . 


'.»!!»  uErVKE>    !*i:    W  A  Mil  Kit    IUTZ. 

Bet  w«W  rrlit»deru  <  /.0  V\  urxi/l  einer  Gleichung  zweiten  tirades 

/..,  —  27,7^4. 

wiilirend  aus  Kirrhh«»iFs  Hechiiimgen  sich  ergiht 


L)ei'  Ft4i!rr  dor  Toiihuhe,  die  y//.0  proportional  ist,  ist  somit 
sclion  in  zweker  Annaherun^  nor  |  Proz.,  also  an  der  Grenze  des 
Beoiiachlbaren. 

Ebenso  eleiuentare  Recliiiiin^en  ergeben  die  Grundtone  and 
selbst  die  tTstea  Obertone  des  Dre  seeks,  Fiinfecks,  Sechsecks  usw., 
und  iiherhauf>t  irgendwelcher  dorch  gerade  Linien  uncl  Kreis- 
bi>gen  begren/ler  Figuren. 

Gotlingen.  Jan  oar  1909. 


XVIII. 

HEOHEKCHKS  CHITIQIES 


L'ELECTKODYNAMIQUE   GENEKALE. 


Annales  de  Chimie  el  de  Physique.  5e  <erk\  t.  XIII. 


INTRODUCTION. 

Les  phenomenes  electriques  el  electrodynamiques  onl  acquis 
dans  le  cours  des  dernieres  annees  tine  importance  de  plus  en  plus 
grande;  ils  englobenl  FOptique,  les  lois  du  rayonnement  et  les 
phenomenes  moleculaires  innombrables  lies  a  la  presence  des 
centres  charges,  ions  et  electrons;  entiii,  avec  la  notion  de  masse 
electromaguetique,  c'estla  Mecanique  elle-meme  qui  semble  devoir 
devenir  un  chapitre  de  FEIectrodynainique  generate.  Sous  la  forme 
que  lui  a  donnee  M.  H.-A.  Lorentz,  ia  theorie  de  Maxwell  devien- 
drait  ainsi  le  pivot  d'une  conception  nouvelle  de  ia  nature,  ou  les 
iois  electrodynamiques,  coiisiderees  comme  primordiales,  coin- 
prendraient  les  lois  du  mouvement  comme  cas  particuliers  et 
joueraient  dans  les  theories  physiques  le  role  fundamental  qui, 
jusquici,  revenait  a  la  Mecanique. 

Dans  ces  conditions,  il  est  evidemment  desirable  qu'ime  critique 
rigotireuse  des  bases  de  cette  theorie  leur  donne  le  degre  de  clarte 
et  de  precision  que  la  Mecanique  elle-meme  n'a,  apres  beaucoup 
de  controverses,  atteint  qu:a  une  epoque  toute  recente.  II  convient 
de  se  demander  quelles  hypotheses  sont  necessaires  el  peuvent  se 
deduire  de  1'observation,  quelles  autres  sont  logiquement  inutiles 
ou  Deuvent  etre  elafiruees  sans  aue  1'exoerience  cesse  d'etre 


I)ans  la  premiere  Partie  de  ses  Lero/i.s  sttrT Eiectricite  et  VOp- 
tf'i/ne<*>,  M.  Poineare  a  ronsaere  a  la  critique  lies  theories  plus 
on  moiiis  dislinctes  dues  a  Maxwell  lui-meme  et  a  Hertz  des  pages 
elassiques;  je  ne  me  suis  dour  attache  qira  la  forme  qu'a  prise  la 
theorie  entre  les  mains  de  M.  Lorentz,  forme  qui  presente  des 
avantages  bieii  connus.  ( )uelques  resullals  peuvent  d'ailleurs  iaci- 
leinent-s'elendre  aux  autres  theories.  lei  encore,  je  n?ai  eu  souveul 
q»"a  rappeler  uu  a  compltfter  les  idees  einises  par  M.  Poincare 
el  surtout  par  M.  Lorentz,  a  qui  rfont  naturellement  pas  echappe 
ies  aspects  clivers  sous  lesquels  pent,  elre  presentee  sa  theorie. 

J'ai  neglige  en  general  ies  pheiiomenes  d'ordre  moleculaire  qui 
dependent  de  !a  thrM:»rie  corpuseulaire  <!e  Feleclricile  :  cette  con- 
ception si  fecunde  esl  evidemment  independante,  dans  one  large 
mesure,  des  idees  qifon  peut  se  faire  sur  le  mode  d 'action  des 
charges  electriques  Ies  unes  sur  Ies  autres  par  Fintermediaire  de 
Fether,  qui  fail  phis  specialernent  1'objet  des  equations  electrody- 
namiques. 

i^e  resultal  de  ces  recherches  n"a  pas  etc  favorable  aux  theories 
acluetles.  La  discussion  des  difiicultes  qu?elles  soulevent  montre 
que  celles-ci  out  une  commune  origine  intimement  liee  a  la  con- 
ception ineoie  de  l?elher,  qui  est  a  la  base  de  toutes  ces  theories. 
On  verra  en  parti  culler  que  : 

i°  Au  point  de  vue  strictement  iogique,  Ies  forces  e'lectrique  et 
magne'tique,  qui,  en  apparence,  jotient  dans  la  theorie  un  role  si 
fofidamentaU  sont  des  notions  qu'onpeutentierementeneliminer; 
eiie  ne  contient  en  realite  que  des  relations  d'espace  et  de  temps  : 
on  revient  ainsi  au\  anciennes  actions  elementaires,  avec  cette 
seule  diflerence  qu'elies  ne  sont  plus  instantanees. 

2'J  La  theorie  admet  une  infinite  de  solutions  satisfaisant  a  toutes 
les  conditions,  nials  incompatibles  avec  1'experience,  et  conduisant, 
par  exemple,  a  des  perpetuum  mobile.  Pour  ecarter  ces  solu- 
tions, il  faut  admettre  par  hypothese  les  formules  des  potentiels 
retarde's.  Ces  formuies  introduisent  1'irreversibilite  dans  FElectro- 


C1)  H.  POINCARE,  Electricite  et  Optique  :  La  Lumiere  et  les  Theories  elect ro- 

dy namiques ;  2*  editioay  Paris,  ig-n. 


d vna. in i q ue,  alors  que  les  equations  i^nerales  admeiteut  la  rever- 
sibilite.  Je  iiiuiitre  que,  contraireinent  aux  klees  recurs,  elles  ue 
pen  vent  se  deduire  d'une  specialisation  curiven.jhle  de  Fetal  initial, 
lilies  constituent  une  hypolhcse  nouvelle.  el  qui  rend  inutiles  les 
equations  aox  derivees  parlielles:  pour  exprimer  clairement  celte 
hypothese,  il  est  necessaire  de  distinguer  les  actions  eleinentaires, 
c'est-a-dire  de  renoncer  a  Fidee  fondainentale  de  Maxwell  qui  les 
rejelait. 

3"  La  notion  de  localisation  de  Fenergie  dans  Fetherest  indeter- 
iniriee  et  comporte  plusieurs  solutions  simples. 

4'6  L'inipossibilhe,  remarquee  par  Maxwell,  de  ramener  aux 
in'emes  notions  la  gravitation,  dont  Fenergie  negative  correspon- 
drait  a  un  milieu  instable,  monlre  que  ces  notions  ne  sont  pas 
d'une  application  generale  aux  forces  de  la  nature. 

5°  fraction  et  la  reaction  ne  sont  pas  egales,  et  cette  inegalite, 
dans  la  mesure  ou  elle  provienl  de  Fintroduction  des  vitessesabso- 
lues,  est  contraire  a  Fexperience. 

6°  Les  experiences  de  M.  Kaufmann  sur  la  deviabilite  electrique 
et  magnetique  des  rayons  3  du  radium  ne  demontrenl  pas  que  la 
masse  des  electrons  soil  tout  entiere  d'origine  eleclroinagnetique 
et  depende  de  leur  vitesse  absolue,  parce  que,  d'une  part,  rien 
n'oblige  a  adniettre,  comme  le  veat  la  tlieone  de  Lorenlz,  cjue  les 
forces  soient  Ibnctions  lineaires  de  la  vitesse  ( cela  poorrait  n'etre 
vrai  que  pour  les  petites  vitesses  i,  et  que,  d?autre  part,  one  expe- 
rience de  MM.  Trouton  et  Noble  inontre  que  l?expressiori  de  la 
quantite  de  motive  me  nt  electromagnctique  en  fonction  de  la 
vitesse,  de  iaquelle  M .  Abraham  a  deduit  celle  de  la  masse  eiec- 
trodynamique,  est  certainement  inesacte. 

7°  La  theoriede  Maxwell  et  de  Lorentz  part  d'un  systeme  de 
coordonnees  absolues,  c'est-a-direinclepeiidant  des  mouvementsde 
la  matiere;  pour  etre  en  accord  avec  ['experience,  qui  a  toujours, 
en  Optique  et  Electrodynamique  comme  en  Mecanique,  confirme 
le  principe  de  la  relativite  des  mouvements,  on  est  oblige  ensuite 
d'eliminerce  systeme  absolu  par  des  hypotheses  peu  vraisemblables, 
supprimant  la  notion  de  corps  solide,  et  celle  d'invariabilite  des 
masses  ponderables;  il  faut,  de  plus,  changer  les  principes  de  la 
Cinematique,  considerer  la  regie  du  parallelogramme  des  vitesses 
comme  une  premiere  approximation,  valable  aux  faibles  vitesses. 


el  faire  du  temps  ei  de  la  simultaneite  des  notions  toutes  relatives 
II  serait  regrettable,  pour  Feconomie  de  not  re  pensee,  cjiri 
fallut  admetlre  de  idles  complications.  Je  crois  qu'au  lieu  de  tou- 
cher a  la  Cint'iuatique,  c'est  Fhypolhese  de  Tether,  et,  avec  elle 
la  represeiiialion  des  phenomenes  par  des  equations  aux  de'rivee: 
partielles.  qu'il  taut  abandonner.  La  necessite  d'expliquer  que  le. 
corps  n»:  reneonlrent  aucune  resistance  de  la  part  de  Tether  qu'il; 
traversent  et  ne  modih'ent  pas  son  etat,  bien  (Tautres  considera- 
tions encore,  onl  d'ailletirs  amene  a  faire  de  Tether  niecanique  d< 
Fresnel  un  simple  espacc  physique,  absolument  compenetrable  i 
la  matiere.  tin  systeme  de  coordonnees  absola ;  ii  n'est  plus  qu:un< 
abstraction  mathemalique,  et  sa  suppression  ne  serait  que  !a  der- 
aiere  |>hasi.»  d'une  iongue  evolution. 

Celle  conclusion,  comme  je  le  montrerai,  ii'entraine  nullemen 
le  retour  aux  actions  a  distance.  Cependant  elle  heurte  de  fron 
bien  des  idees  recues,  el  je  suis  le  premier  a  reconnaitre  qu'uni 
hvpolhese  qui  a  rendu  tie  grands  services  a  la  Science  ne  peut  pa 
elre  condamnee  par  le  seul  nsotif  qu'elle  souleve,  a  1'heure  qu?i 
est,  des  difiiculies,  paraissant  inextricables.  On  pourra  toujour. 
esperer  de  Faveiiir  ia  solution  de  ces  difficultes,  ou  peiiser  qu'elle 
sont  inherentes  aux  choses?  et  inde'pendaiites  de  Fimage  que  nou; 
nous  en  faisons.  II  n'en  est,  heureusement,  pas  ainsi  :  c'est  ce  qu< 
j'ai  cherche  a  demoxitrer  dans  la  secoude  Partie  de  ce  travail,  mai 
la  theorie  que  je  presenterai  n'a  nullemeiil  la  pretention  d'etre  un< 
solution  satisfaisante  el  definitive  d'un  probleme  si  difficile.  Soj 
but  est  en  premiere  ligne  de  faire  voir  combien  est  large  la  par 
d'inconnu  qui,  malgre  les  progres  recents,  subsistedans  cedomaine 
et  dans  quelle  mesure,  bien  plus  faible  qu'on  ne  serait  tente  de  L 
croire,  Fexperience  pent  etre  considered  comme  une  confirmatioi 
de  la  theorie  de  Maxwell  et  Lorenlz,  meme  lorsqu'on  adopte 
comme  je  le  ferai,  les  idees  si  r.emarquables  de  ce  dernier  savan 
sur  la  constitution  atomiijue  de  Telectricite,  la  nature  du  couran 
de  conduction  et  des  dielectriques,  en  un-  mot,  la  theorie  de 
electrons.  Ces  recherches  montreront,  de  plus,  qu'il  n'est  pa 
necessaire  d'introduire  des  mouvements  absolus^  etde  bouleverse 
la  Cineinalique  et  la  notion  de  temps  :  les  vitesses  relatives  seule 
y  interviendront.  11  n'y  sera  pas  fait  usage  de  notions  sujetles  ; 
critique  telies  que  la  polarisation,  le  vecteur  electrique,  la  fore 


t*t  ile  diaries  elecirsqiies,  res  demii-res  tie  jouant.  rumme  le> 
masses  eu  Meoanique.  que  le  role  de  coefficients  conv*-nahlenienl 
riiuisis  el  invariable*  pour  un  ion  on  nn  electron  determine.  En 
un  rerlain  sens,  e;  est  dour:  la  une  liirorie  meoanique  de  IVIei'lri- 
cile.  Maisje  ii'ai  pas  cry  de\oir  la  ire  intervcnir  res  ijie'r;»nisme> 
talents,  plus  on  inoins  costipiiques,  qiii  jouent  dans  la  the'orie  dr 
Maxwell  un  roie  si  important.  Ces  hypotheses  sont  inn  tiles,  el,  il 
taut  le  dire,  bien  pen  satistaisautes.  II  soffit,  en  eilVt,  «ie  rappeler 
tjue  ies  corps  ponderables  doivenl  passer  a  lra\ers  ces  meranisnies 
4'oinpliques  sans  les  deran^er.  el  sans  eprouver  d'arlion  sensible, 
ineine  quand  leur  vilesse  atteint  celle  ».les  rwps  celestes  :  i'inipe- 
uelrabilile,  en  parli<;ulier,  ii'existe  done  pas  pour  res  theories 
iiiecaniques.  et  c  est  la  un  point  qui  n'esl  pas  toujours  suffisaio- 
inent  mis  en  evidence.  L'experience  a  montre  cjoe  ies  actions  ne 
sont  pas  iiistantanees :  elle  n'a  pas  revele  trace  il'un  corj.»s  qui 
subsisterait  dans  ies  espaces  inateriellenient  \ides.  J'ai  done  cm 
pouvoir  me  borner  a  donner  de  la  Joi  de  propagation  de  ees  actions 
one  interpretation  cinemalique  Ires  simple  empruntee  a  la  theorie 
einanative  de  la  lumiere,  et  satisfaisant  an  principe  de  la  relativiu* 
<lu  mouveinent  :  des  parlicules  iicli\es  son!  emsses  constaininent 
clans  tons  les  sens  par  les  charges  eleclriques;  elles  continuent 
hidefmiment  a  se  mouvoir  en  ligne  droite  et  avec  une  vitessecons- 
lanle,  meme  a  travers  les  corps  ma-leriels.  L'action  subie  par  une 
charge  depend  uniqueinent  de  la  disposition,  vitesse,  etc.,  de  ces 
particules  dans  Fentourage  iminediat  de  la  charge.  Les  particules 
sont  done  simplement  la  representation  concrete  des  donnees  cine- 
inatiques  et  geometriques.  Ces  hypotheses  suffisent  pour  le  but 
purement  critique  que  je  me  suis  propose  ici.  Elles  permettent 
d'etudier  en  detail  la  loi  de  Faction  elementaire  entre  electrons  en 
inouvement,  et  font  voir  en  particulier  qne  cette  loi,  presque 
entitlement  inconnue  aux  grandes  vitesses,  comporte,  meme  aux 
petites  vitesses,  un  paramelre  indetermine  K,  qui  n'est  pas  sans 
analogic  avec  celui  qu'Helniholtz  a  introduit  dans  sa  theorie. 

Je  tiens  toutefois  a'  preciser  la  portee  toute  provisoire  de  ces 
hypotheses.  En  efiet,  lorsque  les  particules  (ou,  si  Fon  veut,  les 
actions  bu  energies)  emises  par  un  corps  electrise  atteignent  une 
a  litre  charge  electrique  et  en  modifient  le  mouvement,  le  principe 
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cTcU'linn  el  de  reaction  exi^e  qu'elles  subissfnt  de   leur  cute   line 

deviation  on  1111  rhangeiiteut.  el  ii  est  fort  remarquable  que  Fex- 
perienre  tie  Fizeau  sur  Feiilraiiieiueni  des  ondes,  de  meine  que 
certains  aulres  fails  d'Optique,  ne  soul  pas  compatibles  avec  Fhy- 
pothese  adznise  ici,  rt  exigent  uoe  lelle  reaction.  C'est  le  contraire 
qui  arrixe  dans  i'hvpotliese  de  I'etlier,  ainsique  I'a  mis  en  evidence 
XI.  Poinrare  :  la  liteork*  de  Hertz,  tjiii  satisfait  an  principe  d'actioii 
et  de  reaction,  est  incompatible  avec  ['experience  de  Fizeau;  celle 
de  Lorentz,  qui  n'v  salisfait  pas,  explique  parfaitement  1'expe- 
rience.  Mais  M.  Poineare  a  montre  qu'en  attribuant  a  1'energse 
rajonnante  une  quanlite  de  mouvement.  lout  s'arrange;  or  celle 
iijpotfiese  est  naturelle,  si  cette  energie  est  projetee,  el  non  pro- 
pagee,  et  c'"esi  precisement  ce  qui  permel  de  sauvegarder  le  prin- 
ripe  dans  la  nouvelle  linage  que  je  propose.  On  pen  I  meme 
entrevoir  ia  possibilite  d'obtenir,  par  ces  principes,  les  termes 
electrodvnamiques  dependant  de  la  vitesse  et  de  Facceleration,  par 
la  seule  consideration  de  la  propagation^  problenie  que  Gauss  a 
pose  dans  sa  celebre  lettre  a  \V.  Weber,  et  cjue  la  theorie  de 
Maxwell  n'a  pas  resolu,  puisqiTelle  introduit  pour  ces  termes  une 
quantite  speciale,  le  potentiel  vecteur. 

Je  reviendrai  ailleurs  sur  ces  questions  :  les  remarques  qui  pre- 
cedent suffiseot  a  expliquer  pourquoi  je  n'ai  pas  fait  rentrer  1'Op- 
lique  dans  ie  cadre  de  cette  etude  critique. 

Sous  bien  des  rapports,  la  tlieorie  nouvelle  ramenera  done  le 
lecteur  a  des  idees  classiques  destinees,  semblait-ii,  a  1'oubli  defi- 
nitif.  L'interprelation  de  certaines  experiences  en  sera  necessaire- 
nient  modifiee.  En  parliculier,  une  partie  ou  la  totalite  de  la  masse 
pourra  bien  eire  d'origineelectromagnelique,  niais  elle  sera  con- 
slante  et  ne  saurait  dependre  d'une  vitesse  absolue.  Ce  sont  les 
forces,  el  non  ia  masse,  qui  varient  :  les  experiences  de  M.  Kauf- 
mann  admettent  egalement  cetle  nouvelle  maniere  de  voir. 

Les  nouvelles  formules  sont  applicables  a  la  gravitation;  elles 
permetlent  de  supprirner,  au  moins  en  grande  partie, .  la  diver- 
gence la  plus  sensible  qui  subsiste  a  1'heure  qu'il  est  entre  le  calcul 
et  1'experience  :  le  mouvement  du  perihelie  de  Mercure. 

La  theorie  des  electrons  a  constitue  tin  premier  retour  partiel  des 
idees  de  Maxwell  a  d'autres  plus  anciennes,  et  pour  ceux-la  ineme 
qui  considerentcomme  indispensable  une  nouvelle  evolution  dans 


le  nieine  sens,  les  bvpotbeses  si  fecorides  intruduite*  par  .M.  Lorenlz 
conservent  loule  leur  importance,  et  la  forme  luatiiemalique  qiril 
leura  donnee  conlinuera  clans  Lien  des  cas  a  elre  In  plus  elegante 

et  la  plus  pratique. 

PREMIERE  PARTIE. 
5;  I.    -  KAPPKL  I»K  n  TIIEORIE  I>E  LORENTZ  i  l  ;. 

On  sail  que  Maxwell  n'avait  pas  fait  dltvpollieses  sur  la  nature 
du  courant  electrique.  M.  Lorenlz  admet  que  lout  courant  de  con- 
duction resulte  du  mouvement  fie  particules  electriques,  soumises 
a  une  sorte  tie  frottement  dans  les  conducteurs,  a  des  forces  elas- 
tiques  dans  les  die'leclriques;  el  de  nombreux  fails  sont,  dans  ces 
dernieres  annces,  venus  confirmer  celte  iiypolliese.  Ceile  concep- 
tion a  pennis  a  M.  Lorenlz  de  ne  considerer.  dans  ses  Equations 
fondamentales,  que  le  seul  dielectrique  etlier.  Renoncant  a  une 
explication  purement  mecanique  eta  I'iinpenetrabilite  de  la  matiere, 
M.  Lorentz  considere  Kether  comnie  immobile,  el  present  me  me  a 
rinterieur  des  ions  et  electrons.  Ces  derniers  le  moditient  phvsi- 
quement,  et  cetle  modification,  qu'il  est  difficile,  a  vrai  dire,  de  se 
representer  sons  une  forme  concrete,  esl  caracterisee  par  deux 
vecteurs  :  le  vecteur  electrique  on  displacement  dieleclrique  E, 
dont  les  coniposaol.es  sont  Er,  Ev,  E-,  et  le  vecteur  magnetique 
H  ( Hx,  Hv,  H-V  Les  charges  electriques  sont  lixees  aisx  ions  con- 
si  deres  comme  indeformables.  Soient  z  la  densite  electrique,  mesu- 
ree  en  unites electrostatiques,  au  poinl^'yz.  a  1'instant  /,  le  systeme 
de  coordonnees  etant  lie  a  Fether  immobile,  et  r  la  \itesse  de  la 
matiere  electrique  en  (,x,  ti\  ^,  £),  c  la  vitesse  de  la  lumiere;  on  a, 
entre  ces  grandeurs,  le  svsteme  d?equations 

dll:       dHy       i  di\r  c\r 

ofy  ()z          c     dC      '       '"^  c 


Ox         c    fit 
~f)y~  ~~  ~c     ot    ~*~  *'  "l"  c 


(l)  H.-A.  LoiiENTZ,  Archives  nee  rl.,  t.  XXV,  1892;  Versuch  einer  Theorieder 
elektrischen  tind  optischen  Erscheinungen  in  bewegten  Korpern,  Leiden,  1896; 
Elektronentheorie  :  Enzyklopadie  der  math.  Wissenschaflen,  Bd.  V,  Heft  i, 
Leipzig,  *9o4-  —  POINCARE,  JElectricite  et  Optique,  Chap.  Ill,  p.  42 -• 
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I  A-  I'h.uiip  airisi  free  dans  1'ether  par  les  autres  charges  presents 
eierce  sur  S\:lrsriieiil  de  charge  p  -T/T  la  force  mecaiiique  represente 
fit  "Tandem1  el  en  direction  par  le  vecteurFpt/T,  ou 


•M.- 


Dans  eetfe  theorie,  il  n'y  a  pas  de  magnelisme  :   Faimantatio] 
pro\ient  des  courants  particulaires  d'Ampere. 

Moyeimant  certaines  hypotheses  sur  lesquelles  nous  aurons 
reveiiir,  ce  systeme  d'equations  s'integre  par  Fintroduction  de 
potent  ids  retardes.  On  demontre,    en  effet,   que  toute  solutioi 
du  systeine  (I )  a  (V),  ou  Fon  suppose  p,  vx,  vr,vz  donnes,  peut  s< 
i ne lire  sous  la  forme 

E  r  =  — I  -l-£  , 

dx        c     <)t 


{  E  =  —  —  —  .1  d*y 
1    -v        Ay      c    dt  ' 


i  VII  > 

u..., 

I   H,=  ^_ 
i  fy 

tVIIIi  ;  H-  =  - Ajr 


les  fonctions  <1>  (potentiel  scalaire)  et  Xr,  Ar,  \.z  (composantes 
du  potentiel  vecteur)  etant  continues  a\et:  leurs  derivees  pre- 
mieres dans  tout  I'espace,  nulles  uTinfini,  ei  satisfaisantaux  equa- 
tions 


(IX  i 


(X, 


I        (ft  Cf> 

A4>  =    (TT3, 

Co      (ft-  ' 


4-ocv 


c-     of- 


el 
(XI 


dx          (jy          dz  c   dt 

M.  Lorentz  satisfait  a  ces  conditions  en  posant 


(XII) 


(XIII) 


Ces   expressions  ont  la  forme  de  potentials   newtoniens,  avec 
celte  difference  qu'au  lieu  de  prendre  la  valeur  de  p  au  point  x*  y*  z1 

a  Tinstant  /,  il  faut  la  prendre  a  Finstant  anterieur  t'=  t  —  ->  le 
temps  -  etant  necessaire  a  la  propagation;  c'est  ce  qu'avec  M.  Lo- 
rentz nous  indiquerons  par  la  notation 

[?']  =  ?(*',/,*',*-••)> 

,y>*'1   t  -  - 


Le  champ  est  ainsi  completement  determine,  et,  en  introduisant 
les  expressions  (XII)  et  (XIII)  et  dans  les  formulas  (VII),  (VIII) 


y2f>  »*:i'VRE>    DK    WAI.TilEft    EITZ. 
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t?.r      r          c-  til        r 

<•<*     »     hV.rj «V    ±    |p>v|. 

C'-    fir  /*  C'-    'JT  /' 

clr  £.  i  ."'^1  _  !>  ^_  ^''r^l  __  !^£ 

r-   tj,r        r  c-  HV        r  c-  (Jz        r 


ei  des  expressions  analogues  pour  Fv,  Fr,  En  inlroduisant  la  de 

vec  totale 

d        u  if  d  d 

t/f       of        '*  ffr 

et  posant 


M.  Schwarzschild  f  ')  a  trouve  pour  Fj.  la  forme  remarquable 


C/est  la  forme  des  equations  deLagraoge.  Les  expressions  (XI 
ei  (  XVI)  donnent  la  force  subie  par  un  point  electrique 
charge  egale  a  Cumie^  exprimee  an  moyen  cU  actions  elenu 
taires  analogues  a  celles  que  Ton  consideraitdans  1'ancienneEl 
trodynainique,  a  la  notion  de  transmission  non  instantanee  pr 
qifon  retrouve  d'ailleurs  cliez  Gauss  et  C.  Neumann.  Une  cba] 
e\  sensiblement  ponctuelle,  exerce,  sous  des  conditions  tres  ge: 
rales,  sur  line  autre  charge  analogue  e,  une  force 


\      ijy    '    tit  or.r  /  * 

'XVii  i  <;       /     ^>^      d  d^\ 

I  \  t)}'  <lt      t)Vy) 
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I  lelte  expression  >e  rednil.  en  premiere  appptxiii^ihoyi.  ,i  Li  •..;  -lij 
r«i!*rt;  tlt1^  di>tanres:  on  peut  ilonc  !a  n«*mnier  /•**/  'A*  V*  •*!  t^rt  x*  n*- 
rtilisrt1.  Son  expn-s>ion  explirite  ^era  donn*/e  plii^loin. 

I.)ai!>  <"scs  forniules.  la  notion  de  ch^mp  o  !nk*r\ienl  pdr»,   II   e^i 

coiuple  des  actions  e!ectrodvnamn|uei  an  moven  d'artions  .'t  dj-- 
taiice  dependant  des  positions.  \ile*>*is  H  aecrh-ri-jtion?  de>  pomt> 
t-leclriques,  a  ete  conduit  aux  memes  formules  \\  P!  \\  1  .  ,i\er 

refit*  >pole  dilference  qu<-*  les  actions  sont  instjiitam'eT.  en  »orle 
qiril  faiil  preiidrr  les  valems  de  z  el  ^  ti  firir-laist  /.  et  non  a 

f  instant  /  —  ',  • 

(...e  resultal  tres  reniarc|uaLIt',  du  a  M.  Scii\\arzschild.  monhe 
tjue  la  tlM'orie  de  Lorent/  se  rapproelie  i.»e»:tucoup  plur-  qu'on  ne 
pourrait  le  eroire  au  premier  ai>ord  des  theories  anoiennt>. 

La  premiere  forme  doniire  |.»ar  M.  Lorentz  a  sa  thenrie  Hah 
moins  abstraite.  en  ce  >ens  que.  sishanl  la  \oie  tracee  pi<r  \idi- 
\\ell,  il  partait  des  equations  de  Lairran^e  en  y  introduisant  de^ 
\arialdes  de  deux  espeees,  determinant,  ies  lines  les  position?  des 
particules  elerlri>ees.  les  aiifres  fetal  de  felhrr:  <*n  attribue  a  i-e 
dernier  line  thiergie  einematique.  sans  preeiser  ses  mou\enient$ 
internes:  il  suffil  que  «.'eux-ci  existent.  Le  prineipe  tfHainiltoii 
pennet  e^alement.  en  aslreigiian!  Ies  variations  a  cerlaines  condi- 
tions, d'obtenir  Ies  «*'«|iialsoits  fondamentales  i  I  ••  a  *  \  I  »  en  t-nn^!- 
deranl  f  enerii'ie  eleclrique 

£/••* 'v-'-^ 

comme  ener^ie  pi^tentielle,  et  Teiiergie  magnutique 

—     /*   H«   -r-IU .-r-   H?^/T 


I'uniiue  rner.ije  rnu'liqiie     -  •.  <  .rtle  J*'«iu»'hon  e?t  .issex  f«.»mphqii 
H  p'u!  HIV  faite  >ou*  Jf~  !*»rm»'s  Ji\frs«*-    -   . 

(  les  deux  asperls  Je  la  I  h*.:i»rir  Je  Lnrent/  sont  iieUeoieiii.  d 
fiiu'ls.  Le  second  >e  rappr  >«jh«'  df  la  theurie  <ie  I-iinuoi'  -_:{  *.  ».| 
bins  eu  CMinJui.-.iut  ;iu\  nii'iiit.'s  iunnuh's,  f;iii  >ur  It's  mou\emei 
de  rt-lhrr  «lan>  1111  rii;iin|t  rltM'truniii^mkiqiu.'  ties  hypotheses  p; 
cist's.  oiii|»ruiih'e>  \tu\  CMnr^'pIions  dt1  Lon!  Relviu  sur  I  etl 
j,i\Tosl»tli*pie.  L't'liiPr  fit  iiicoiiipressilil**  «*t  se  ineot  Jans  la  dir 
lioii  tit-^  liii  !!*••>  ile  inrce  ina^n»'h«.]iie.s. 

On  sail  i|i!f4  Ma\s\eli  eS  Hertz  ^xplitjiifnt  !es  forces  ineeaniqi 
«|u"t'prou\r  la  iiiahrre  Jans  mi  i.'hainp  elerfn-jinti^netnjue  par  i 
pressioiis  ijue  l"»'thrr  esl  suppose  exercer  sur  la  inatiere,  el  in\ 
senient  :  Fjirlinn  «.le  Fun  e*f  »;u'ale  ft  opposee  a  lit  rt;aotion<lel  an 
en  lout  point.  {  -fs  pressjous  lendcnl.  roiiniif  Helnihnltz  la  iii' 
Ire  ;  l  ;,  a  inelti'e  IVlher  su|')pos«*  incompressihlf  ^  en  moineine 
elles  soul,  par  unite  Je  volume,  proportionnelles  a  la  deri\ee 
rapport  au  tfinp*-  du  vet'leur  radiant  S  de 

I   S.r=  ^L-fF^H.-E- 

\         ' 

fX\'SI!i 


M.  Lorenlz  considere  Teilier  counne  iuiinohile:  !L  est  d< 
amene  a  ahandonnercette  the'orie  des  pressionsde  Maxwell,  el, 

la,  re«jalite  de  Faction  et  de  la  reaction,  la    force    non  coinpen 

.  •    .  ,  uS 

etaiit  caraclensee  par  le  \ecteur  •  —  <  '*  i. 

!"  i^/  x 

Remarquons.  en  termiiiant  ee  rapide  expose,  que,  si  Foil  ad) 
pour  I  ether  des  mou\ements  inconnus,  la  solution  des  equati 
n  esl  delenniuee  qu'a  des  quaulites  pres  Je  Fordre  de  la  vitessc 
1  ether  divisee  par  ceile  de  la  lumiero. 

<  :  ]  LOHE.MZ,  Proc.  Amsterdam  Acad.,  i^-i.'i,  p.  ii.>8  ;  Elektronentheorie.y 
el  170. 

i  -  )  LAR.MOU,  Aether  and  Matter*  Cambridge,  iC|*>,':»,  Chap.  IV.  —  Se.HWARZsa 
Cr  jttlm.  e  r  Trtc/ir.,  i  i»vj,  p,  u5. 

</»  LiiiMuif.  IV<  t\  /jfo'.  SoiC.,t.  LIV.  189:.,  p.    ji-is;  Aether  and  Matter. 

.     i   Ge&ammrlU  Abhfindlungen*  t.   Ill,  p.  -'>•:»»]. 

i  :  ,  I  mvvi;!,  Klrrtricite  et  Optitjue*  p.  .jf^. 
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i,  *  I-'..  <L  q-4  ^9  ,  •*  *  -*  r\  i  -  i  i  >  * 
louioiu  >  mi  nt  pL  t'iH-iif .  «)•*  1'ul  ^  *  '  <  .  :" 
Jans  t  e  deinier  t  t=».  .I'uiii^i  ii— :.  j*  ]'„ 
Jem  fuiecN.  Dan*  !e-  ?ciuatltL*>  dt  M  i  . 
3ieinple  »  art'toHtr  queic^nq  it,  '  re  ri  -i 
lions  d'espace  el  ie  V  rnp^,  T  ec  <  <^r  j»r^  « 
rnent  Hi  >ibi^  ti  in\a.'iit^j^  ,%i  ^*nt  '  - 
^onstantes  piixsiques.  Au  point  Je  \u».  p*n»  nienl  lu^iijut.  *  tst 
ionc  a\ec  raison  que  de  noinbreux  sa\ants  «'>nl  f'jele  1'intrnJiicliou 
Je  la  notion  <!*'  force  dans  les  enonce-*  i*»ndaiucntaii\  c^nnne 
Inutile. 

r/Electr«id\namique   inoderne    esl    lout    t'nt]*'te    in'ist/s-    sur   le> 

notions  Je  force  electrique  el.  de  forre  inai:'nf'ti*iue.  S'ii    v  avail,  a 
j  '..          j 

cela  wne  necessite  absolue.  il  faudrait  Ie  resrr«'tler.  Mais  il  n  en  esl. 
pas  ainsi  :  ces  notions  s'rliminent  f/es  ^fffttifi^fts.  elles  SOD!  logi- 
quemenl  inutiies:  lit  tlieorie  n'enunce.  en  dernirre  analvse.  qtie 
['existence  de  rertaines  relations  de  temps  el  J"t's>j>ace,  romme 
c'esl  Ie  cas  pour  la  MeVanique.  II  sera  done  preferable,  au  point  *ie 
vne  iogique.  d'expriiner  directement  ces  relations  :  on  re^'ien./ 
xinsi  fiux  net  ions  vlcmentiiires  classif/nt's. 

En  effet,  quelle  est  exactement  la  definition  des  vecieurs  »'»ij 
champs  E^  et.  H?  Je  Jis  que  ces  vecteurs  soul  deiiuis  par  la  ilu'-one 
elle-meme.  En  effel,  sans  connaitre  la  .signification  de  ces  svni- 


nous  examinerons  an  paragraplie  suivant,  integrer  les  equations 
fondumentales  par  la  methode  des  potentials  retardes,  et  Ton  sera 
conduit  aus  expressions  (XIV)  ou  (XVI  V;  les  equations  du  mou- 
vement  d'on  point  materiel  de  charge  e,  de  masse  in  et  de  coor- 

donnees  JV  r«.  -i  seront 


dr- 


Si  Ton  veu l  tenir  comp?e  de  faction  de  Felectron  sur  lui-meme, 
on  de  liaisons,  c'est  le  principe  de  d'Alembert  qui  doitetre  aj>pli- 
que,  et  Ton  a,  en  etendant  Vintegralion  a  tout  1'electron,  et  desi- 
^nant  par  ox^  or<,  0^1  des  deplacements  virtu  els  compatibles  avec 
les  liaisons,  par  uij,  pi  les  densites  de  la  matiere  et  de  1'electricite, 


-?.FV| 


Apres  avoir  remplace  F^,  .  .  .  par  leurs  valeurs  (XLV)  ou  (XVI) 
f  les  terraes  relatifs  a  Felectron  lui-meme  y  joueront  un  role 
special «,  on  n'aura  plus,  dans  (j')  et  (2),  que  des  relations  d'espace 
el  de  temps,  meme  lorsque  (JL=O,  c'est-a-dire  lorsque  la  masse  est 
tout  entiere  d'origine  electromagnetique. 

Or,  je  dis  que  les  equations  de  Lorentz  n'expriment  efiective- 
ment  rien  de  plus  que  (i)  et  (2),  c?est-a-dire  que  le  champ  dans 
Pettier  jntr  ne  joue  jamais  de  role.  En  efFet,  on  n'obtient  ce  champ 
en  grandeur  et  en  direction  qu'en  y  placant  un  corps,  et  en  obser- 
vant les  forces  mecaniques  qu7il  eprouve  ou  plutot  ses  mouvements 
et  ceux  des  ions  dont  il  est  le  siege,  mouvements  qui  sont  indi- 
ques  par  des  phenomenes  lumineux,  thermiques,  chimiques,  etc. 
On  ne  connait  done  directement  que  F,  et  cela  settlement  en  des 
points  tels  que  x^y{,  z^  oil  ily  a  de  la  matiere  electrisee,  et 
ion  en  deduit  E,  H  par  raisonnement  (ce  qui  n'est  pas  toujours 
tres  simple  lorsqu'il  faut  avoir  egard  an  mouvement  absolu).  C'est 
dire  qu'il  suffira  toujours  et  dans  tous  les  cas  de  connaitre  la  for- 
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mule  donnanl  F  comine  somme  d'aclionselementaires  exercees  par 
un  element  de  charge  sur  un  autre  element  de  charge,  et  que  cetle 
seconde  representation  esl,  an  point  de  vue  des  f aits  <  exactement 
equivalente  a  la  premiere  qui  partdti  champ,  et  les  equations  aux 
derivees  partielles;  celles-ci  ne  jouent  qu?im  role  intermediaire 
purement  mathematiqiie ;  on  pent,  si  Ton  vent,  se  passer  com- 
pletement  des  notions  de  champ  electrique  et  magnetique. 

II  iniporte  de  bien  pre'ciser  le  sens  de  cette  affirmation.  Dans  la 
theorie  de  la  lumiere,  par  exemple,  tout  peut,  dans  la  theorie  de 
Lorentz  ainsi  presentee,  se  ramener  a  des  actions  elementaires 
entre  les  ions  de  la  source  lumineuse,  ceux  des  dielectriques  ou 
conducteurs  qui  constituent  Fappareil  optique,  enfm  ceux  de  la 
retine  ou  de  la  plaque  sensible  qui  recoil  ^impression.  Ainsi  Fon 
est  habitue,  par  exemple,  a  rendre  compte  des  phenomenes  de 
diffraction  qu'on  observe  dans  le  cas  d'une  fente  pratiquee  dans  un 
ecran  en  considerant  avec  Fresnel  les  points  de  Tether  situes  dans 
la  fente  comme  autant  de  centres  d'ebraniement.  Cela  n'est  pas 
conforme  a  la  formule  des  potentiels  retardes  :  les  charges  elec- 
triques  seules  sont  des  points  de  depart  d'ondes.  La  theorie  de 
Lorentz,  ou  la  loi  des  actions  elementaires,  les  expliquera  par 
Faction  combinee  des  ions  de  la  source  et  de  cenxde  1'ecran:  ilest 
d'ailleurs  facile  de  montrer  par  le  principe  de  Huygens,  sous  !a 
forme  que  lui  a  donnee  Kirchhoff,  1'equivalence  des  deux  procedes 
au  point  de  vue  des  resultals. 

II  ne  seraitplus  permis  de  dire  que  le  champ  est  un  interme- 
diaire purement  mathematique  dont  on  peut  se  passer,  s'il  nous 
etait  possible  de  percevoir  son  existence  en  un  point  de  I' ether 
sans  placer  en  ce  point  aucune  matiere.  C'est  ce  qui  arriverait, 
par  exemple,  si  Tether  etait,  sous  Faction  du  champ,  susceptible 
de  se  modifier  ou  de  se  mouvoir  plus  ou  moins,  comine  le  veut  la 
theorie  de  Hertz,  et  comme  Texige  Lord  Kelvin  ( { ).  Des  expe- 
riences interferentielles  auraient  pu  mettre  cette  vitesseenevidence. 
Ces  idees  etaieiit  tres  gene'ralement  repandues;  mais  on  sait  que 


( ' )  Lord  KELVIN,  Baltimore  Lectures  on  molecular  dynamics  and  the  wave- 
theory  of  light,  London,  190^,  p.  169  :  «  It  is  absolutely  certain  that  there  is  a 
definite  dynamical  theory  for  waves  of  light,  to  be  enriched,  not  abolished,  by 
electromagnetic  theory.  » 


1'experierice,  inierrogee  a  bien  de-  reprises  (rj.  n'a  donne  que  des 
resuitals  negalifs.  comme  dViiSeurs  loules  les  experiences  desti- 
nees  a  meltre  1'ether  en  evidence.  L'hypothese  de  ces  mouvements 
n"a?  d'aulre  part,  conduit  a  aucune  explication  mecanique  plau- 
sible lies  actions  electriques  dans  leur  ensemble.  M.  Lorentz  a  ete 
ainsi  amene  a  en  faire  abstraction  dans  tes  exposes  plus  recents  de 
sa  theorie:  el  c'est  ce  qui  entraine  Faffirniation  qu'on  peut  elimi- 
ner  la  notion  de  force  et  de  champ  de  cette  theorie  sans  toucher  a 
aucun  fait  d'experience  reel  on  possible  suivant  elle. 

M.  Lorentz  avail  dejii  indique  t  -)  ce  point  de  vue  :  «  On  voil 
done  que,  dans  la  nouvelle  forme  que  je  vais  lui  donner,  la  theorie 
de  Maxwell  se  rapproche  des  ancieimes  idees.  On  pent  meme, 
a  pres  avoir  etabli  les  formules  assez  simples  qui  regissenl  les  mou- 
vements des  particules,  faire  abstraction  du  raisonnement  qui  y  a 
conduit  et  regarder  ces  formules  comme  expriniant  une  loi  fonda- 
mentale,  comparable  a  celles  de  \\'eber  et  de  Clausius.  »  Les 
actions,  toutefois,  ne  sont  plus  in^tantanees;  et  nous  avonsvuqu'a 
cette  importante  restriclion  pres,  ily  a  meme  identite  avec  la  loi 
de  Clausius. 

On  voil  faciiement  que  la  notion  de  champ  introduit  celle  de 
mouvement  absolu,  des  que  les  vitesses  interviennent  soit  dans 
1'expression  du  champ,  soil  daos  celle^de  son  action  sur  les  corps. 
II  n'en  est  plus  de  meme  s'il  ne  depend  que  des  coordonnees  et 
des  accelerations. 

§  3.    —    L'lRRKYKKSIBlUTK    ET   LES    POTEXTIELS    RETARDES. 

Je  me  propose  mainlenanl  d'examiner  de  plus  pres  les  hypo- 
theses qui  conduisent  des  equations  aux  derivees  (IX.)  et  (X)  aux 
formules  (XII)  et  (XIII)  les  potenliels  retardes,  el  demontrerque 
le  passage  des  secundes  aux.  premieres  est  immediat,  mais  que  la 
proposition  inverse  est  bien  loin  d'etre  vraie. 

11  faut  remarquer  d'abord  Fimportance  fondamentale  de  ces  for- 
mules. Par  opposition  aux  phenomenes  mecaniques,  les  pheno- 

C1)  rozr  en  particulier  0.  LODGE,   Phil.    Trans.,  t.  GLXXX1V,  1898;  HENDER- 
SON and  HENRY,  P-hyl.  Mag.,  5«  serie,  t.  XLIV,  1897,  p.  20. 
(3)  Arch,  neer.,  t.  XXV,  1892,  p.  4-33. 


menes  electromagnetiques  sont  en  general  inv\er$il>les  a  cause  «ie 
la  radiation;  on  peul  meme.  pour  r*e  motif,  esperer  obleriir  p;.if 
leur  moyen  ooe  interpretation  plus  complete  ties  piienorneees  phv- 
siques  irrevftrsibles.  Mais  les  equations  de  Lorentz  ne  changent 

pas  quandon  y  change  le  signe  du  temps;  eiles  contiennent  Faft'ir- 
ination  de  la  reversibility,  tandis  que,  dans  les  potentieU  reianle- 
el  les  actions  elementaires,  les  directions  positive  el  negative  du 
temps  jouent  des  roles  tout  diflerents.  On  y  a  introduiu  comme 
dans  les  cycles  irre'versibles  de  Helmholtz.  une  vitesse  dont  il  esl 
par  hypothese  impossible  de  changer  le  sens  :  la  vitesse  avee 
laquelle  les  codes  s'eloignenl.  consignment  des  corps  qui  les  on! 
emises;  c'est  de  la  que  decouie  rirreversibiliteelectromagnetique. 
L'hypothese  supplementaire  qui  y  conduit  doildon*'  etre  examinee 
avec  soin. 

Soient  f(JL\y*  z,  I  )  une  fonction  continue,  proportionnelle  a  la 
densite  electrique  p  (JL\  }\  :-,  t  )  et  cp  one  aulre  fonclion  jouissant 
dans  tout  Fespace  et  a  Finlini  des  proprietes  de  continuile  des 
potentiels  et.  salisfaisant  partout  a  1'equation 


II  est  facile  de  verifier  que  1'inlegrale 


:,  y,  ;,  t,= 


__  y  j2  __  ^  -  -    -'  j2  j 


est  une  solution  de  (3).  En  effet,  isolons  un  tres  petit  volume  T§ 
autour  du  point  xyz:  on  pourra  difFerentier  sous  le  signe  somnie 
l?  integrate  relative  aureste  de  Fespace  pour  laquelle  xyz  esi  un 

point  exterieur;  en  y  appliquant  Foperation  —  —  —  A,  on  trouve 

^** 
zero.   A  Finterieur  de  TO>  1'operation  —  s'effectue  encore  sous  ie 

signe  somme,  et  donne  un  resultat  tendant  vers  zero  avec  TO.  Pour 
effectuer  Foperation  A,  posons,  r  etant  tres  petit  dans  TO, 


l/operation  —  X  appliquee  an  premier  terme,  donne 


d'aprvsle  theoreme  <ie  Poisson:  pour  le  second  terme,  le  denomi- 
iialeur  /•  manquant,  ie  resultat  tend  vers  zero  avec  TO;  on  a  done 
Lien  1'equation  >'3  K  Je  n'insiste  pas  surles  conditions  de  continuite 
sans  importance  quril  iaut  admettre  pour  les  dcrivees  de/. 
On  demontrerait  de  inenie  que 


," 
,,,>  i 


h'f(x\y'.    3'. 


r  i     •     fi  r     r'     ''     t  -»  -  ' 

I         /         I         ./,         .  {  .          .0        ,  /          — ; 

ft          I  "'  \  '       -  '  ft        I 
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el.  plus  gen  era  feme  ut. 


sont  encore  des  solutions  de  ('3'),   pourvu  que  les   fo  actions  arbi- 
iraires  F!?  F2   satisfassent  a   la    relation 


!«  x, 


La  solution  ^<  correspond  a  des  ondes  qui  s?eloignent  en  tous 
sens  de  la  charge  rlectrique  qoi  lear  a  donne  naissance;  cc2,  a  des 
ondes  qui,  venant  de  Fiisiini,  convergent  vers  ces  memes  points; 
au  contraire  de  'j  i  qui  ne  depend  que  des  etats  anterieurs,  cp^  ne 
depend  que  d  etats  posterieurs.  La  solution  cp3  contient  les  deux 
especes  d'ondes;  enfin  ^t  correspond  a  des  ondes  dont  les  centres 
d"ebranlement  peuvent  etre  situes  dans  Tether  pur,  ou  /==  o. 
L'experJence  montre,  et  M.  Lorentz  admet,  que  les  ondes  '^  peuvent 
exister,  et  Ton  verrad'ailleurs(§  i)queFliypothese  contraire  entrai- 
nerait  des  consequences  inadmissibles,  telles  que  lapossibilite  d'un 
perpetuum  mobile.  On  en  conclura  d'abord  que  les  equations 
de  Lorentz  (et  le  resultat  s'etend  a  celles  de  Maxwell  etde  Hertz) 
admet  tent  line  infinite  de  solutions  satisfaisant  d  tout.es  les 
conditions.,  mais  incompatibies  avec  V  experience. 

On  trouve  effectivement  de  telles  solutions^  etl'on  estamenea  les 
ecarter  a  priori*  chaque  fois  que  Ton  calcuiepar  exempleles  oscil- 


latious  electriques  d?uii  sysleme  ^'sphere  conductrice,  excitateurde 
Hertz,  electron  oscillant,  etc.  i. 

Examinons  les  hypotheses  par  lesquelles  on  croit  pouvoir  eiixm- 
ner  ces  solutions.  On  demontre  qu'on  a  identiquement  pour  toute 
solution  de  «'3)  a  Pinterieur  cPune  surface  ferinee  S 


=  r  Ln^i_  rds-  j  K]2  _  i  [££]  _  ±  *:  r£l 

J  /•  f./s,         <  '  '  J  ^/i         r  I  d/j  J         c/'  o«  L  ^^  J 

ou  Ton  a  pose  comme  plus  haul 


Supposons  qu'a  un  instant  quelconque  t=  o  sit  lie  dans  lepassi' 
Ton  ait  eu  partout,  ou  du  moins  a  de  grandes  distances,  '5-=®, 

fc  i  •  •         i  * 

—  i-=o;  on   pourra,    pour    toute   vaieur    positive   de  /   el  en  tout 

point  xyz*  choisir  pour  S  une  sphere  de  centre  xyz  et  de  rayon 
l\>ct  suffisainment  ^rand  pour  que  tous  les  lernies  de  Fin- 
tegrale  de  surface  soient  mils  :  i!  restrra  Lien  la  formule  (  .{_). 
Ce  raisonnement  appelle  les  remarques  suivantes  : 

1°  Les  quanlites  qui  inlerviennenl  dans  la  theorie  eiectroma- 
gnelique  du  mouveineiit  mii  forme  de  Lranslalion  ou  de  rotation  ne 
satisfont  jamais  a  la  condition  relative  a  f  =  o:  cetle  theorie  resle 
done  exclue.  Plus  general  ement,  lesauteurs  qui  se  sont  ser\isdece 
raisonnement  ne  se  sont  guere,  la  formule  une  fois  etablie,  preoccu- 
pes  de  verifier,  dans  les  questions  qu?ils  ont  traitees,  si  cette  con- 
dition est  Lien  remplie.  Elle  ne  Fest  dans  presque  aucun  cas.  Or 
on  a  vu  que  la  formule  doit  etre  ahsolument  generale. 

2°  S'il  n:y  a  pour  t  =  o  qu'un  champ  tres  faible  a  grande  dis- 
tance, ce  champ,  si  c'est  celui  d'une  onde  convergente,  pourra 
acquerir  quelques  instants  plus  tard  une  tres  grande  intensite  en 
un  point  donne  de  1'espace;  il  ne  suffit  done  pas  de  supposer  le 
champ  faible  pour  Pinslant  £  =o  dans  tout  Fespace  (ou,  du  moins, 
a  de  grandes  distances);  il  faut  qu'il  soit  rigoureusement  nul  (ce 
qui  est  une  hypothese  d'un  caractere  inadmissible  en  Physique) 
ouqu'on  aitau  prealable  exclulesondes  convergentes,  ce  qui  serait 
une  petition  de  principe.  Dans  le  cas  du  son  (et  cette  analogic  peul 


iromper  iacilemerrt  i  ie  frol  lenient  de'lruil  toule  onde  apres  pe 
d'instanls,  el  le  raisonnemeiiL  est  pratiquemeut  ap|.)licahle  ;  il  n'e 
est  pas,ainsi  de  lY'ilier,  el  1'on  devrait  s'atlendre,  a  priori,  a  y  troi 

ver  un  elat  de  rlioses  analogue  a  celui  qu'on  observe  au  herd  d'un 
grande  nappe  d'eau  ou,  a  cote  des  values  divergentes  produites  ps 
les  corps  solides  du  rivage,  ii  en  esl  d'aulres  qui  viennent  constan 
merit  du  large  et  ne  sont  produile>  par  aucun  corps  solide.  Si  don 
la  formule  ''4  •  n'esl  pas  rigoureuse,  II  i'audra  s'attendre  a  cliaqu 
instant  a  la  creation  subtle  d?un  champ  intense,  sorle  de  vagu 
e'leclromagnetique  venanl  de  Finlini  ou  qui  diverge  d'une  region  d 
i'elher  vers  laijuelle  elie  a  d'abord  converge. 

3°  Le  seul  ravonnement  solaire  el  stellaire,  qui  cree  dans  tot 
Tiinivers  sideral  depuis  un  temps  eitremement  long  un  cham 
electroiuagnelique  oscillanU  obligerait  a  reeuler  Tinstant  ^  =  o  a 
dela  de  loules  les  limiles  du  connaissable.  Une  hypothese  si  for 
damentale  ne  doit  pas  presenter  ce  caractere  inadmissible. 

4"  Examinons  ce  qui  a  du  se  passer  avant  FinstanL  t  =  <.».  0 
demontrera,  en  changeant  c  en  —  c,  la  formule  analogue 


i      r\f\  , ,     r,Q.   .  ,  fV     i  /<*?'•      i  (fc'\  i  "/• 

,    =  /    - —  d-,  +•  /  efts  I  t;  p-  > ._     _i_     _...  -     -7- 

^/       r  J         L    *      dr        r  \  on  /        c  V  <)t  ]  r  on_\ 


Le  meme  raisonnement  donnera 


c?est~a-dJFe  qu'avanl  Finstant  ^  =  o,  les  oiides  etant  convergente: 
les  corps  s'echauffaient  par  le  rayonnement  et  constituaient  aim 
des  perpetimm  mobile. 

II  est  inutile  d'insisler  davantage.  L? hypothese  qiCon  part  d 
repos  (ou  les  modifications  sans  importance  qui  en  ont  ete  pn 
sentees)  n  Jest  pas  admissible  comme  base  de  la  loi  generale  dt 
potentiels  retardes.  Elle  ne  Test  meme  pas  pour  des  cas  particulien 
Considerons  un  oscillateur  hertzien  :  a  1'instant  ^  =  o  Fetincel! 
jaillit,  Ie  champ  magnetique,  d'abord  nul  partout,  est  perturb* 
mais,  au  bout  d'un  temps  tres  court,  le  systeme  est  de  nouveau  a 


repos.  II  ne  Pest  d'ailleurs  pas  exactement*  pas  plusqiril  ne  retail 
avanl  Pexperience  :  il  ne  Pest  que  sensiblement.  Si  nuos  parlous, 
dans  le  raisonnemenl,  du  premier  etal  de  repos,  il  n'v  aura  que 
des  ondes  converge nles.  Pourquol  choisissons-nous  le  premier,  el 
n'avons-nous  aucun  scrupule  d'ailleurs,  pour  one  nouvelle  expe- 
rience, de  choisir  le  second,  qui  joue  inaintenant  le  rule  de  pre- 
mier? (Test  que  les  parties  eloignees  de  Pespace,  et  inaccessible*  a 
Pexperience,  jouenl  dans  Phvpolhese  un.  role  preponderant  :  si 
elles  nous  amenaient  des  ondes  convergenles,  noire  raisonnemenl 
approximatif  fonde  sur  les  parties  rapprochees  ne  donnerail  bien- 
lot  plus  une  approximation  rneine  grossiere. 

Mais  heureuseinent  nous  savons  a  priori  par  une  longue  expe- 
rience que  les  ondes  eloignees  divergent,  el  c'est  ce  qui  nous 
permet  de  les  negliger,  mais  en  rendant  inutile  la  demonslration. 
Si  Tether  presentait  une  viscosite  analogue  a  celle  de  fair,  des 
considerations  toutes  differentes  interviendraient  el  il  n'y  aurait 
plus  lieu  de  s'etonner  de  Firreversibilite,  puisqu'on  Taurait  inlro- 
duitedans  les  equations  elles-memes. 

Plus  generalement,  aucune  theorie  qui  fait  sur  Petal  initial  des 
hypotheses  plus  speciales  que  ne  1'exige  la  loi  des  potentiels  ne 
sera  admissible  :  elle  exclura  certains  phenomenes  possibles  el 
admeltra,  pour  ^<o,  des  solutions  impossibles.  Quelle  est  des 
iors  la  condition  initiale  necessaire  et  suffisante  pour  que  uj)  ait 
lieu? 

Posons 

?  =  ?1-6; 
on  aura 

i    d-  ^        ,  ,  ~* 

(7)  T*W-*-° 

dans  tout  1'espace  i  =  o  a  Pinfini.  Pour  que  A  soil  nul    constam- 

ment,  il  faut  et  il  suffil  que  pour  t  =  o  on  ait  »i  =  o,  —  =  o  clans 

lout  1'espace.  Cela  revienl  a  dire  que,  pour  que  la  formule  (4)  ait 
lieu  toujours,  II  faut  et  il s ufftt  qiCelle  ait  lieu  en  deux  instants 
t  =  o,  t=.dt  injiniment  rapproches,  enonce  dont  il  n'y  a  evidem- 
ment  rien  a  tirer  au  point  de  vue  de  Maxwell. 

Peut-on  remplacer  Thypothese  sur   Tetat    initial   par  quelque 
autre  condition  generate  equivalente? 

R.  " 
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M.  Lorentz  <  ri  ne  fail  pas  asaire  de  cette  hypothese.  11  admet 
^implement  que  Tintegrale  de  surface  dans  (5)  s'annule  quand  S 
s'elotgiie  indeliniment.  Apres  avoir  ecrit  (4),  il  continue  :  «.  Cette 
solution  n'est.  done  pas  Tintegrale  generale  de  (3);  il  y  aura,  par 
exeinple,  aussi  des  solutions  correspondant  a  un  mouvement  des 
ondes  qui  serait  diri»'e  vers  les  elements  de  volume  au  lieu  de  s'en 
eloigner.  Nous  les  rejetterons  de  la  theorie  en  admettant  une  fois 
poor  toutes  que  les  elements  charges  sont  seuls  des  points  de 
depart  de  perturbations.  Nous  exeluons  aussi  tons  les  etats  de  Tether 
qui  sont  completement  indcpendants  de  la  matiere  chargee  :  si 
celle-ci  n'existait  pas,  1'ether  resterait  conslamment  au  repos.  » 

Mais  appliquons  sans  cbangemeat  ces  idees  a  la  formule  (6)  : 
Finlegrale  de  surface  s'evanouissant,  on  obtiendrait  des  ondes  con- 
vergentes.  Mais  ni  Tune  ni  Pautre  maniere  de  proceder  ne  sont 
admissible^  :  ces  integrales  de  surface,  considerees  comme  fonc- 
tions  de  x,  j%  z,  /,  sont  la  solution  generale  de  (6);  elles  ne  sau- 
raient  done  tendre  vers  zero,  pour  une  valeur  donnee  de  x,y,  ^,  /, 
lorsque  la  surface  s'eloigne  indefiniment  :  elles  ont  une  valeur 
invariable,  iinie  ou  nulle.  seion  que  la  solution  choisie  est  finie  ou 
nulle.  11  n'y  a  rien  a  lirer  de  telles  identites.  Enlin,  il  n'y  a  aucun 
sens  precis  a  attacher  a  cette  proposition  :  les  perturbations  depen- 
dant de  Tether  setil  sont  exclues.  Si  Ton  adoptait,  a  priori,  les 
formates  cp2  ou  'J3,  qui  ne  dependent  egalemeiit  que  de  la  matiere, 
on  pourrait  ecrire 


et  Ton  atirait  encore  le  droit  de  dire  que  $  est  independant  de  la 
matiere,  puisque  son  equation  ditterentielle  et  ses  conditions  de 
continuite  en  sont  independantes.  Dans  cette  maniere.de  voir, 
c'est  cp,  qui  contiendrait  un  terrae  independant  de  la  matiere.  Dira- 
t-on  enfin  que  Tetat  en  un  point  est  determine  par  T  «  histoire 
anterieure  »  de  la  maniere  seule?  D'autres  solutions  que  (3) 
restent  possibles. 


(*)  Elektronentheorie,  p.  i5S:rot/*  aassi  WIECHERT,  Arch,  neerl.,  1900,  p.  049, 
ct  P.  HERTZ,  Untersuchungen  iiber  unstetige  Bewegungen  eines  Elektrons 
Inaug.  Diss.,  Gottiogen,  1904,  p.  5  et  12,  en  note.  Daos  son  premier  Memoire  de 
3892,  M.  Lorenlz  se  conlente  de  verifier  que  les  equations  sonl  satisfaites. 
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L'insuffisance  de  ces  enonces,  et  d'aulres  analogues,  lient  a  ce 
cjiie  /«  decomposition  dj  un  champ  en  ondes  est  u/ie  operation 
mathematique  qui  pent  se'faire  d'une  Infinite  de  manieres. 
Mais  le  caraclere  de  ceile  operation  esl  doublement  artiiii.iei  an 
point  de  vue  des  idees  de  Max\vell,  car  la  consideration  de  fori- 
gine  des  ondes  exige  ceile  du  champ  entier  pendant  ua  intervalle 
de  temps  fini,  landis  que  Maxueil  \ovait  un  avantage  essentiel  de 
sa  theorie  precisement  de  ce  fait  qifelie  rend  inutile  la  considera- 
tion des  actions  elementaires  et  de  rorigiiie  du  champ  el  rie  se 
preoccupe  que  de  ['entourage  immedial  du  point  considere.  On 
voil  qifii  n'en  est  rien,  et  que,  pour  eliminer  les  solutions  physi- 
quement  impossibles,  il  ne  reste  qu'a  adopter  a  priori  les  formules 
des  potentiels  retardes,  qui  distiniruent  les  actions  elementaires 
comme  le  faisaient  les  theories  classiques,  el  a  constater  qu'elles 
satisfont  aux  equations,  c'est-it-dire  penvent  les  remplacer  comple- 
tement,  tandis  que  1'inverse  n?est  pas  le  cas. 

En  rapprochant  ces  resultats  de  ceux  du  paragraphe  precedent, 
on  voit  qu'en  derniere  analyse  c'est  la  for  mule  des  actions  ele- 
mentaires, et  non  le  systeme  d" equations  aux  derivees  par- 
tidies^  qui  est  V expression  exact e  et  complete  de  la  theorie  de 
Loren  tz. 

II  faut  ajouter,  il  est  vrai,  Fhypotliese  des  coordonnnees  abso- 
lues.  On  vient  de  voir  que  Tether,  an  lieu  de  jouer  un  rule  inde- 
pendant  et  meme  preponderant,  comme  on  aurait  du  s'y  attendre 
puisqu'il  est  cense  etre  le  reservoir  de  Unite  1'energie  electroma- 
gnetique,  se  derobe  une  fois  de  plus.  Son  seul  rule  va  consister  a 
fournir,  en  contradiction  avec  Texperience,  un  systeme  de  coor- 
doiinees  absolues. 

On  aura  evidemment  les  memes  diflicultes  pour  passer  d'un 
systeme  quelconque  d'equations  aux  derivees  partielles,  rever- 
sibles  au  moins  en  ce  qui  concerne  Tether  pur,  aux  solutions 
irreversibles  qu'exige  Texperience.  Dans  la  theorie  de  Hertz,  cela 
semble  meme  impossible.  Les  equations  aux  derivees  partielles 
et  La  notion  d ether  sont  essentiellement  impropres  a  expnmer 
I* ensemble  des  lois  de  la  propagation  des  actions  elect rody- 
namiques. 
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§  L  —  L'KXERGIE. 


Maxwell  a  montre  que,  dans  lous  les  cas  particuliers  ou  Ton 
connail  1'energie  eleclromagnetique,  celle-ci  peut  se  inetlre  sous 
la  forme  d*une  Integrate  etendue  a  tout  Pespace  qui,  dans  les 

hypotheses  de  Lorentz,  prend  la  forme 


W  =  -/,E^E|- 


Maxuell  admet,  et  c'est  un  point  important  de  son  systeme,  que 
chaque  eleraeot  de  volume  est  efiectivement,  et  dans  tous  les  cas? 
le  siege  d'une  quantite  d'energie  egale  a 


Poyndng  a  ensuite  demontre  qu'il  resulte  des   equations  gene- 

rales  que  pour  toute  surface  7  fermee  on  a 


ou  dT  est  le  travail  des  forces  exterieures,  et  Sw  la   composante 
suivant  la  normale  exterieure  du  vecteur  radiant 


Ce  theoreme  s'enonce  elegamment  en  considerant  Fenergie 
cornrne  un  lluide  indestructible  qui  se  meut  parallelement  au 
vecteur  radiant,  image  qui  presente  certains  avantages  et  prete  ie 
flanc  a  bien  des  critiques  ( ! ).  En  particulier,  on  peut  se  demander 
si  cet  enonce  :  1'energie  contenue  dans  tel  volume  a  telle  valeur 
a  vraiment  un  sens,  alors  que  nous  ne  pouvons  definir  que  des 
differences  d'e'nergie. 

Nous  laisserons  de  cote  cette  question  melaphysique,  pour 
etudier  Findetermination  dont  souffre  ce  mode  de  representation. 

(l  \   Voir  \V.  \ViEX,  Annaien   der  Phvxi.k  ?/.    r.h*m;<>    oe  ^,*\»     *   YT  v    ^SA^ 
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L'energie  electrostatique  d'un  systeme  est 


{  8  > 

0  2  =  St. 


/ 

les  deux  integrations  etant  etendues  a  toutes  les  parties  de  Fespace 
ou  se  trouvent  des  charges  electriques. 

II  est  evident  que  cette  expression  peut,  d*une  infinite  de 
manieres,  se  mettre  sous  la  forme  d'une  integrate  etendue  a  tout 
1'espace,  et  celle  que  Maxwell  a  choisie  est,  au  point  de  vue  de 
son  systeme,  particulierement  simple.  Mais  on  en  pent  indiquer 
d'autres  qui  auront,  par  exemple,  Favantage  de  se  rapprocher 
davantage  des  formes  usitees  dans  la  theorie  des  corps  elastiques. 
Ainsi,  introduisons,  au  lieu  de  la  force  electrique  E  en  x*y,  z  qui 
est 


le  vecteur 

„      c    (x  —  xi]  .  r    (r — Y\ )  r          v 

<9)       ^j^-Tf-^       ^=J^~ 7f-^       -=-' 

d'ou 

\  dx        dy    '    dz  ~~  J    r\     *1' 

\  'dy       dz  ~~~  °'        ~dz  ~~  ox  ~    '         dx       ay  ~~ 

Or,  si  £,  ri7  s  etaient  les  composantes  du  deplacementd'un  corps 
elastique;  1'energie  de  ce  dernier  serait,  conime  on  salt, 


(n)  . 

v     ;  I     \dx       dy 


^--i-.- 
dx  dy        dy  dz        dz  Ox        4 

_  i  /djj        ^V  __i 
4  \(?3  "*"  djV          4 
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quantites  nulles  1  ^  —  g)*,  •  •  •  et  transformant, 


"       cosn*+ 


...]dS'. 


Si  le  corps  elaslique  estinfinimenletendvi,  envertu  des  formul 
(9),  1'integrale  de  surface  s'evanouira,  et  il  restera 


L'electriclte  etant  supposee  invariablement  attachee  a  de  peti 
corps  solides  (ions)  kt,  on  a 


v 
=2» 


Le  premier  terme  ne  depend  pas  des  positions  mutuelles  d< 
corps;  son  integrale  par  rapport  a  x,y,  s^  etendue  atoutl'espac 
sera  une  constante.  Dans  la  double  somme,  les  variables  x^y^z 
x^y^  52  prennent  les  ensembles  de  valeurs  relatives  a  une  comb 
naison  quelconque  d'ions  differents  km:  kn]  on  n'a  done  jama 
x{  =  x.2:  y{  =^27  z\  =s*i  ce  qui  permet  d'intervertir  1'ordre  d< 
integrations  et  d'ecrire 


Pour  evaluer  1'integrale  prise  par  rapport  a  #,  y,  5,  inlroduisoi 
des  coordonnees  polaires   /*,  3",  cp,  avec  x{,  y{,  s{  comme  pole, 
ligne  -(x\,yii  z\ ),  (^27/2?  ^2)  comme  axe  polaire.  Soitri2ladi 
tance  de  ces  deux  points;  on  aura  a  calculer 

^     __   C  T A     C^  j^  C™  sin 3"  dr 

I  7*l  ~JG          9  J0       ^JQ      rf2-*-r*— 2n2rcos2r 

r'*  d%  f  r  — 

=  271  /      — -  (  arc  tang 

Jfi         r!2    \  >* 
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Les  valeurs  principales  (comprises  entre  —  —  et  -f- -  )  sont  - 
pour  r  —  oo,  et  3"  —  -  pour/'  =  o ;  on  trouve  finalement 

7V0  ''12         ~~  ''12' 

d'ou 

Tin      %T^       -     C     C  3i  so  d~i  d'z* 

(n)  W  =  7  ~3A   /      /    ' — — -  -i- const. 

//? ,  n  "l       " 

On  conclat  enfin,  en  choisissant  A  =  ^— ^>  que,  dans  les  hypo- 
theses faites  et  avec  les  unites  introduites,  I'energieelasiique^N1 
sera,  a  une  constants  additive pres,  egale  a  I' energie  electrique 
WE  donnee  par  (8)  et  que  1'on  a  en  parliculier  la  formule 


\VE 


i      C  I  d\        fa       ^\2   7 

E=  —  :  /  (-r-^-r-^-r     d~^ 

ZT^J    \dx        dy        dz  / 


formuie  irreductible  a  celle  de  Maxwell,  et  donnant  une  reparti- 
tion de  I'energie  toute  differente.  II  serait  aise  d'obtenir,  en  par- 
tant  de  la,  une  expression  analogue  pour  I'energie  des  aimants  et, 
par  consequent,  des  courants;  et  Ton  voit  que,  meme  en  exigeant 
la  simp  lid  te  des  formates,  la  localisation  de  L' 'energie  rest e  un 
probleme  indetermine. 

II  en  est  de  meme  du  flux  d'energie  ( ' ) ;  on  peut  toujours  modi- 
fier le  mouvement  dujluide  energie  de  facon  arbitraire  en  ajou- 
Lant  an  vecteur  de  Poynting  un  autre  vecteur  (#,(-',<*')  assujetti 
seulement  a  satisfaire  a  Pequation  des  fluides  incompressibles 

du.        riv        dw 

dx        Oy    '     dz          ' 

d'ou 


Le  theoreme  de  Poynting,  consequence  des  equations  generales, 
ne  leur  ajoute  rien;  la  localisation  de  V energie  doit  done  etre 
comptee  an  nombre  des  conceptions  logiquement  inutiles  (et 
peut-etre  parfois  nuisibles)  de  la  theorie. 


(l]  Voir  1'arlicle  de  M.  Voss  dans  Encyklop.  d,  math.  Wissenschaften,  t.  IV, 
art.  1,  1901,  p.  111-114. 
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Mais  il  est  un  a  litre  aspect  sous  lequel  il  importe  de  considered 
le  theoreme  de  Poynting. 

La  source  premiere  du  theoreme  de  la  conservation  de  Fenergie 
a  etc  et  restera  Fimpossibilite  experimentale  du  perpetuum 
mobile,  impossibilite  qui  doit  subsisler,  quelles  que  soient  nos 
Idees  sur  les  apports  cFenergie  qu'est  susceptible  de  fournir  Tether 
en  Fabsence  de  corps  materiels.  Le  theoreme  de  Fenergie,  sous  sa 

forme  classique 

\V  =  const., 

expliquait  cette  impossibilite.  Le  theoreme  de  Poynting,  n'exi- 
geanl  que  la  possibilite  de  la  transformation  cFune  integrate  de 
volume  (deja  en  partie  arbitraire)  en  integrate  de  surface,  exprime 
iniiniment  moins  :  loin  de  rendre  compte  de  cette  impossibilite, 
il  admet  parfaitement  la  construction  d'un  perpetuum  mobile. 
Cela  tient  a  ce  que,  tant  qu'on  n'a  pas  introduit  Fhypothese  des 
potentiels  retardes,  un  apport  conlinu  d'energie  par  des  ondes 
convergences  venant  de  Tinfini  reste  tout  aussi  possible  que  la 
perte  d'energie  qu'on  observe  en  realite.  Or  un  engin  qui  tirerait 
perpetuellement  de  1'energie  de  i'ether  seul,  independamment  de 
la  presence  des  corps  materiels,  serait  un  perpetuum  mobile.  On 
sail  cfailleurs  qu'en  adoplant  la  formule  des  potentiels  retardes, 
on  demontre  (4)  qu'une  particule  acceleree  perd  de  1'energie  et 
subit  de  ce  fait  une  reaction  proportionnelle  a  la  derivee  de  Facce- 
leration.  II  suffit  de  changer  le  signe  de  c  pour  passer  a  Fhypo- 
these  des  ondes  convergentes;  on  voit  alors  que  le  signe  du  vecteur 
radiant  change  egaleznent,  et  la  nouvelle  hypothese  conduira,  par 
exemple  dans  le  cas  d'ttne  particule  en  vibration,  a  une  augmenta- 
tion continuelle  de  Famplitude  avec  le  temps,  et  plus  generalement 
a  une  augmentation  d'energie  du  systeme. 

Le  theoreme  de  Poynting  n' exprime  la  loi  de  Venergie  que 
lorsqu'on  y  remplace  les  champs  par  leur  expression  tiree  de 
ses  potentiels  retardes,  restriction  qui  lui  enleve  beaucoup  de  son 
elegance  et  de  sa  portee. 

Si  Fon  part  d'un  etat  ou  le  rayonnement  est  sensiblement  nulet 
ou  1'energie  E,  peut  etre  evaluee  en  travail,  et  qu'on  arrive  a  un 

(J)  URENTZ,  Elektronentheorie,  p.  186.  —  LA.RMOR,  Aether  and  Matter, 
Chap.  XIV. 
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etat  analogue  (energie  E2),  le  systeme  etant  suppose  sousirait  a 
Faction  de  corps  exterieurs,  on  aura  dans  ia  theorie  de  Lorenlz 
(qui  suppose  admise  la  formule  des  potentiels) 


Fegalite  n'ayant  lieu  que  si  le  rayonnement  a  ete  continuellement 
nul.  L'impossibilite  du  perpeluum  mobile  ne  donne  egalement, 
dans  un  systeme  essentiellement  irreversible,  qu?une  inegalite  : 
Fenergie  ne  peut  jamais  augmenter.  II  y  a  parallelisme,  sous  ce 
rapport,  avec  la  loi  de  Fentropie.  En  fait,  Fenergie  eleclromagne- 
tique  ne  se  conserve  pas  en  general,  c'est-a-dire  qu'il  n'existe  pas 
d'integraie  W  =  const.  On  sauve  la  loi  de  ia  conservation  de 
Fenergie  en  attribuanta  Fether  la  quantite  perdue,  et  ce  precede  a 
certainement  de  grands  avantages,  surtout  quand  on  peut  recupe- 
rer  en  entier  Fenergie  perdue  par  le  systeme  au  moyen  de  corps 
qui  n'agissent  pas  sensiblement  sur  fui,  comme  les  corps  noirs, 
en  Optique.  Mais,  cette  energie  ne  produisant  pas  dans  ce  milieu 
hypothetiijiie  aucune  modification  qui  soit  perceptible  aux  sens, 
on  peut  se  demander  si.  dans  ces  conditions,  il  ne  serait  pas  pos- 
sible de  sauver  de  meme  toute  autre  loi  analogue,  et  on  Fa  fait 
effectivement  pour  la  quantite  de  mouvement  electromagnetique. 
Dans  le  cas  le  plus  general  du  rayonnement  electromagne- 
tique, la  conservation  de  V  energie  n'esl  plus  une  /o/,  mais  une 
convention.  C'est  la  une  evolution  assez  frequente  dans  le  domaine 
des  verites  physiques,  comme  Fa  expose  M.  Poincare  ('). 


§  5.    —    LA   GRAVITATION. 

Si  1'on  considere  les  theories  electromagnetiques  sous  leur  forme 
actuelle  comme  une  base  generale  pour  Fexplication  des  pheno- 
menes  physiques,  role  que  remplissaitjusqu'ici  la  Mecanique  seule, 
il  conviendra,  en  premier  lieu,  de  se  demander  si  Fon  peut  faire 
rentrerla  gravitation  dans  ce  schema  general.  La  notion  de  champ 


(:)  H.  POINCARE,  Science  et  Hypothese,  Paris,  1901.  Remarquons  encore  que 
cet  enonce  :  «  L'energie  du  monde  entier  sc  conserve  »  n'a  aucun  sens,  sauf  pour 
un  espace  a  courbure  positive  constante. 


3.jh  nervRES  DE  WALTIIER  RITZ. 

avec  SPS  consequences  est-elle  susceptible  de   s'y  appliquer? 

rpponse  donnee  par  Maxwell  (l]  est  negative. 

EninlriHluisant,  en  effet,  la  force  R^RyR-  que  ia  gravita 
exerce  en  un  point  xyz  de  1'espace  sur  Funite  de  masse,  on  poi 
Lien,  comme  en  Electroslalique,  determiner  cette  force  par  le 
leme  d'equalion  ([*  =  densile) 


_^_          _____ 

' 


—•  =  o, 


—  -  --- 
dy          ox 

el  la  valeur  de  1'energie  sera 

E  ^  --  L-    f  ^(RJ  -i-  R2  -f-  R|)  -i-  const. 
b  *-  1/ 

(Tunile  de  masse  elant  convenablement  choisie).  Comme  il 
attraction,  Fintegrale  a  le  signe  —  .  Or,  dit  Maxwell,  1'energie  e 
essentiellement  positive,  pour  que  E  soil  positif,  il  faudra  ch« 
pour  la  conslante  one  valeur  enorme,  superieure  a  la  plus  gra 
valeur  que  puisse  acquerir  Pintegrale  pour  toutes  les  posit 
possibles  des  corps  ;  Fenergie  intrinseque  du  champ  de  gravita 
doit  done  etre  diminuee  parioui  oti  3a  gravitation  est  sensi 
H  Comme  il  m'est  impossible  de  comprendre  comment  un  mi 
pourrait  posseder  de  telles  proprietes,  je  ne  puis  poursuivre  < 
cette  voie  la  recherche  de  la  cause  de  la  gravitation.  » 

On  pent  encore  dire  que  la  condition  de  stabilite  d'un  mi 
continu,  elastique  ou  a  litre,  est  toujours  que  1'energie  soitminin 
quand  la  deformation  est  nulle  ;  ici,  elle  est  maximum  pourR: 
le  champ  de  gravitation  serait  en  equil.ibre  ins  table  a  Vir 
et  par  tout  oil  R  est  mil. 

La  notion  de  champ  ne  semble  done  pas  pouvoir  s'appliqu 
la  gravitation:  il  ne  saurait  des  lors  etre  question  de  1'envis 
comme  one  base  generate  pour  1'explicatioii  des  phenomenes  ] 
siques. 

An  contraire,  la  loi  d'action  elementaire  qui  resulte  de  la  t 
rie  de  Lorentz,  si  Ton  y  remplace  les  charges  electriqaes  par 

(!)  MAXWELL,  Sclent.  Papers,  t.  I,  p.  670. 


masses,  peul,  comnie  d'ailleurs  leslois  analogues  de  Weber.  Gauss. 
stc.,  remplacer  la  loi  classique  de  la  gravitation  sans  que  les  termes 
nouveaux  et  la  propagation  ainsi  introduit.s  aient  d'influence 
appreciable  sur  les  phenomenes  astronomiques  «'  '  };  ces  lermes.  en 
effet,  sont  du  second  ordre  (2)  et,  par  consequent,  eilreinement 
petits.  On  sail  que  Laplace  etait  parvenu  a  ce  resultat  que  la  vitesse 
de  propagation  de  la  gravitation  est  an  moins  100000000  de  fois 
plus  grande  que  celle  de  la  lumiere;  niais  cela  tient  a  ce  que,  dans 
sa  maniere  de  concevoir  la  propagation,  celle-ci  introduisail  im 
terme  du  premier  ordre  et  que,  de  plus,  ce  lerme  correspond  a  un 
frottement,  ce  qui  n'a  pas  lieu  chez  Lorentz. 

L'explication  de  Zollner  adoptee  par  Lorentz  est,  on  le  sail,  que 
1'atlractiou  de  deux  cbarges  electriques  de  signecontraire  esllege- 
rement  plus  grande  que  la  repulsion  de  deux  charges  de  nieme  signe 
et  de  meme  valeur  absolue.  Gette  explication  delruit  Fiinile  du 
champ  electrique,  et  n'est  des  lors  applicable  qu'atix  actions  ele- 
mentaires. 

§  6.    —   L'  ACTION   ET   LA   REACTION. 

L  'ether  agissant  sur  les  ions  sans  subir  lui-meme  d'action,  le 
principe  de  Newton  n'est  pas  satisfait  dans  la  theorie  de  Lorentz, 
et  M.  Poincare  (3)  a  montre  qu'on  a  pour  la  resultante  de  trans- 
lation 

d-  rd- 


ou  les  integrates  sont  etendues  a  tout  1'espace  et  S  le  vecteur  ra- 
diant. De  plus,  un  corps  electrise  en  mouvement  uni  forme  exerce 
sur  lui-meme,  en  general,  uu  couple.  II  importe  de  considerer 
separemeiit  les  divers  aspects  de  la  question  qui  se  pose  :  peut-on, 
an  point  de  vue  des  fails,  tirer  de  cette  inegalite  de  Faction  et  de 
la  reaction  une  objection  a  la  theorie  de  Lorenlz?  La  reponse  est 
affirmative. 


(J)  LORENTZ,  Zittings  verslag,  Amsterdam,  t.  VIII,  1900,  p.  6o3;  WILKENS, 
Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906,  p.  846  ;  WALKER,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906, 
p.  3oo. 

I  I0~10 

(2)  G'esL-a-dire  contiennent  le  facteur  -  =  —  ~—  a  la  seconde  puissance. 

(3)  Archives  neer.,  2?  serie.  t.  V,  1900,  p.  262  ;  Electricite  et  Optique.  p.  HS- 


Considerons  d'abord  deux  electrons  de  charge  e,  e  ',  de  coon 
nees  JT«  r<  z:  xr,yf«  -',  de  vitesse  r,  v'  et  d'accelerations  w. 

places  a  une  distance  Fun  de  Pautre  grande  par  rapport  a  1 
dimensions.  MM.  Lienard  (')  et  Wiechert(2)  out  niontre  que 

a,  pour  les  potentiels  produits  par  e  P, 


oti  ii  faut  prendre  les  quanlites  placees  eritre  crochets  a  an  ins 

anterieur  t  ----  tel  que  1'onde  emise  en  cet  instant  atteigne  (j 
c 

en  t;  le  vecteur  /•  est  dirige  de  e'  vers  e,  et  Ton  a  1'equation 


I!  sufiira  de  considerer  le  cas  particulier  ou  les  vitesses  et 
accelerations  sont  faibles,  en  sorte  qu'on  peut  poser 


'  (  / 


r\  >  f 

=  x  (  t  ) 1 

c  /  c 


L  n  calcui  facile,  qu'on  trouvera  d?ailleurs  dans  la  seconde  Pa 
donne  alors  les  developpements  de  <l>  et  de  A,  d'ou  resulte,  ] 
la  force  ¥x  exercee  par  e  sur  e,  1'expression 


px^p  "'r  ~t-  WQ  COSOX~\ 

~»  --  s~r  --  :  -  -  -  !  —   ' 

p2C2  2C-p  J 


oil  toutes  les  quantites  t'',  w',  r  doivent  etre  prises  a  Finstant 
ou  p  est  la  distance  actueile  des  points  e1  ef. 

Cette  expression  contient  les  vitesses  et  les  accelerations  d 
maniere  dissymetrique  et  met  bien  en  evidence  Pinegalite  de 
tion  et  de  la  reaction,  meme  lorsque,  les  accelerations  etant. 
posees  negligeables,   il  n'y  a  pas  de   rayonnement.   Dan 

(')  LIENARD,  L'  Eclairage  electrique,  t.  XVI,  1898,  p.  5,  53,  106. 
(2)  WIECHERT,  Archives  ne'er/.,  >i*  serie,  t.  V,  1900,  p.  549. 


:as  d?un  mouvement  de  translation  uniforme  des  points  on  a 

.e  terme  multiplie  par  cos(p,  x]  est  dirige  suivant  ia  ligne  de 
jonction  de  ee'  et  satisfait  au  principe;  le  terme  -—-f-donne  une 
force  parailele  a  <;,  appliquee  a  e,  et  une  autre,  egale  et  opposee, 
ippliquee  a  e '.  Si  les  charges  e,  e1  sont  liees  par  une  droite  rigide, 
^es  deux  forces  donneront  un  couple  dont  Faxe  est  perpendicu- 
iaire  a  la  vitesse  v  et  la  ligne  de  jonction  c. 

On  verra,  dans  la  seconde  Partie,  qifaucune  experience  n'exige 
cette  dissymetrie  en  ce  qui  concerne  les  vitesses,  et  cela  est  evi- 
dent a  priori*,  car,  aucune  experience  n'ayant  mis  en  evidence 
autre  chose  que  des  mouvements  relatifs,  Fexpression  (i3)  doit 
pouvoir  etre  remplacee  par  une  autre  qui  ne  contient  que  des 
vitesses  relatives  au  second  degre;  une  telie  expression,  assujettie 
a  etre  une  composante  de  vecteur,  ne  saurait  presenter  une  telie 
dissymetrie. 

D?autre  part,  une  experience  de  MM.  Trouton  et  Noble  ({ ),  qui 
aurait  du,  dans  le  cas  d?un  condensateur  charge,  inettre  en  evidence 
le  couple  dont  il  a  ete  question,  a  donne  un  resultatnegatif.  En  ce 
qui  concerne  les  termes  relatifs  aux  vitesses^  Uinegalite  de 
V action  et  de  la  reaction  constitue  done  certainement  une  grave 
objection  de  la  theorie  de  Lorentz. 

On  ne  saurait  en  dire  autant,  au  point  de  vue  experimental,  de 
la  dissymetrie  des  termes  qui  dependent  de  Facceleration  <p';  ils 
donnent  lieu,  en  effet,  aux  vitesses  faibles,  et,  quand  certaines 
conditions  de  synietrie  sont  satisfaites,  a  la  masse  electromagne- 
tique  et,  plus  generalement,  a  une  reaction  d'inertie.  Pour  une 
sphere  uniformement  chargee,  de  rayon  R,  la  resultante  des  actions 

elementaires 

de  der  f     { 

''"'r-i-^p' 


•2C2p 

est 

i  f! w        *—w.    ± 
5   R  5   B  5 


la  quantite  ~  ~  est  done  la  masse  electromagnetique,  et,  en  fai- 


(l)  London  Transact.,  A,  t.  CCLI,  1908,  p.  i65. 
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sant  uieine  abstraction  cles  experiences  de  M.  Kaufmann,  rien  ne 
perinel  «Ie  nier  la  possibilite  crime  telle  reaction;  il  est,  ail  con- 
Iraire,  evident  qu'il  y  a  un  a\antage  considerable,  au  point  de  vue 
de  Fimite  de  nos  conceptions,  a  pouvoir  deduire  la  reaction  d'i- 
nerlie  et  Fenergie  cinetique  de  Fenergie  electromagnetique.  Nous 
etudierons  plus  loin  la  question  de  la  variabilile  de  la  masse  avec 
la  vilesse. 

La  theorie  de  Hertz  satisfait  au  principe  d'une  maniere  generale. 
Par  exeinpie,  a  la  pression  qirexerce  la  lumiere  sur  on  corps 
plonge  clans  le  dielectrique  air  on  ether  correspond  une  reaction 
de  in  erne  grandeur  appliquee  aces  dielectriques  ( '),  en  sorte 
que,  clans  le  premier  cas,  le  principe  est  satisfait  en  ne  conside- 
rant  que  la  matiere  seule.  Mais  Fexperieiice  a  demon tre  1'existence 
de  cette  pression,,  meine  dans  les  vides  les  plus  parfaits;  dans  ce 
dernier  cas  il  n?y  a  pas  de  reaction,  suivaiit  Lorentz,  et,  suivant 
Hertz,  il  y  en  a  bien  une,  et  Tether  est  mis  en  mouvement;  mais, 
pour  la  rendre  sensible,  il  faudrait  que  Fether  reiioncat  a  se  dero- 
her  a  toutes  les  experiences.  Pour  qui  ne  conserve  pas  cet  espoir,  il 
est  difficile  de  dire  si,  dans  ce  cas,  Pavaiitage  logique  est  du  cote 
de  Lorentz  qui  exprime  simplement  le  fait  d'une  action  sans  reac- 
tion, on  de  celui  de  Hertz  quisauve  le  principe,  mais  d'une  maniere 
telle  qiril  devient  une  simple  convention. 

Si  Fon  s'en  tient  aux  actions  exercees  par  les  ions  les  uns  sur 
les  autres,  sans  faire  intervenir  d'intermediaire  tel  cjue  Fether,  la 
vitesse  finie  de  propagation  entraine  la  non-simultaneite  et,  par 
suite,  rinegalite  des  actions  de  ions  separes  par  le  vide  (au  moins 
en  general). 

Dans  les  theories  classiques  de  i'Optique,  par  exemple  dans  la 
theorie  cle  la  dispersion  de  Sellmeier  et  d'Helmholtz,  Faction  de  la 
lumiere  sur  ies  molecules  etait  egale  a  la  reaction  de  celles~ci  sur 
Veiher;  le  principe  n'a  jamais  ete  considere  comme  s'appliquant  a 
la  matiere  seule.  Ce  qu?on  peut  objecter  a  la  theorie,  c'est  qu'il  serait 
plus  satisfaisant  que  1'intermediaire  fut  concu  de  maniere  a  repon- 
dre  a  la  condition  cFegalite  de  Faction  et  de  la  reaction,  et  j'ai 
indique,  dansFlntroduction,  que  Fenergie  ray onnante,  materialisee 
et  projetee  avec  la  vitesse  de  la  lumiere,  constitue  un  tel  in  term  e- 

(J)    POINCARE,   IOC.  dt. 


diaire  (1).  On  revient  ainsi,  so  as  une  forme  nouvelle.  a  la  theorie 
de  Pemission,  et,  pour  me  servir  de  Fexeinple  de  M.  Poincart',  ie 
recul  d'une  piece  d'artillerie  et  la  force  suhie  par  uii  corps  qui 
envoie  une  onde  d'energie  rayonnante  dans  une  certaine  direction 
deviennent  absolument  analogues,  ce  qui  irest  pas  Ie  oas  lorsque. 
au  lieu  de  se  servir  de  cette  image,  on  considere  Fenergie  comme 
propagee  (hypo  these  de  Tether). 

M.  Poincare  a  montre  que  Finegalite  de  Faction  et  de  la  reaction 
n'entraine  pas,  dans  la  iheorie  de  Lorentz,  Ie  mouvement  perpe- 
tuel  ;  il  faut  ajouter  :  a  la  condition  d'admettre  Fhypothese  des 
potentiels  retardes. 

§  7.  —  ANALOGIE  EXTRK  L'KTHER  ET  LES  CORPS  ELASTIQUES. 

Les  equations  de  Maxwell  et  de  Lorentz  prennent,  dans  Ie  cas 
de  Tether  pur.  une  forme  remarquablemenl  analogue  a  celle  des 
equations  de  Felasticite.  Quelie  est  la  significalion  reelle  de  cette 
analogic  ? 

Le  vecteur  electrique  E  satisfait,  dans  1'ether,  aux  equations 

,r  l     (j2Ev          M- 

AE  c  =  o.          --  —  AEV  =  o,          ---- 

2       - 


c         . 

or-  c2    or- 


et  il  en  est  de  me  me  de  H.  C'est  la  une  consequence  immediate 
des  equations  fondamentales  (I)  a  (IV). 

D'autre  part,  soient  q,  rn  ^  les  composantes  du  deplacement, 
suppose  petit,  d'un  point  d'un  corps  elastique,  A,  B  des  constantes, 
UL  la  densite  ;  on  a 

' 


<i5) 

ou 

\  ~~  dx~*~  dy        dz 

(')  Elle  permet  en  metne  temps  d'eviter  Ie  mouvement  absolu  et  d'aulres  dif- 
ficuk^s  (voir  Introduction  el  deuxierne  Partie). 


La  theorie  electromagnetique  montre,  on  le  sait,  que  E  est  id* 
que  an  vecteur  de  Fresnel,  H  au  vecteur  de  Neumann  (parallel 
plan  de  polarisation).  L'identiiication  des  systemes  (i4)  et 
conduira  a  une  theorie  elastique  de  la  lumiere.  Pour  cela,  il 
admettre  ou  Pincompressibilite  de  Pether,  c'est-a-dire  la  co 
lion 

~ox  ""*"  7y   '    dz  ~~    ' 

ou  la  condition  A.  +  B=o.  Dans  les  deux  cas,  Pidentificaiior 
immediate  ;  ces  deuxnianieres  d'expliquerla  non-existence  d'oi 
longitudinales  ont  ete  admises  Pune  et  Pautre.  Dans  chacun< 
ces  hypotheses  on  pourra  encore  choisir  entre  la  theorie  de  Fre 
qui  conduit  a  identifier  la  vitesse 


\  dt    dt  '  dt 

de  1'ether  avec  E,  ou  celle  de  Neumann  qui  remplace  E  par  H, 

Quelles  sont  les  conditions  generates  necessaires  et  suffisa 
pour  qu'un  phenomene  physique  caracterise  par  un  vecteur  si 
les  lois  exprimees  par  (i5)?  Je  dis  que  ce  sont  les  suivantes  : 

i°  Le  phenomene  est  reversible. 

2°  5,  rh  ^  satisfont  a  un  systeme  de  trois  equations  aux  deri 
partielles  qui  est  du  second  ordre  au  plus,  et,  du  moins  enprem 
approximation,  est  lineaire. 

3°  Le  milieu  est  isotrope  et  homogene. 

En  efFet,  vu  la  reversibilite,  les  equations  ne  contiendront 
de  derivees  premieres  par  rapport  au  temps  ;  on  pourra  les  resoi 
par  rapport  aux  derivees  secondes 


qui  sont  les  composantes  d'un  vecteur.  Vu  rhomogeneite, 
membres  de  droite  seront  a  coefficients  constants,  et,  vu  Pisotro 
ce  seront  des  sommes  de  composantes  de  vecteurs  obtenus  par 
ferentiation  de  ;,  r13  w,  par  rapport  a  x,  y,  z.  Or,  M.  Burckhard 


(!)  BURCKHARDT,  Math.  Annaleii,  t.  XLIII,  1898,  p.  197;  Enzyclop.  d.  m 
i$s.>  Bd.  IV,  Art.  1 4,  1901,  p.  20. 
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a  determine  tous  ces  vecteurs  :  lorsqu'on  n'admel  que  les  derivees 
premieres  el  secondes,  il  n'en  existe  que  trois  qul  soient  lineaire- 
nient  independants,  savoir 


,  A?), 


et  Ton  aura,  <2,  b,  c  etant  des  constantes, 

<^2  ~  a  \dx  ~~  ~dy)~r~     ';~1~C^' 

^2T|    __          /££  _  ^|   \    _,_   7     ,       _,_       ^ 
/J/i  \    /J^w  /i"    I       '  '  ^Jt/ 


En  changeant  les  signes  de  x,  y:  z  et  ajant  egard  a  i'isotropie 
complete,  on  trouve  a  —  o  ;   il  reste  done  bien  le  systeme  (i5), 

c.  o.  F.  D. 

La  condition  (i)  est  satisfaite  par  lous  les  phenomenes  mecani- 
ques  (et  nous  avons  vu  qu'en  realite  elle  ne  devrait  pas  elre  satis- 
faite par  les  equations  electromagnetiques,  qui  devraient  corres- 
pondre  a  des  phenomenes  ir-reversibles);  (2)  et  (3)  le  sont  par  les 
phenomenes  de  diffusion,  de  propagation  de  la  chaleur  et  d'autres 
qui  certainement  ne  presentent  entre  eux  aucune  connexion  de 
nature.  On  en  conclura  que  1' analogic  entre  (i4)  et  (i5)  est  beau- 
coup  moins  caracteristique  qu'on  n'est,  au  premier  moment,  porte 
a  le  croire.  On  ne  conclura  a  une  connexion  physique  reelle  entre 
les  deuxordres  de  phenomenes  que  si  Tanalogiese  continue  encore 
au  dela  de  cette  forme  analytique  generale.  Mais  c'estprecisernent 
ce  qui  n'est  pas  le  cas.  En  effet,  Thypothese  dela  vitesse  de  propa- 
gation nulle  des  ondes  longitudinales  (A -4-  B  =  o)  n'est,  comme 
1'ont  deja  remarque  Green  et  Cauchy,  pas  admissible  pour  un 
corps  elastique  fini;  un  tel  corps  n'opposerait  aucune  resistance  a 
la  compression,  son  equilibre  serait  instable.  Ce  n'est  que  recem- 
ment  que  V ether  gyrostatique  de  Lord  Kelvin  nous  a  permis  de 
concevoir  de  tels  systemes.  D'autre  part,  Fhypothese  de  rincom- 
R,  *3 


pressibilite  exige  Fintroduction  dans  les  equations  d'un  facteu 
Lagrange,  jouant  le  role  de  pression;   Identification  n'est 
possible  que  pour  les  cas  ou  cette  pression  est  constante.  Enfii 
conditions  aux  limites  qu'exige  FOptique  ne  sont  pas  celles  ( 
theorie  de  Felasticite. 

Je  ne  crois  done  pas  que  Con  doive  considerer  a  priori 
analogies  comme  I'indice  de  rapports  physiques  prof  onds  e 
les  deux  domaines.  Onne  s'etonnera  pas  trop,  si  Fonadopte  < 
conclusion,  des  difficultes  et  des  etrangetes  auxquelles  condui 
toutes  les  tentatives  faites  pour  etendre  ces  analogies  de  Fethei 
(ou,  en  somme,  les  equations  de  Maxwell  n'expriment  que  le 
de  la  propagation  uniforme)  aux  actions  reciproques  des  cha 
electriques  et  de  Fether,  exprimees  par  les  equations  generate 
a  (VI).  Pour  cette  partie  de  la  question,  je  ne  puis  mieux  faire 
de  renvoyer  au  Chapitre  que  M.  Poincare  a  consacre  dans 
Lecons  (')  a  la  plus  remarquable,  semble— t-il,  de  ces  tentati 
celle  de  M.  Larmor. 

§  8.    —    LA    MASSE    KLECTRODYNAMIQUE. 

Les  remarquables  experiences  de  M.  Kaufmann  sur  la  devial: 
electrique  et  magnetique  des  rayons  (3  du  radium  out  condi 
admettre  que  la  masse  des  corpuscules  ou  electrons  depend  de 
vitesse  et  est  tout  entiere  d'origine  electromagnetique.  L'exist 
d'une  reaction  d'inertie  electrique  et  sa  variabilite  avec  la  vil 
avaient  etc  prevues  par  la  theorie,  qui,  a  premiere  vue,  sei 
ainsi  avoir  recu  une  confirmation  remarquable.  Cependant,  de 
la  grande  portee  de  ces  conclusions,  il  convient  d'examiner  si 
s'imposent  absolument. 

Rappelons  que,  dans  ces  experiences,  un  faisceau  de  rayoi 
est  soumis  a  Faction  siniultanee  d'un  champ  electrique  E,  pro 
sant  une  deviation  7,  et  d'un  champ  magnetique  H  parallele 
donnant  lieu  a  une  deviation  s,  perpendiculaire  a  la  premiere, 
plaque  photographique,  perpendiculaire  aux  rayons  non  de- 
recoit  Fimpression  des  rayons  et  permet  la  mesure  directe  de 

C1)  Electricite  et  Optique,  ae  edition,  p.  677  et  suivantes;  LARMOR,  A 
and  Matter^  Cambridge,  1900. 
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de  z.  Solent  m  et  v  la  masse  et  la  vitesse  d'un  electron,  e  sa  charge, 
a  et  b  deux  constantes  de  Pappareil  ;  on  a,  d'apres  la  theorie  de 
Lorentz, 


Le  radium  emettant  des  rayons  de  toutes  les  vitesses,  dans  cer- 
taines  limites,  ces  equations,  ou  9  joue  le  role  de  parametre,  repre- 
sentenl  une  certaine  parabole  si  m  ne  depend  pas  de  9.  Or,  la 
courbe  observee  par  M.  Kaufmann  est  differente.  Ce  fait  com- 
porte  diverses  explications: 

1°  D'apres  M.  Lorentz,  le  deplacemeut  d'un  corps  electrise  par 
rapport  a  U  ether  equivauta  uncourantelectrique  dont  le  champ, 
par  im  effet  analogue  a  la  self-induction,  reagit  sur  le  corps  et 
donne  une  force  qui,  sous  des  hypotheses  tres  generales,  est  fonc- 
tion  lineaire  des  composantes  de  Pacceleration,  les  coefficients 
(masse  transversale  et  longitudinale)  etant  des  fonctions  determi- 
nees  de  la  vitesse  absoLue  v,  connues,  par  exemple,  pour  la  sphere 
et  Tellipsoi'de.  Dans  le  cas  des  experiences  de  M.  Kaufmann, 
la  masse  transversale  y-(^)  seule  entre  en  jeu  ;  si  Ton  introduit 
dans  (16)  la  fonction  [A(^')  au  lieu  de  m,  on  obtient  a  peu  pres  la 
courbe  observee,  soit  que  Ton  considere  Telectron  comme  une 
sphere  rigide  (Abraham),  soit  que  1'on  considere  seulement  son 
volume  comme  constant  (Bucherer  et  Langevin). 

Pour  apprecier  la  valeurde  cette  interpretation,  rappelons-nous 
que  le  calcul  de  la  masse  electrodynamique  repose  uniquement 
sur  la  consideration  du  mouvement  du  corps  electrise  par  rap- 
port a  I'ether  ;  la  position  et  la  vitesse  des  autres  corps  sont 
indifferentes,  c'est  la  vitesse  absolae  qui  entre  dans  la  formule. 
Dans  cette  interpretation,  Fexperierice  de  M.  Kaufmann  serait 
done  la  premiere  a  mettre  en  evidence  un  mouvement  absolu.  Or, 
sur  cette  question  delicate,  la  theorie  de  M.  Lorentz  est,  du  moms 
dans  la  forme  exposee  au  paragraphs  1,  en  disaccord  avec  Texpe- 
rience,  etce  disaccord  porte  en  particulier  sur  1'expression  de  la 
quantit^  de  mouvement  electrornagnetique  G  (  {  ),  dont  M.  Abraham 

(x)  Ce  vecteur  est,  comme  on  sait,  1'iategrale  du  vecteur  radiant  etendae  a  tout 
1'espace,  multipliee  par  -;• 

C" 


a  deduit  la  valeur  des  masses  longitudinale  eL  transversale.  En  e 
du  calcul  de  G  on  deduit  (*),  pourle  cas  d'un  condensateur  chs 
entraine  dans  le  mouvement  de  translation  de  la  Terre,  1'exisU 
d'un  couple  de  second  ordre  applique  au  condensateur. 
MM.  Trouton  et  Noble,  qui  ont  realise  cette  experience  (2),  n 
pas  observe  ce  couple.  La  quantite  G  ne  depend  done  pas  d 
vitesse  absolue  on,  du  moins,  pas  de  la  meme  maniere  qu'exi^ 
theorie  de  Lorentz.  II  en  faut  conclure  quc*  si  meme  lyacc 
entre  la  theorie  de  M.  Abraham  et  les  experiences  de  M.  Kc 
mann  etait par fait,  cette  theorie  ri'en  devrait  pas  moins  i 
consideree  com  me  doutease. 

2°  En  cherchant  a  eliminer  de  ses  Equations  1'influence  du  n 
vement  absolu,  M.  Lorentz  a  ete  conduit  a  certaines  hypoth 
nouvelles,  sur  lesquelles  je  reviendrai  au  paragraphe  suivant. 
dimensions    des    electrons,    en   particulier,    seraient  reduite 


,EL\ 
e-) 


de   leur   valeur  lorsqu'ils   sont  animes    de   la  vit 

absolue  p.  Cette  hypothese  conduit  a  des  formulas  nouvelles  f 
la  masse,  que  M.  Kaufmann  considere  comme  inconciliables  c 
ses  dernieres  experiences  (3).  Mais  cette  conclusion  me  sen 
doutense.  En  efTet,  prenons  pour  H,  E,  a,  b  les  valeurs  obser 
directement;  mais,  au  lieu  de 

—  =  j  880'.  io7, 
' 


valeur  qui  correspond  aux  rayons  cathodiques,  prenons  dan 
formule  de  MM.  Langevin  et  Bucherer 


—  =  r  ,o55 .  io7, 


dans  celle  de  M.  Abraham 


—  =  2,010.  io7 
m  o 


(*)  H.-A.  LORKNTZ,  Elektronentheorie,  p.  267. 

(2)  London  Trans.,  A,  t.  CCII,  1908,  p.  i65. 

(3)  Annalen  der  Pkysik,  t.  XIX,  1906,  p.  ^,87;  voir  aussi  M.  PLANCK,  Pfv 
Zeitschr.,  t.  VII,  1906,  p.  -p^. 
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nfin  dans  celle  de  M.  Lorentz 


lela  revienl  a  multiplier  dans  les  rapports  de  i  a  i,o4o,  1,0^0, 
,i3o  les  abscisses  et  les  ordoiinees  caiculees  par  M.  Kaufmann 

our  —  =  i,S8o.io7  (loc.   cit.,  p.  534).  On    Lrouve   ainsi  trois 

ourbes  dont  les  erreurs  sont  de  1'ordre  des  erreurs  d'experience, 
omme  on  le  verifie  en  porlant  ces  valeurs  dans  la  courbe?J/t£*.  1  1  , 
t5  M.  Kaufmann.  Ce  savant  a  observe  directement,  puis  deduit  des 

iverses  formules  proposees,  par  la  methode  des  moindres  carres, 

P 
ne  certaine  constante  —  >  independante  de  1'hypothese  faite  sur 

—  ;  la  formule  de  Lorentz  en  donnait  une   valeur  inadmissible. 

<-0 

TJI 

fotre  calcul  montre  que  la  valeur  de  TT-  determinee  de  cette  ma- 

iere  cornporte  une  incertitude  considerable,  car  nous  avons  pris 
i  valeur  observe1  e  directement,  et  les  erreurs  qui  en  resultent  ne 
epassent  pas  la  grandeur  admissible.  Quant  a  la  valeur 

—  =  i,88o.io7, 

m0         '. 

on  application  aux  rayons  [3  du  radium  peut  n'etre  pas  permise, 
luisqu'elle  ne  Vest  pas,  en  general,  pour  1'effet  Zeeman. 

En  somme,  ces  observations  ne  permettent  done  pas  de  pre- 
"erer  Fune  quefconque  des  formules  a  une  autre,  et  il  serait 
acile  de  multiplier  celles-ci  encore  plus. 

Mais  il  importe  d'observer  que  les  nouvelles  hypotheses  de 
4.  Lorentz  entrainentunchangementdans  Fexpression  de  la  force 
[u'exercent  1'un  sur  1'autre  deux  corps  Electrises  en  mouvement, 
;hangement  qui,  ainsi  que  le  d^montre  une  discussion  facile,  n'est 
ensible  que  pour  des  vitesses  comparables  a  celle  de  la  lumiere, 
;'est-a~dire  pour  la  seule  experience  de  M.  Kaufmann. 

3°  Ceci  conduit  a  une  remarque  gene"rale  ;  il  est  facile  d'intro- 
luire  dans  les  equations  de  FEleclrodynamique  des  termes  pr6sen- 
ant  cette  particularite.  Puisque  le  systeme  des  equations  (1)  a  (VI) 
>eut  etre  remplac£  par  les  actions  (^lementaires,  il  suffira  de  consi- 
lerer  celles-ci.  Or,  la  force  exercee  par  le  point  d  ,  de  vitesse  </, 


sur  le  point  e,  de  vitesse  ^,  contient  celte  derniere  sous  forme 
lineaire  avec  le  facteur  i;  il  contient  la  premiere,  dans  le  cas  de 
mouvements  uniformes,  sous  une  forme  tres  compliquee  (donnee 
par  M.  Schwarzschild);  on  a  va,  au  paragrapbe  6,  les  premiers 
termes  du  developpement  quand  -  est  petit.  La  dissymetrie  ainsi 
etablie  entre  v  etc'  n'est  pas  confirmee  par  I'experience,  etil  existe, 
comine  on  le  verra  dans  la  seconde  Partie,  une  infinite  deformules 
analogues,  ne  contenant  que  des  vitesses  relatives  et  different  par 
consequent  de  celle  de  Lorentz  par  les  termes  en  —  -  A  plus  forte 
raison  peut-on  aj  outer  des  termes  contenant  -?  du  troisieme,  qua- 
trieme  ordre,  sans  que  les  formnles  cessent  d'etre  en  accord  avec 
toutes  les  experiences  ou  -  est  petit:  la  formule  des  actions  ele- 
mentaires  de  Lorentz  pourrait  n'etre  que  le  commencement 
d*  un  developpement  en  serie.  On  pourra  disposer  des  fonctions 
arbitrages  de  v  ainsi  introduces  dans  (16)  pour  satisfaire  aux 
experiences  de  M.  Kaufmann  dans  I'hypothese  d'  une  masse  con- 
stante,  et  de  maniere  a  sauvegarder  completement  la  relativity  du 
mouvement.  C'est  ce  qui  sera  montre  avec  plus  de  details  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  travail. 

En  resume,  au  lieu  d'une  masse  devenant  infhiie  lorsqu'on 
approche  de  la  vitesse  de  la  lumiere,  nous  aurions  des  forces  qui 
s'annulent,  parce  qu'elles  se  propagent  precisement  avec  la  vitesse 
de  1'electron  mobile. 

Mais  il  y  a  plus  :  la  forme  meme  de  la  courbe  et  1'existence  d'nn 
point  ou  les  deviations  y,  z  seraient  nulles  et  la  vitesse  egale  a  c 
restent  douteuses.  En  effet,  posons 


e    Ea  e    Hb 


7=  --  ~>         *=  --  1/1—    —      9          ni  =  const., 
^        m    v- 


e    Hb  /  v  \ 

*=  --  1/1—    — 
m     v    y  Vac/ 

d'ou  la  parabole 


4  c*  m* 


tandis  que,  d'apres  Lorenlz,  pour  m=  const,  on  aurait  la  parabole 
parallele 


Les  valeurs  de  E,  H,  a,  b  etant  celles  que  donne  M.  Kaufmann,  et 
=  i,83o.io77  il  vient,  pour  les  valeurs  reduites  y' ,  z1  [de 
..  Kaufmann.  (loc.  cit.,  p.  529), 

y  —  0,0 1 60  -+-  o,556^'2. 

y'  calc.  — y'  obs. 


z1. 

y'  obs. 

I. 

II. 

o,  i35o 

0,0246 

H-o,ooi5 

+0,0014 

<M9'9 

0,0376 

—        ii 

—           9 

0,2400 

o,o5oa 

—            22 

—         18 

0,2890 

0,0645 

—            20 

—         1  1 

o,3359 

o,o8[  i 

—            20 

—          7 

0,383-2 

0  ,  I  OO  I 

—            25 

—          8 

o,43o5 

0,  1205 

—            15 

•+-             10 

0,4780 

o,  i4o5 

-4-            2 

-h         3o 

0,1667  •+•        ^5          -t-        63 

La  difference  entre  les  di  verses  valeurs  de  y]  observees  par 
[.  Kaufmann  et  la  coarbe  qui  representela  mojenne  de  ses  expe- 
ences  est  souvent  superienre  a  o,oo3o;  les  erreurs  de  la  troi- 
.eme  colonne,  Lien  que  syslemaliques,  doivent  done  etre  consi- 
6rees  coinme  admissibles.  Celles  de  la  quatrieme  colonne,  qui 
Drrespond  a  I'hjpo  these 


=  ,,780.10^, 


expliquent  complelement  par  des  erreurs  d'experience,  sauf  les 
euxdernieres.  Malsil  faut  remarquerqu'uiie  erreur  de  i  pour  100 
ans  la  inesure  absolue  dii  champ  magnetique,  qui  peut  fort  bien 
^suiter  d'une  accumulation  des  erreurs  que  comportent  les  diver- 
ts observations  necessaires  a  cette  mesure,  serait  surtout  sensible 
n  ces  deux  points  et  changerail  leurvy;  de  2  pour  100,  c'est-a~dire 
e  o,oo34.  Ces  derniers  points  n'ont  ete  observes  que  deux  fois, 
t  M.  Kaufmann  fait  observer  que  Ton  est  porte,  aux  extremite's  de 
t  courbe  ou  1'intensite  esl  iaible,  a  pointer  le  prolongement,  c'est- 
-dire  la  tangente,  d'ou  resulte  une  valeur  trop  faible  de  y1  .  Ces 
eux  considerations  sufiiraient  a  expliquer  les  erreurs  de  la  qua- 
^ieme  colonne.  Or,  dans  cette  courbe  (17),  le  point  critique  est, 
on  la  vitesse  de  la  lumiere  c:  mais  la  vitesse  relative  maximale 


2C  de  deux  rayons  lumineux  dans  un  meme  systeme  rigide,  ce 
n'aurait  rien  de  surprenant  dans  une  theorie  qiii  ne  consider* 
que  les  vitesses  relatives. 

La  deviation  magnetique  z'  est  nulle  en.  ce  point,  mais  no 
deviation  electrique,  qui  est  egale  a  pen  pres  a  la  moitie  de  la 
geur  (o,o3)  de  la  courbe. 

On  voit  combien  est  large  le  champ  qui  reste  aux  hypo  these 

Remarquons  en  terminant  que  la  vitesse  r  joue  simplemer 
role  de  para  metre,  et  se  determine  pour  chaque  point  de  la  coi 
au  moyen  des  valeurs  observees  de  y  et  de  5;  le  resultat  est  d 
rent  selon  la  theorie  adoptee,  et  1'on  pent  cvidemment  represe 
d'une  infinite  de  manieres  une  courbe  donnee  par  un  parairu 
Jl  en  serait  autrement  si  des  experiences  directes  et  precises,  t< 
que  celles  qu'ont  executees,  au  moyen  d'oscillations  hertzien 
MM.  Des  Coudres  et  Wiechert  pour  les  rayons  cathodiques,  c 
naient  une  determination  directe  de  9 ;  mais  de  ielles  experie: 
ne  semblent  pas  realisables. 

Les  expediences  de  M.  Kaufmann  s'interprblent  done  eg 
ment  en  modiftant  les  lois  acluelles  de  V Elect rodynamiqu 
maniere  a  supprimer  le  mouvement  absolu  et  a  rendre  La  rn 
etectrodynamique  constante.  On  ne  pourra  plus,  des  lors,  < 
clure  de  ces  experiences  que  la  masse  des  electrons  est  d'ori 
electromagnetique  ;  mais  cela  restera  possible  et  1' unite  des  fc 
physiques  gagne  a  cette  hypothese.  Quelle  que  soit  d'ailleu: 
the'orie  adoptee,  ces  experiences  y  joueront  un  r61e  trcs  im 
tant. 

§  9.    —   LE   MOUVEMENT   ABSOLU. 

En  placanta  la  base  de  FElectrodynamique  et  de  1'Oplique  1 
pothese  de  I'ether,  on  introduit  necessairement,  au  moins  poi 
propagation  de  la  lumiere  et  des  actions  eleclriqucs,  un  sysl 
de  coordonnees  ind^pendant  de  la  maliere  au  sens  ordinaire, 
devrait  done  s'attendre,  et  1'on  s'est,  en  eflet,  attendu  longtei 
a  une  influence  du  mouvement  absolu  on  mouvemeut  par  rap 
a  cet  ether  suppos^.  On  sait  que  1'experience  a  toujours  ete  n 
live.  La  theorie  de  M.  Lorentz  rend  com  pie  de  ce  resultat 
qu'on  considere  les  termes  du  premier  ordre  ;  mais  les  experie 


de  Michelson  et  Morley,  puis  de  Trouton  et  Noble  etde  Lord  Ray- 
leigh,  qui  auraient  du  mettre  'en  evidence  des  effets  du  second 
ordre,  ont,  conlrairement  a  la  theorie,  donne  egalementdes  resul- 
tats  nega til's.  MM.  Lorentz  et  Fitzgerald  ont  alors  admis  que  tons 


les  corps   eprouvent  une   contraction  dans  le   rapport  (i — ~ 

dans  le  sens  de  leur  vitesse  r  ;  on  rend  ainsi  cornpte  des  effets 
negatifs  observes  (').  Pour  expliquer  cette  contraction,  M.  Lorentz 
rappelle  que,  cl'apres  sa  theorie,  lorsqu'un  systeme  de  charges 
electriques  S,  au  repos  est  en  equilibre,  ce  meme  systeme,  lors- 
qu'on  le  suppose  anime  d'un  mouvement  de  translation  uniforme  c>, 
sera  encore  en  equilibre  si  1'on  modifie  ses  dimensions  dans  le 
rapport  indique.  Si  done  les  actions  moleculaires  suivent  la  loi  des 
actions  electrostatiques,  et  si  I'on  pent  faire  abstraction  du  mouve- 
ment moleculaire,  les  molecules  d'un  corps  solide  (levant  neces- 
sairement  prendre  la  position  d'equillbre,  la  contraction  admise 
aura  bien  lieu. 

11  est  evident  que  cette  hypo  these  bouleverse  nos  notions  surles 
solides.  L'invariabilite  de  certains  corps  lorsqu'on  les  transporte 
d'un  lieu  en  un  aulre,  qu'on  change  leur  orientation  ou  leur 
vitesse,  nous  donne  la  definition  experimentale  de  la  distance  et 
des  aulres  grandeurs  ge'ometriques.  Les  corps  dont  nous  nous  ser- 
vons  participant  necessairement  au  mouvement  de  la  Terre,  il 
existera  toujours  une  infinite  de  deplacements  et  de  rotations  qui 
changeront  leurs  dimensions;  et  comme  precisement  nous  n'avons 
aucun  irioyen  de  determiner  le  mouvement  absolu  qui  seul  entre 
en  jeu  ici,  ces  deformations  rcsteront  absolument  incormues. 
Comment  definir  physiquement  la  longueur  vraie  d'un  corps? 
L'affirmation  de  la  realite  de  cette  contraction  a-t-elle  un  sens? 
II  resulte  des  recherches  de  M.  Einstein,  sur  lesquelles  nous  re- 
viendrons  plus  loin,  que  la  reponse  est  negative. 

La  question  de  stabilite  donne  lieu  a  une  seconde   objection. 


(J)  M.  Planck  a  montr£  que,  si  Ton  admet  que  la  dcnsiU  de  I'tHher  a  la  surface 
de  la  Terre  cstau  moins  Soooo  fois  plus  grande  que  dans  les  milieux  interplan^- 
taires,  sans  qu'il  en  r£sultc  un  chaagernent  appreciable  dans  ses  propri^tes,  on 
peut  concilier  la  the"orie  de  Taberration  avec  Phypolhese  que  Tether  est  entraine 
dans  le  mouvement  de  la  Terre  (voir  LOIIENTZ,  Enzyklop.  Math.  Wiss.,  t.  V, 
art.  13,  p.  io4).  Ce  serait  la  une  propri^te  bien  etrange  de  1'ether. 


Un  systeme  de  charges  electriques  soumis  uniquement 
forces  electrostatiques  n'est  jamais  en  equilibre  stable, 
est  evident  lorsque  la  seule  restriction  irnposee  est  la  cons 
tion  de  1'electricite  :  en  changeant  toutes  les  dimension 
systeme  dans  le  rapport  de  i  a  i  -f-  s,  les  charges  d'elemen 
volume  correspondants  etant  egales,  on  aura  execute  une  d 
mation  compatible  avec  les  conditions  du  systeme  ;  Penergie 

bera  au  ( -J        de  sa  valeur  primitive:  1'equilibre  n'etait 

pas  stable.  La  sphere,  par  exemple,  est  pour  un  electron  defori 
une  figure  d'equilibre  instable,  et  cela  meme  si  Ton  suppose 
MM.  Bucherer  et  Langevin  que  son  volume  est  invariable  ( 
fortiori ',  lorsque,  comme  dans  Phypothese  de  M.  Lorentz, 
restriction  n'existe  pas.  Pour  obtenir  un  corps  solide,  il  faut 
ajouter  des  forces  d'un  caractere  tres  different  de  celui  des  f 
electrostatiques,  ou  cles  liaisons  autres  que  1'incompressibilit 
enfin  des  mouvements  tourbillonnaires,  donnant  un  equ 
dynamique.  Mais  dans  tous  ces  cas  V explication  de  M.  Lo 
ne  s'  applique  plus,  en  sorte  que  cette  explication  ne  me  se 
pas  acceptable. 

M.  Poincare  a  enfin  objecte  a  cetle  hypothese  d'etre  incomj 
de  nouvelles  experiences  pourraient  mettre  en  evidence  de 
veaux  termes,  et  il  faudrait  des  hypotheses  nouvelles  si,  comi 
doit  s'y  attendre,  le  resultat  est  negaiif.  La  question  de  Velin 
tion  complete,  du  mouvement  absolu  etait  ainsi  posee,  et  elle 
traitee  par  MM.  Lorentz  (2),  Poincare  (3)  et  Einstein  (/(). 

//  n'est  alors  plus  per  mis  de  considerer  comme  eehappt 
l} experience  la  difference  entre  le  «  tem,ps  local  »  et  le  «  i 
vrai»,  ce  qui  etait  un  point  essentiel  lorsqu'on  se  contentait 
pliquer  les  effets  negatifs  observes  jusqu'ici  et  quelques  J 
analogues.  Pour  nous  en  rendre  compte,  coiisiderons  deux  ] 
A,  B  qui  se  meuvent  avec  une  vitesse  absolue  constante  v  d; 
direction  AB.  Une  onde  lumineuse,  partie  a  1'instant  t  de  A, 

0)  C'est  ce  qu'a  fait  observer  M.  Ehrenfest  (Physik.  Zeitschr.,  t.  VI 
p.  802)  :  pour  la  gravitation,  1'equilibre  serait  stable;  mais,  en  changeant 
tractions  en  repulsions,  1'energie  change  de  signe,  l^quilibre  devient  inst 

(2)  Amsterdam.  Proceedings,  1908-1904,  p.  809. 

(3)  Comptes  rendu$,t.  CXL,  1906,  p.  i5o4. 
(*)  Ann.  der  Physik.,  t.  XVII,  igo5,  p.  891. 
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veraenB  a  1'instant  tf ;  elle  auraaparcourirl'espace  AB-f-  (t  —  t')v 
avec  la  vitesse  c ;  on  a  done 

AB-+- (^— £)c>                        ,                 AB 
t  —  t  —  ou         t  —  t  = 


La  duree  de  transmission  dependra  de  p,  et  ses  changements  coim- 
portent  un  terme  da  premier  ordre  —  AB  -»  la  correction  etanl 

precise'meiit  (aux  termes  d'ordre  superieur  pres)  celle  qu'il  faut 
appliquer  au  temps  vrai  pour  obtenir  le  temps  local.  M.  LorenLz(1) 
a  montre  que,  pour  les  phenomenes  terreslres,  cette  correction  est 
sans  influence  aucune.  En  particulier,  pour  determiner  directement 
la  vitesse  de  la  lumiere,  on  est  oblige  de  lui  faire  parcourir  1111 
chemin  ferine  qui  la  rameiie  an  point  de  depart;  les  termes  du 
premier  ordre  s'elimineiit  alors.  Ainsi,  dans  Pexemple  considere, 
si  I'oiide  emise  par  A  est  relleclue  en  B?  elle  arrivera  en  A  apres 
un  Lemps 


Mais  il  en  sera  aatrernent  pour  les  phenomenes  astrono- 
iniques  :  dans  la  determination  de  la  vitesse  de  la  lumiere  par 
des  occupations  de  satellites  on  n'  utilise  pas  un  chetnin  jferme  ; 
des  tors,  la  perturbation  qu,'  ap  porter  ait  dans  le  retard  observe 
r  hypot/iese  d'une  translation  d'  ensemble  du  systeme  solaire 
par  rapport  a  Pettier  serait  du  premier  ordre  et  dj  une  gran- 
deur observable. 

En  effet,  le  retard  d'une  occultatioii  pent  atteindre  —  (ou  d  est 

c 

le  diametre  de  1'orbite  terrestre),  c'est-a-dire  environ  i  ooo  secon- 
des.  Une  vitesse  absolue  du  systeme  solaire  (vitesse  qui  n'a  rien 
de  commun  avec  son  mouvement  par  rapport  aux  etoiles  fixes  les 
plus  rapprochees)  cgale  a  3okm  par  secondedans  le  plan  de  1'eclip- 

tique  arnenerait  une  correction  de  i  ooo  -  -  -  =0,1  secondepour 

le  retard  maximum  observe,  correction  qui  changerait  de  signe 
suivant  la  position  relative  de  la  Terre  et  du  satellite  par  rapport 
a  la  direction  de  ti^anslatioii;  les  dillerences  systematiques  pour  un 

(l)   Versuclie  einer  Theorie,  etc.,  p.  82  et  suivantcs. 
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long systeme  d'observations  atteindraient done  0,2  seconde,  qus 
qui  est  de  1'ordre  de  celles  qu'on  observe  en  Astronomic  (') 

Si  done  on  ne  veut  pas  admeltre  que  la  vitesse  de  la  lui 
depend  de  celle  des  corps  qui  1'emettent  et  est  purement  rel< 
comme  toutes  les  vitesses  (et  1'image  ether  empeche  seule  de 
duprincipe  de  relativite  cette  consequence  si  naturelle),  Ufa 
modifier  la  definition  du  temps. 

M.  Lorentz  a  enonce'  les  hypotheses  qui  permeltraier 
donner  aux  equations  d'un  systeme  entraine,  ainsi  que  les  ax 
coordonnees,  dans  un  mouvement  uni forme  v  de  translation  f 
lele  a  1'axe  des  #,  la  meme  forme  que  clans  le  cas  du  rep< 
admet  que  toutes  les  masses  sont  fonctions  de  la  vitesse,  abar 
nant  ainsi  le  principe  de  la  conservation  de  la  masse  (2).  II 
aussi,  comme  nous  Pavons  expose,  supprimer  la  notion  de  < 
solide  et  introduire  une  definition  nouvelle  du  temps;  ce  se 
variable 


qui  jouera  le  r6le  du  temps  dans  les  equations. 

Le  temps  ainsi  defini  ne  satisfait  presque  a  aucun  des  axi 
imposes  a  la  notion  de  temps  dans  le  sens  ordinaire.  Deux  e* 
ments  simultan^s  pour  un  observateur  A,  mais  ayant  lieu  e 
points  diflerents,  ne  sont  plus  simultanes  pour  un  second  obs 
teur  B  en  mouvement  par  rapport  au  premier :  la  simulla 
devient  une  notion  relative. 

Deux  temps  egaux  pour  Uobservateur  A  ne  le  seron 
pour  B. 

(£)  En  supposant  les  lois  de  la  gravitation  modifies  par  le  mouvement  < 
les  lois  de  PEleetrodynamique,  les  corrections  ne  seraient  que  du  second 
et  ne  pourraient  annuler  ce  terme  du  premier  ordre. 

(2)  Le  mot  masse  n'a,  dans  les  theories  de  MM.  Lorentz,  Poincare  et  Ei 
plus  de  signification  precise  :  le  nombre  qui  la  represente  d6pend  du  n 
ment  du  systeme  de  coordonndes,  mouvement  qui  reste  absolument  arbi 
Mais  la  force  depend  aussi  de  ce  mouvement,  et  ce  ne  sont  pas  les  deux  mi 
de  1'equation 

&x       _ 
m-        =X'         '   " 


La  regie  du  parallelo  gramme  des  vitesses  n'est  qu'appro- 
chee  :  ainsi,  v  et  vj  etant  les  vitesses  de  deux  corps  qui  se  meuvent 
en  sens  inverses,  par  rapport  a  un  premier  sysleme  de  coor- 
donnees,  la  vitesse  relative  du  premier  par  rapport  au  second, 
c'est-a-dire  celle  qu'observerait  un  observateur  entraine  dans  le 
mouvement  du  second,  n'est  pas  c  —  </,  mais 


etle  r  ester  a  constamment  inferieure  a  la  vitesse  de  la  lumiere. 
Pour  deux  rayons  [3  emis  en  sens  inverses  par  un  grain  de  radium, 
chacun  avec  une  vitesse  de  25ooookm  par  seconde,  la  vitesse 
relative  sera  non  5oooookm,  mais  2g4oookm  par  seconde. 

Les  mots  «  vitesse  »,  «  temps  »,  etc.  ont  done  acquis  une 
signification  bien  differente  de  celle  qu'ils  ont  habit  uellement^ 
et  n1  ont  plus  qu*  un  sens  tout  relatif. 

L/ether,  dans  cette  Cinematique  nouvelle,  ne  jouera  plus  aucun 
role,  puisqu'il  ne  nous  fournit  meme  plus  de  systeme  de  coordon- 
iiees  absolues.  Mais  cette  conception  nous  aura  obliges  a  remplacer 
les  axiomes  simples  de  la  conservation  de  la  masse,  de  1'invaria- 
bilite  des  solides,  du  parallelogramme  des  vitesses,  etc.,  axiomes 
qu'il  ne  faudrait,  semble-t-il,  abandonner  qu'en  dernier  lieu,  par 
des  relations  compliquees  qui  presentent  a  Fimagination  des  diffi- 
cultes  tres  considerables  (analogues  a  celles  qu'offrent,  parexemple, 
des  espaces  courbes  a  trois  dimensions),  et  que  nous  ne  pouvons 
traiter  rigoureusement,  en  general,  que  par  des  considerations 
analytiques.  11  faut  ajouter  que  cette  theorie  n'a  ete  presentee  par 
M.  Lorentz  que  sous  toutes  reserves. 

M.  Einstein  ( loc.  cit.}  a  presente  les  memes  restiltats  sous  une 
forme  differente.  II  admet  a  priori,  pour  la  vitesse  de  la  lumiere, 
une  loi  qui  comporte  naturellement  une  large  part  d1  arbi- 
traire ;  la  comparaison  avec  celle  que  nous  adopterons  dans  la 
seconde  Partie  de  ce  Memoire  le  montrera  suffisamment.  Elle  con- 
duit, avec  le  principe  de  relativite,  a  une  definition  de  la  simul- 
taneite  de  deux  evenements  en  des  points  differenls,  dont  il  fait 
une  notion  relative,  et  plus  generalement  de  la  Cinematique  nou- 
velle dont  il  vient  d'etre  question.  La  simultaneite  entrant  dans  la 


definition  de  la  longueur  d'un  corps  mobile  par  rapport  auxrep 
fixes  d'un  metre  etalon  (puisqu'il  s'agira  de  pointer  simultt 
nient  les  deux  extremiles  du  corps,  sinon  celui-ci  se  deplaci 
dans  Fintervalle),  ce  corps  semblera  d'une  longueur  differen 
un  observateur  au  repos,  selon  sa  vite'sse  plus  ou  moins  gn 
(bien  que  sa  longueur  vrar'e  soit  restee  invariable).  On  evite  < 
Jes  contractions  admises  par  M.  Lorentz,  ou  plutot,  on  voit 
leur  realite  n'est  qu'une  question  de  definition. 

M.  Einstein  verifie  que  les  equations  de  Lorentz  sont  ainsi  : 
dues  independantes  du  mouvement  absolu,  et  que  la  loi  adi 
par  lui  pour  la  propagation  de  la  lumiere  est  bien  en  harm 
avec  les  equations.  Celles-ci,  dans  la  mesure  ou  elles  enon 
cette  loi  de  propagation,  deviennent  ainsi  superflues;  de  plui 
raisonnement  ne  demontre  nullement,  comme  1'ont  cru  quel< 
auteurs,  que  ces  transformations  soient  le  seul  groupe  qui  1? 
invariantes  les  equations  de  Lorentz  ;  ce  probleme  releve  pi 
des  methodes  de  M.  Poincare  (loc.  cit.}. 

M.  Bucherer  (^)  a  ete  amene,  par  des  considerations  sur  la  i 
tivite  des  mouvements,  a  abandonner  la  notion  d'ether  :  <c 
equations  de  Lorentz  devront  tou jours  etre  appliquees  en  su] 
sant  le  systeme  de  coordonnees  au  repos  par  rapport  au  poii 
dont  on  etudie  le  mouvement.  »  M.  Bucberer  ne  considere  qi 
cas  de  mouvements  uniformes  ;  1'action  d'un  electron  anime  d 
vitesse  relative  u  =  vl  — -9  par  rapport  a  P  sera,  d'apres  la 
mule  (i3)  (ou  Ton  pose  9!  =  «,  c=  o),  donnee  par  la  formulc 


p* 

Pour  deux  courants  fermes,  on  veVifie  facilement  (voir  secc 
Partie)  que  les  termes  proportionnels  a  99'  seuls  jouent  un  r6 
Pexclusion  des  accelerations  que  nous  n'avons  pas  prises  en  co 
deration,  et  des  termes  en  p2,  t/2 :  c'est  d'ailleurs  ce  qui  doit 
ver  si  1'intensite  de  la  force  est  proportionnelle  au  produit 
intensites  des  courants.  L'action  de  deux  elements  de  courant 
sur  1'autre  sera  des  lors 

5—^-  cos(p,  x]  [—  cos(^,  ds')  •+•  3cos(p,  ds)  cos(p,  ds')}. 

(')  Physik.  Zeitschr.,  1.  VII,  1906,  p.  553. 
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Les  hypotheses  d'  Ampere  sont  vendees  :  Faction  est  parallele  a 
ligne  de  jonction  p  des  elements  ;  mais  la  parenlhese  devrait 
re 

p,  cfcjcosf.  ds'). 


Ukypothese  de  M.  Bucfierer  est  done  inconciliabie  avec  les 
is  des  co  ur  ants  fermes. 

Cela  tient  a  ce  que  la  notion  de  champ  cesse  d?y  etre  applicable. 

Nous  sommes  done  ramenes  aux  hypotheses  si  compliquees  qul 
it  ete  exposees.  Remarquons,  en  terminant,  que  ces  complica- 
DIIS  interviennenl  non  seulement  aux  grandes  vitesses,  maisaussi 
ins  Inexperience  de  Fizeau  sur  Fentrainement  des  ondes,  par 
:emple.  En  effet,  d'apresle  principe  de  relativite,  un  observateur 
itraine  dans  le  mouvement  de  translation  d'un  corps  transparent 
ouvera,  pour  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  dans  ce  milieu, 

meme  valeur  que  s'il  etait  an  repos  (la  periode  etant  supposee  la 
erne,  on  la  dispersion  negligeable).  On  en  conclurait,  dans  la 
inematique  ordinaire,  que  les  ondes  sont  totaiement  entrainees 
ir  la  matiere.  II  n'en  est  rien,  le  terme  vitesse  a  un  sens  nou- 
jau,  et,  en  realite,  la  demonstration  de  Lorentz  continue  a  s:ap- 
.iquer  ;  on  retrouve  le  coefficient  de  Fresnel. 

§  10.  —  RESUME  ET  CONCLUSIONS. 

On  sait  que  Tether  n'a  ete,  d'abord,  qu'undes  nombreux  fluides 
*  la  Physique  ;  mais,  les  experiences  nouvelles  ayant  montre  a 
resnel  que  les  ondes  lumineuses  etaient  transversales,  il  fallut  en 
ire  un  corps  analogue  aux  solides  elastiques.  Mais  alors,  com- 
ent  les  autres  corps  peuvent-ils  se  mouvoir  a  travers  lui  sans 
>rouver  aucune  resistance  appreciable?  La  question  etait  drautant 
.us  difficile  que  le  probleme  de  Faberration  obligeait  a  admettre 
le  I'ether  ne  participe  pas  au  mouvement  de  translation  de  ia 
erre,  en  sorte  que  tous  les  corps  sont  constamment  traverses  par 
i  courant  d'ether  de  3okm  a  la  seconde,  dont  1'eflTet  est  nul?  nial- 
'e  la  rigidite  de  Tether.  II  faut  ajouter  que  1'elasticite  de  ce  corps 
t  bien  singuliere,  puisque  sa  resistance  a  la  compression  serait 
jlle,  ce  qui  ne  saurait  arriver  pour  un  solide  fini.  On  peut,  il  est 
%ai,  recourir  a  1'elasticite  rotationnelle  de  Lord  Kelvin,  en  ayant 
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^u!!  d«  ne  pas  tenir  compte  de  la  perturbation  qu'apporterait  da 
t:e  w^nmisine  ingenieux  Se  passage  brutal  d'un  corps  anime  d'u 
uif^e  d**  -iok:"  par  seeonde. 

Le*  dfffp'iillt^  ont  augmente  lorsque,  Tidentite  de  la  lumiere 
d*>s  nsdllationselectriques  etant  demontree,  ilfallut  etendre  ce  sy 
trine  duplications  a  FEIectroniagnetisnie  tout  enlier  ;  M.  Poi 
rsire  •  '  .•  a  expose  quelques-unes  des  etrangetes  auxquelles  on  c 
ainsi  conduit.  D'ailleurs  {"experience  serefusait  a  accorder  a  1'eth 
retfe  propriet*'  prirnordiale  des  corps  :  le  mouvement.  Les  exp 
riences  de  Fizeau  '  interpreters  par  Lorentz),  de  Lodge  et  d'autr 
rofieortlaient.  dans  leurs  resultats  negatifs  :  1'ether  nrest  entraine 
ji,tr  le  niuii\ement  de  la  matiere,  ni  par  celui  des  corps  electris 
uii  iiiuiwlises,  ni  par  les  cuurants,  etc.  L'hypothese  meme  de  te 
mouu'iiients  ne  jienoil  pas  d'obtenir  une  explication  mecaniqi 
de  rElertrodvnamique.  On  se  resigna  a  admettre  le  repos  abso 
de  Frtlier ;  riiypolhese  d'ooe  compenetration  complete  pern: 
d"e\it*-r  la  difticulte  relative  au  mouvement  des  corps  a  trave 
JVther.  Celui-ri  est  devenu  ce  (jue  M.  Drude  appelle  un  «  espa< 
ph\>iqjie  ^  ;  il  est  le  siege  de  Fenergie  electrique  et  magnetiqu< 
el  de>  polarisations  :  il  iburnit  un  systeme  de  coordonnees  indi 
pr'ndaiil  de  touie  matiere,  et  auquel  doivent  etre  rapportees  I< 
Equations  tie  Maxwell  et  Lorentz. 

Cest  dejij  Leauconp  d'abstraction.  Cela  n'en  est  pas  encoi 
assez.  En  filet,  d'apres  ces  vues,  Tether  pourrait  encore  ^tre 
siege  de  phenomenes  independants  de  la  matiere,  et  ainsi  man 
k'sier  son  existence.  II  n'en  est  rien  ;  et,  pour  Fexpliquer,  il  falli 
une  nouvelle  hypothese,  ecartant  toute  onde  qui  ne  divergera 
pas  d'un  element  de  volume  materiel.  Le  rule  de  Tether  est  enco] 
reduil.  On  a  vu  que,  des  lors,  on  peut  laisser  completement  c 
role  la  notion  de  champ  et  la  consideration  de  ce  qui  se  passe  dai 
i'ether,  el  s'en  tenir  aux  actions  elementaires  des  charges  les  un< 
sur  les  aittres  (exaclement  comme  dans  les  anciennes  theories  d 
Gauss,  \\  eber,  Riemann  et  Clausius,  mais  avec  un  temps  de  trans 
mission  lini).  On  exprime  ainsi  les  memes  faits,  mais  en  y  cori 
prenanl  Flivpothese  sur  la  divergence  des  ondes  et  Tirreversibilil 


^  i  Mectricite  el  Opilgue,  ^  edition  :  A  propos  de  la  theorie  de  Lamm 
p.  J;7  el  suivantes. 
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la  consequence,  et  que  les  equations  aux  derivees  par- 
t  impuissantes  a  exprimer.  L'ether  est  devenu  un  sys- 
)ordonnees  absolues,  une  abstraction  mathematique ;  les 
aux  derivees  partielles,  une  construction  mentale  inter- 
jui,  toutefois,  ne  se  suffit  pas  a  elle-meme. 
:;e  fantome  d'ether  lui-meme  n'a  pas  supporte  le  controle 
ience.  II  semble  bien  acquis  qu'on  ne  peut  inettre  en 
e  mouvement  absolu.  On  a  vu  a  quelles  hypotheses,  bou- 
tous  les  principes  de  la  Physique,  il  faut  avoir  recours 
re  compte  de  ce  resultat.  La  seule  conclusion  qui,  des 
emble  possible,  c'est  que  I' ether  n'existe  pas,  ou  plus 
nt,  qiCil  faut  renoncer  a  se  servir  de  cette  image;  que 
nent  de  la  lumlere  est  un  mouvement  relatif  comme 
litres*  que  les  vitesses  relatives  settles  jouent  un  role 
\ois  de  la  nature;  enfin,  q  it'll  faut  ren  oncer  aux  eqna- 
?  der wees  partielles  et  a  la  notion  de  champ ,  dans  la 
u  cette  notion  introduit  le  mouvement  absolu. 
:  je  1'ai  dit  dans  Flntroduction,  cette  conclusion,  trop 
negative,  a  besoin  de  deux  complements  :  une  image 
ur  le  nouveau  mode  de  mouvement  de  la  luniiere  ;  la 
ition  qu'une  theorie  satisfaisant  a  ces  principes  est  pos- 

ude  que  nous  avons  de  <(  substantialiser  »,  si  j'ose  m'ex- 
isi,  habitude  a  laquelle  on  doit  les  anciens  fluides  calo- 
ignetique,  etc.,  et  le  nouveau  fluide  energie,  rend,  en 
ispensable  1'introduction  d'une  image  qui  nous  rende 
3  ce  que  sont  devenues  la  lumiere  et  les  forces  electriques 
lyant  quitte  un  corps,  elles  n'agissent  pas  encore  sur  un 
ie  th6orie  qui  n'admettrait  pas  une  telle  image  seraitcon- 
ir  beaucoup  comme  introduisant  des  actions  a  distance 
nt  retardees.  De  plus,  comme  Pa  fait  remarquerM.  Poin- 
enceet  Hypothese,  p.  199),  et  c'est  une  des  raisons  qu'on 
quer  en  faveur  de  T existence  de  1' ether,  la  Mecanique 
Petat  d'un  systeme  ne  depende  que  des  etats  immediate- 
^rieurs  ;  il  n'en  serait  plus  ainsi  si  Ton  supprimait  tout 
aire.  A  vrai  dire,  on  ne  sauve  ainsi  qu'une  convention, 
iut-etre  pas  une  utilite  extreme.  On  a  vu  qu'on  ne  peut 
aner  arbitrairement  Petat  initial  de  Pether,  qui  doit  satis- 
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i  *,  ;/  *  i  '/    nil*'!-  n'Urd»:^:  c"est-a-dire  que  la  cor 

,  s  „    '  •   it  IM  'itt  <»ii  tPihp>  lini  n*e>l  pas  evitee  efiec 

a  i.     t  T)n"»M»»n  tju'exerce    la   limiiere  sur  11 

'i-  .»    \i>it\  \nr  eveinple,  an  conlraire  a  Feg-aii^ 

,  i:i  v  appliquee  a  la  matiere  seule.  II  faudj 

i        .  >*  r      i  t  iirrcde  ra \onnjinte  pour  sauver  ce  prir 

•    :i^ei \.<li< <n  de  ftfnergie  lorsqu'il  s'agit  d'u 

i    »z  it  i*.  ill  lie4  rencontre   pas  d'obstacle  materi 

*    IF   <  t.«  n-%  ft  dont  Ttnergie  ne  pent,  par  cons« 

**     ;j«z    tiirnii  liiuven  elre  recuperee  en  eniier.  G 

iJ  aior?,  t.'ii  partie  du  moins,  devenus  des  convei 

r  1^  plus  i»rand  a\antaire  tie  Feconomie  de  noti 


IIEUXIEME  PARTIE. 

:    I      —   iViNMDtH.VTIONS   GENERALES.    PROPAGATION   DES    FORCES. 

i.Km-  »-e!!e  »leiixit.'iiie  Faille,  je  me  propose  d'etudier  la  formu 
lit**  .-"iciiuus  el*jmt?ntaires,  a  laquelle,  comme  on  I'a  vu,  se  reduit€ 
deriuere  analyse  la  th^orie  mathematique  de  Lorentz,  et  de  moi 
irer  (pi'ou  ea  j.»eut  t-liminer  le  mouvement  absolu  et  qu'on  pent . 
grTi^rjlistT  considerahlement  sans  cesser  d'etre  en  accord  avc 
1  experience.  J'adopterai  sans  changement  les  hypotheses  ph] 
-i*|iie^  de  M.  Lorentz  :  nature  de  Pelectricite,  du  courant  c 
«'.*r^iui.-tion,  des  dit:lectriques,  etc.,  et  specialement  le  principe  c 
^-'iperposiiiou,  qui  enonce  1'independance  complete  des  effets  d< 
*hv«?rses  charges-  qui  eomposent  un  svsteme  (! '). 

lj.»ir  rela.  je  serai  oblige  de  proposer  pour  la  propagation  d< 
actions  rieetrodynamiques  line  image  nouvelle  ;  mais,  ainsi  qu7il 
t-u-  «lu  dans  riiitroduction,  je  n'en  tirerai  pas  toutes  les  consi 
tjuriice^  lie  me  proposanl  ici  qu'une  ceuvre  de  critique. 

i.  ae  consequence  du  principe  de  relativite  est  imm< 

e.  la  theorie  de  1'ether,  un  point  materiel  P  au  repos  p; 


•"••  'le-s  inouvcments  de  Fettier  pur,  ce  principe   n'est  pas  rigoure' 
djns  ia  iheurje  de  Hertz,  et  i]  y  a  certainement  des  reserves  a  fai 
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pport  a  ce  milieu  pourra  emettre  des  ondes  d'tine  vitesse  radiale 
nstante  et  qui  formeront  a  chaque  instant  unsysteine  de  spheres 
ant  P  pour  centre.  Si  P  est  anime  d'un  mouvement  de  transla- 
>n,  les  spheres,  au  contraire,  deviendront  exicentriques,  chacune 
rdant  son  centre  au  point  Pi  de  Tether  qui  comcidait  avec  P  a 
nstant  de  Temission.  D:apres  le  principede  la  relativite,  au  con- 
aire,  si  le  mouvement  de  translation  est  uniforme,  les  spheres 
jvront  rester  concentriques,  comme  au  repos,  et  le  centre  sera 
ujours  P.  Lorsque  le  mouvement  ne  sera  plus  uniforme,  le  prin- 
pe  ne  sufiira  plus  a  determiner  le  mouvement  des  ondes. 

Deux  manieres  de  se  representer  les  phenomenes,  deux  images 
stinctes,,  ont  successivement  regne  en  Optique  :  celle  de  Temis- 
on  (la  lumiere  se  meat]  et  celle  de  Tether  (la  lumiere  se  pro- 
yge]  (i).  La  seconde  introduit  le  mouvement  absolu,  tandis  que 

premiere  conduit  pour  le  mouvement  de  la  lumiere  dans  le  vide 
Lactement  a  la  loi  qu'exigele  principe  de  relativite  :  les  particules 
imineuses  expulsees  en  tous  sens  a  Tinstant  t  se  meuvent  avec 
ne  vitesse  radiale  constante  et  remplissent  constamment  une 
ihere  dont  le  centre  est  anime  da  mouvement  de  translation 

quavait  P  a  I' instant  de  Remission  ;  si  <t?  est  constant,  ce 
*ntre  continuera  done  de  coincide/'  avec  P. 

C'est  cette  image  fondamentale  seule  que  nous  emprunterons  a 
L  theorie  de  Temission.  Inutile  d'ajouter  que  ces  particules  doivent 
:re  considerees  uniquement  comme  une  fiction,  d'ailleurs  com- 
iode,  et  qui  a  Tavantage  de  nous  conduire,  comme  on  vient  de  le 
Dir,  a  enoncer  pour  la  vitesse  de  la  lumiere  dans  le  vide  une  loi 
recise  meme  lorsque  la  vitesse  de  P  est  variable  et  que  le  principe 
e  relativite  ne  suffit  plus.  La  vitesse  de  la  lumiere  depend  done  de 
ille  que  possede  le  corps  qui  I'emet  au  moment  de  Temission;  a 
artir  de  cet  instant,  la  vitesse  des  particules  reste  invariable,  quel 


(l)  Selon  les  signes  semibles  par  lesquels  on  definit  1'identiLe  d'une  particule 
un  corps  continu  avec  elle-meme  pendant  le  mouvement,  celui-ci  sera  dit 
mouvement  reel  »  ou  «  mouvement  de  propagation  ».  Ces  signes  sensibles 
isant  defaut  pour  la  lumiere,  on  ne  voit  aucune  difference  reelle  de  sens  entre 
js  enonces  :  «  La  lumiere  est  projetee  »  et  «  la  Jumiere  se  pro  page  ».  11  n'y  a 
a'une  difference  de  langage,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  une  difference  dans 
image  sensible  que  nous  evoquons  pour  nous  rendre  conipte  de  nos  sensations. 


*\  »;  inn    i.i*/. 

• .t?  *r  de  P,  n\tm*>  ' Inrsque  les  par- 
t    it  I  i  ff''f  *  °w  'A.*.*  charges  elee- 
i     i>        „-    '  Si  ;r  >  ?uftion    quo   rette   hypothese    n'est 
r       »    »     *!   »\  ^**    ]  «r  It*  prinript  tie  superposition,  el 
*    j     i        rt'oi,  if  de  la  it'a<  don:  inais  Fa  vantage  de 
i          "  ^    ja^  p>«*jbit   les  hvpothrses  correspondantes 
M     r     f  ii       ii>  t     i  f»*r«    f),*;frrPi   pour  !e  but  que  je  me  pro- 

\  j*   *'    ,-    ^'  lui^  <jue  Fdi'iiun  tie  P  sur  un  corps  P'  ne 

1       i  i*    '      ,      t»^-r».  4]^  "  i  tli>  lO^itioii,  etc.,  des  particules 
-  (  i,  ili**mt  P  »«  iln^tani  con^id«}re. 

fu:iiple    «Ies    phenomenes    an 
^**  par  oo>  parlicules,   mais  les 
it  aini>i  iti'uni  paru  insurmon- 
ie^      musses  invisibles  »,  des 
a  d**  la  Mecanique  classique, 

-  i    .N  »i   m*  «<u!f>  <ia  possible  les  hypotheses   a 
**'  i  •*  *  \  tii!^^  j->.  «iii  point  dt*  vue  de  la  logique  et 

ji   >  :j«eLl   <  Mt.iine^nent  ceux   que  presentent  les 
i  ii  i  *^N     uf  Mti X \\ell.  On  \erra  d'ailleurs  qoe  la 
j  .      ;  *a!    ^e   dt-duire,    comme    dans  la  theorie  de 
»  ij    i    ^  i  ursine  a  t  tkriiiques,  et  que,  d'autre  part, 
I  r      il>je  •'*  ^d  ^i'«*Ni^itinn,  el.  peui-elre,  aox  actions 
-(«j     'i,Jui>i*rnit  ilonc  la   inecanique    classique,    et 

•  i  .  ii  *  ^l*»   f'inetique  el  i't-nergie  potentielle  d'une 
lJtn^  <-HS  t  uiidiliuns,   ii   est   pins   satisfaisant,  au 

i^.  j  ;  \   it  ne  iaire  n^a^e  dans  les  hypotheses  fonda- 

*  .'».  l»*ruiim>  tin 'matiques  ne  comportant  que 
*»  U4».  (l  fsiute  et  tie  charge  electrique. 

^  >u    4*1    I  uat  pn-iit  eleftrise  emet  a  chaque  instant 
*•>  !>  et  !i»m^  de^pailicults  ticti\es  intmiment  petites, 
ii'  iw  \ites^e  tadidlo  c  a  Forigine,  et  conservant  leur 
u  }>*  .at    (jiif  K    <jue   soient    les    corps   qu'elles  ren- 

*  *     »  '      i^-*^  parlt*'uies  ttiiises  a  Finstaut  £r  par  un 


'j  Ji  i/^r^i   n    Pt   la    tlie«  rie  de  Loreotz  foot  cctte 

nt    It   \ait*»s«  tie  la  !umiert  dans  les  divers  milieux 

.li,j.    i'lnttrfi-reiirts  et  de  phenom>jnes  de  resonance 


X.YIU.  -  -  sru  i/ELCCTuonvNVMigrK  GK.XEIIALE. 

point  mohile  P  tie  eoordoimees  x\  y  ,  z  ,  functions  de  /'.  f 
a  chaque  instant  postenenr  /  une  sphere  de  ravon 

I       :' 


Le  centre  de  celte  sphere,  qui  ronlinue  a  se  inomoir  avec  la 
Vitesse  r'  =  i'f  i  /')  qu'avait  P'  a  rinstant  /?,  a  pour  eoon;i«>im*V*s 


L'equation  de  la  sphere  sera  done 

i  1  1"  )          /•-  =  j  y  —  :r'  —  i  t  —  l'  >  v'f  ]- 

_  [v  —  y  —  ,'/  —  /V;,]2—  [5  —  5"—  :  /  —  /'  ii-1  j2. 

Si  ,rf,  v'«  ^'  soul  des  fonctions  eonnues  de  /',  on  deduira  de  ces 
deux  equations  finstant  d^einisslon  /'  d'une  onde  qui  alteint  un 
point  P  donne,  de  coordonnees  jc*  i*,  -,  a  1'instant  /,  on.  ce  qui, 
d'apres  i  I),  re\ient  an  meoie.  le  rayon/'  de  la  sphere  qifelle  forme 

a  cet  Instant  et  qui  est  donne  par 


Dans  ia  theorie  de  Lorentz,  et  en  choisissant  un  systeme  decoor- 
donn^es  immobile  par  rapport  a  1'ether,  on  aurait,  au  contraire, 


ies  equations  suivantes  : 


L'hypothese  nouvelle  introduit  one  symetrie  complete  lorsque 
Ies  deux  points  P,  P'  sont  animes  chacun  cCune  Vitesse  uni- 
forme:  r  sera,  dans  ce  cas,  la  distance  reelle  des  deux  points  a 


*  f  ,  '  '      i    »'  i   .  J,  it'est  cst  pas  ain.si  dans  la  theoi 

-    i  Sf4\  i   •  n  S'Ti  «]ue.  flans  le  c;is  d'un  mo 

1    *  *  S  »i».e.  ou  le  ra  vonnesrieiit  fst,  par  eons 

i,  '•      '  -    M  •    •  j>:i  iuir.t  a  !  riraliSe  rle  i  action  el  cie 

,  .          *'   ;  i-.  it    «  as  dan.-.   la   llieoiie  de  Lorentz.    ( 

T-;     :'  :   i    i  ^'t>  rrite  identiu!*  des  instants  d'emissi' 

-    'i       t  M  i  t'H-  in  »>iiti<:.  <•<•  (jiii,  d'ailleiirs,  s*j  conc< 

!            j  •»  *  ?«    >*•   'i  ir\  -si  I*  esl  aninie  d  no  mouvenient  osc 

-"  \-'  IP   <    I'l*    r^l  Miffisaiinneiit  ^ramlr.  il  se  pour 

j     4   •  *        '*•»*.;  d*  *  .n>taiiis  /,,  /,.  .....  ou  la  vilesse 

•»          -  i  *   J1  r     *  i'1'**  •  :  ,*'._,,  ----  arrivent  simullanernent  i 

!  •       h.  '  /fin  »  «it  !t'?!is  \itesses  de  profjairaliori  ;  pi 

.1         s  »          au-  ^*  •  if:^f!i!era  qu'en  Optique.  Dans  la  theoi 

'   L   ,  '•  il    ]u  •  i)    prfnne  a  rertains  instants  ime  vites 

1       -     f  *K»!it  ,1*.   i4  :j.n  r  re  pour  i|ii"yn  phenomena  analog 

^  F;     '  •         do1,*?}        •        ...  ,. 

^     •    .         -~  —77—-  ii\,   »t.,   irr  =  —  -7p  —  >  frr.  crr  les  accei 

r  I     *  -   v-  1  1  ni^  rjrz.  r  j-  ^  :  -oieiH  de  plus 


relati 


ie-  «is»inposiintfs  de  la  vile>se  relative  du  point  F,  j\  v,  ;  )  el  ( 
cenlie  I.,  i.Ir  ki  «>plierv  einise  par  I1'  el  aUeiiriianl  P  en  /  :  si  le  mo 
\enirnl  de  I1'  t*-l  unii»»niie.  cr  sera  simplemenl  la  vilesse 

^  1%'!   P. 

I.e  vei:l»-ur  /•,  dont  les  cotnposantes  son! 


>n  1  a  vu.  la  droile  <|ui  joint  a  I1  le  point  Pi  ou  se  trouverait 

%i!r^e  elail  re^ee  ronslaiile  en  grandeur  el  en  direction  d 
I  ins!, mi  dVniissioii 
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r  vei'teur  e^i  iliri^*'  de  I'    \n>  K  H  Fon  a 


La  \itesse  relalise  L  des  pttrlu'iilr*  rmises  par  I*,  jr.ir  i.ipport 
J.  a  pour  ro  i  npo  sanies 

U.r  —  c  eo-,f  r.r  i  -f-  i*x  —  -  r  ....          !',  =  »"  ro>:  r  r   ......  v  '.  —  i  ,  .         1."  -  =  .  .  .  ; 

.on  earn;  esl 

U'-=  U^.  -f-  U?  —  U5  =  e2'  —  v.cwr—  w2: 

«a  projection  sur  /•  est 

Ur  =  cos!  ''  rx  i  U.r-—  co>i  ry  )  Ls  -r-  co><  7*5  .?  L".  =  c  —  wr. 


La  position  el  le  mouvement  rehitifs  tie  la  sphere  elciii  point  P 
>ont  d'ailleurs  determines  lursqu'on  se  donne  i\  nr  el  w-  on,  c:e 
jiii  revient  au  meine,  /•,  Ur  et  L'2  :  ii  n'existe  pas  de  eoniLinai>on 
ies  vecteurs  ?\  if,  indt'-pendanle  de  la  position  absoiue  dans  Fes- 
pace,  qui  ne  s'exprime  par  ces  Irois  quantites. 

On  peut  remarquer  que,  pour  tin  ohservateur  place  en  [*  et  par- 
ticipant au  mouvement  de  ce  point,  le  rapport  de  la  distance  nor- 
male  de  deux  positions  successives  de  la  sphere,  divise  par  ie  temps 
dt*  c*est-a-dire  ce  qui  correspond  a  la  vitesse  de  propagation  tie 
fonde  pour  cet  observateur,  est  precisement  Lr. 

Eiiiin,  si  Fon  admet  que  le  iiombre  de  particules  einises  par  un 
centre  charge  dans  le  lamps  eft'  est  proportionnel  a  sa  charge  e  et 
a  dt'  ,  le  noinbre  de  parlicules  situees  dans  un  element  de  surface 
rfS  de  la  sphere  sera  independent  de  la  position  de  eel  element  et 

proportionnel  a  '——-•  Si  deux  spheres  emises  en  t*  et  /''  -•-  d  i  se 

trouvent  a  ia  distance  normale  dn  au  point  xyz  et  a  Finsiaot  t.  on. 
aura 


\ot'  .       of'  Ot'  1 

t  =     —  cos  I  rx  }  -\  --  cos(  ry'i—  —  <:os(  rz  \ 

\_<jx        "       '        dy  ~  <Jz         -        J 


tin. 


OEUVRES    OE    WALTIIER    R1TZ. 


Le  nombre  de   particules  comprises  dans  ['element  de  vc 

dt' 
dn* 


r/S  da  est  done  proportionnel  a  —  -r-dn  <r/S,  et  la   densite  I 


—  #ct~  — »  en  designant  par  — ea  le  facteur  universe!  de  pr< 
tionnalite.  Comme  r  =  c(t  —  *'),  on  a  done  eniin 

...        ae'  dr        ae'  [  dr  dr  Or 

D  =  — ~-  — -  =  — -     --—  cost /*,  Y)  H cos(  /-    ;•)  ~\ cos(  /•,  s) 

r2    dn         r~    I  ox        *  dy  <)z 

1'j'equation  (II)  defmit,  ;•  en  fonctioii  implicite  des  variabl 
y,  5,  ^,  quand  le  mouvement  de  l'v  est  donne.   On  a,  en  la 
rentiant, 

dx  '*        c-        x  -*    ~*  z    " '  <);r 

___  r2      ,  (?/• 

~™  '  c2      '*  c^.r 7 

d'ou 

dr        cos(  r,  ,-r }  dr 

*"  *     ^  ~~"  /'trj.  '  ^ 

en  sorte  qu'll  vierit 
(5)  Jr  =  - 


o    /  '   *»    ;•     \ 

"H'-—  ) 
et,  de  meme,  a  des  tenries  d'ordre  snpericur  pirs, 

—~  —  =  cos(  r.  .r)  —  rw'.r. 
dx  D  '  ** 

Les  derivees  de  r,  D  par  rapport  a  .r,;r?  3  inlrodnisent  doi 
accelerations. 

Considerant  x,  yy  z  comme  fonclions  de  /,  il  iaut  noter  e] 

la  formule 

i       ur 


dt  i  —  rcr'      "  6'   dt  " 


SUR    L  ELECTEOHYNAMIQI'E   tiKNERALE. 


§  2.    —    L\    FORCE    ELEMENTAIKE. 

On  a  vu  que  la  theorie  de  Lorentz  s'exprime.  en  aerni^iv  ana- 
lyse, par  Fenonce  d'une  loi  elementaire  d'aetion  eutre  deux.  ele- 
ments de  volume  charges.  Un  corpuscule  moLile  P'  x  ,  v\  z  ?. 
portant  la  charge  e\  exerce  sur  un  autre  P  de  charge  e  place  en  jr. 
y,  ^  une  force  qui  depend  de  la  vitesse  v  de  ce  dernier,  de  la  direc- 

x  —  x'{t  --  | 
tion  cos  (R,  x}  =  -  ^  -  -?  .  .  .  ei  du  ray*»n  Fide  1'onde  emise 

p 
par  P;  a  1'instant  t'  =  f  --  -,  et  atteignant  P  a  1'iustanl  f  :  eiiliii,  de 

la  vitesse  v1  el  de  Facceleration  «?f  de  P'  en  t  .  On  a,  le  syst*-me  de 
coordonnees  etant  an  repos  par  rapporl  a  Feilier, 

(HI)  ir-= 


equation  qui  definitR  en  fonction  iinplicile  de  x,  \\  3,  t  lorsque 
les  foiictions  a;'=  a?'r(^)?  }'*'  z?  sont  ' 


(7)  an        dx  '  vy 

r/R 


equations  analogues  a  (4)  el  (5). 

La  force  elementaire,  dont  Impression  a  ele  donnee  par 
M.  Schwarzschild  (*)  pour  le  cas  de  deux  electrons  de  diametre 
nesligeable  par  rapport  a  leur  distance,  possede  une  composante 
parallele  a  R,  une  autre  parallele  a  v',  et  une  troisieme  a  W,  el 


T.a    fnrmule 


on  a 


F-  =.... 

A 


/  ''.flVf-i-fc'v^V-t-   ^'3   \     /       _    ^ 

=    (,  _: I    II-    ^ 


R  (' 


R  wj 

_, _ 

t-v.wi) 


ilV  • 


(-£) 


<-*)' 


Les  equations  du  mouvement  sent 
|  )       nif  n\ri  =  7   F/.r  , 


m  /  «-•  v/  = 


la  somme  elani  etendae  a  tous  les  electrons,  et  plus  generalen 
d'apres  ie  principe  de  d'Alembert, 

(  Va  )       V  [mnvjci—  "V  F/j;  )  on?/-}-  V  (  m/w,,/—  ^  F/r  j  o^/ 


Nous  nous  proposons,  en  conservant  les  equations  (  Va)  et  ( 
de  modifier  Fexpression  de  F  de  maniere  a  en  elimmer  le  moi 
ment  absolu.  Ceiui-ci  y  entre  explicitement  par  les  vitesses  al 
lues  r,  tv'  et  impliciteinent  par  la  loi  de  propagation. 

Dans  les  vues  generates  exposees  plus  haul,  le  principe  de  1 
possibilite  de  Faction  a  distance  s'exprimera  par  la  condition 
F  ne  depende  que  de  la  disposition  et  de  la  vitesse  des  partic 
autour  de  e,  c'est-a-dire  des  \-ecteurs  U,  /•  et  de  D,  ainsi  que 
derivees  premieres  de  r,  D  par  rapport  a  x,  y,  z.  Ges  deri 
introduisent,  comine  il  a  ete  dit,  Tacceleration  <v'.  D'autre  pai 


est  naliirel  de  considered  'F  comme  proportionnello  a  la  density  I) 
des  particules  pres  de  e  et  a  la  charge  e:  on  pourra  done,  exarte- 
ment  comme  dans  la  formule  de  Lorentz.  decomposer  I"'  suivant 

les  directions  /•,  U,  ir'  et  ecrire 


Les  quantites  A,,  BH  C1:  qui  soul  independanles  du  svsteme  de 
coordonnees,  ne  dependent,  par  hypothese.  que  de  /•.  L-?  Lr. 
Comme,  d'ailleurs,  U.r  —  ccosr..r  —  iij-  et  que  L-,  Lr  s'expriment 
lineairemenl  par  u-,  u,-<  on  pourra  egalement  ecrire 


ou  Ao,  Bo,  C-2  sont  fonclions  de  u'2,  ur\  nous  ies  supposerons  inde- 
pendantes  de  r.  De  plus,  ces  expressions  devant  contenir  les  viles- 
ses  c,  u  sous  une  forme  homogene,  on  pourra,  pour  les  vitesses 
relatives  petites  par  rapport  a  celle  de  la  lumiere,  ecrire  (n.  m,  p 
etaiit  des  exposants  coiivenablemenL  choisis) 


Bien  que  cette  hypothese  ne  soil  pas  indispensable,  nous  sup- 
poserons  que,  si  Ton  change  le  signe  des  vitesses,  A2,  B*,  C2  ne 
changent  pas,  e'esl-a-dire  qu'elles  sont  functions  paires  cle  -jf ; 
les  developpemenls  ne  conliennent  pas  de  puissances  impaires 

c 

RemplacanlD  par  sa  valeur  (5),  et  disposanl  de  quelques-uns 
des  coefficients  AJ,  B;/5  Cn  nous  pourrons  enfin  ecrire  Ft  sous  la 
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(•?'        r  / //,.    //•-'; 

— cos  i  /•.  .r  j  c     —  ?  —7  1 

..  LH-L  '  *   -c     c  ' 


on  k,  </,.  />/,  c/  so/i/  £/«?s  coefficients  qui  resteront  arbitt 
d*.in$  [elat  acluel  de  I' experience ;  ce  qui  impliqueque  ~> 
so nt  des  f one t ions  presque  inconnues. 

L*^  lennes  d'un  ordre  superieur  au  second  nejouent  de  roi 
tlriiiH  b  j»r€^si<.»a  dt."  la  luiniere  (qui  esl  dudomaine  deTOptiq 
pur  voii^quetit.  ne  nous  occupera  pas')  et  dans  1'etude  des  r 
'l  ilii  nidiuin.  SI  nV'St  pas  etonnant,  des  lors,  qu'ils  soientmal  < 
mint's.  Mais  on  verra  nienie  que  les  tennes  du  second  ordre, 
dependent  les  plienonienes  electrodynamiques,  ne  sont  pas  < 
reinent  determines  par  1'experience  :  la  quantite  Krestearbil 
La  ionnule  proposee  esl.  done  suffisamment  generale  pour  . 
uuu>  nous  somnies  propose.  Elle  n'est  pas  la  plus  gener; 
la  (.-oiisidtfration  tie  mouvements  rotatoires  des  electrons  sera: 
simple  sous  divers  rapports. 

Lri  equations  du  mouvement  seront  encore  (V)  et  ( Va). 
le  cas  si^nale  precedeniment  ou  des  ondes  emises  en  des  in 
diilerents  par  ie  meme  electron  e  atteignent  siinultanemenl  1 
iron  t\  II  faudra,  dans  les  somnies  SFZ>,  . . .,  tenir  compte  d< 
cune  de  ces  actions. 

Pour  munlrer  qoe  la  tlieorie  nouvelle  rend  efFectivement  c< 
de  tons  les  fails  connus  du  domaine  de  FElectrodynamiqi 
con^idererai  d'ahord  le  cas  ou  les  vitesses  et  les  acceleration 
relativement  petiles  ;  il  en  est  ainsi,  en  particulier,  pour  to 
phenomenes  appartenant  au  domaine  de  1'Electrodynamiquc 


?  fait  que  Ton  pent  developper  toute-  ies  functions  de  la   forme 

f  t  —  -  )  qui  y  jouent  un  role  en  series  Ires  conver^entes  proce- 

ant  suivant  ies  puissances  de  '-,  el  ne  prendre  que  Ies  premiers 

urines.  Ce  sont  la  ce  que  j'appellerai  Ies  pkenomenes  a  rariation 

ente. 

En  second  lieu,  je  considererai  le  cas  cf accelerations  quel- 
onques,  a\ec  des  vitesses  Ires  petites  par  rapport  a  c  :  c'est  celui 
es  oscillations  hertziennes  et,  jissqifa  un  certain  point,  de  FOp- 
ique. 

En  fin,  lorsque  Ies  vitesses  sont  comparables  a  c,  mais  que  Ies 
ccelerations  restent  petites,  on  est  conduit  aux  experiences  de 
I.  ivaufmann  sur  Ies  rayons  3  du  radium. 

Tons  Ies  phenomenes  electriques  observes  jusqirici  appar- 
iennent  a  Fune  de  ces  categories. 

On  sail  que  la  loi  de  la  conservation  de  Fenergie  sous  sa  forme 
lassique  \V  —  const,  n'est  plus  applicable  quand  il  y  a  rayonne- 
aent;  il  faut  avoir  recours  a  Fhnage  d'un  fluide  energie,  on  con- 
iderer  Fenergie  vibratoire  perdue  par  un  corps  lumineux  on  un 
xcitateur  hertzien  comme  projetee  dans  Fespaceavec  la  vitessede 
a  lumiere  et  lui  attribuer  une  quantite  de  mouvement  selon  ie 
heoreme  de  M.  Poincare.  De  la  aux  idees  que  nous  avons  expo- 
ees  ici,  ii  n'y  a  qu'un  pas.  Mais,  en  abordant  ce  sujet,  je  depasse- 
ais  le  but  puremeiit  critique  que  je  me  suis  propose  ici.  Je  me 
jomerai  done  a  montrer  que  Ies  forces  et  Ies  mouvements,  et,  par 
;onsequent,  le  travail,  sont  bien  Ies  loemes  que  Findiquela  tlieorie 
le  Maxwell,  dans  tons  Ies  phenomenes  observes  jusqir  ici  ;  la  loi 
le  Fenergie,  dans  La  mesure  ou  elle  a  ete  verifies  dans  ce  do- 
naine,  en  est  la  consequence. 

Avec  le  principe  de  Fenergie,  le  principe  de  la  moindre  action 
le  Maupertuis,  qui  suppose  Fequation  de  Fenergie  sous  sa  forme 
ilassique,  cesse  d'etre  vrai  en  general,  de  meme  que  Ies  equations 
:anoniques  et  Fequation  aux  derivees  parti elles  d'Hamilton-Jacobi, 
:t  rien  ne  porte  a  croire  que  le  principe  d?Hamiltonechappera  a  la 
•egle  generale.  Pour  qu'il  fut  applicable  a  la  formule  (\  I)  il  fau- 
Irait,  comme  onle  voit  sans  difficulte,  y  introduire  un  terme  con- 
enant  Facceleration  de  e,  c'est-a-dire  une  reaction  d'inertie  depen- 
lant  de  la  disposition  des  charges  exterieures.  La  formule  de 


Weber  contenait  un  terme.  de  ce  genre  et  Helmholtz  (*)  a  i 
les  consequences  inadmissibles  qui  en  resultent.  Pour  un  el 
isole,  pour  lequel  —  =  i,8.io7  environ, mobile  a Pinlerieu] 
sphere  creuse  chargee,  tout  se  passe  commesi  la  masse  etail 
nuee  proportionnellement  au  potentiel  de  la  sphere,  et  e 
zero  pour  i,5.ioc  volt  (positifs)  environ.  L'acceleration  d 
drait  alors  infinie,  et  1'on  voit  que  P  experience  ne  presenter 
trop  de  difiicultes.  En  Optique,  et  pour  les  vibrations  spectr; 
la  reaction  d'inertie  joue  un  role  esseiitiel,  Pinfluence  des  c 
electriques  des  appareils  sur  les  proprietes  optiques  et  la  p< 
ties  raies  clans  le  spectre,  qui  resulterait  de  1'introductioi 
tel  terme,  serait  absolurnent  contraire  a  P  experience.  Ce  n\ 
lorsque  la  ibnction  de  Lagrange  depend  lineairement  de  la 
r  de  <?,  comme  c'est  le  cas  dans  la  theorie  de  Lorentz  (2),  q 
consequences  sont  evitees  :  mais  ceci  exige  1'iiitroduction  di 
vernent  absolu.  Le  principe  d' Hamilton  devra  done  egal 
elre  transforms  iorsqu'on  ne  considere  que  des  vitesses 
tives. 

Les  equations  du  mouvement  que  nous   avons  ecrites  sc 
second  ordre,  comme  celles  de  la  Mecanique  ;  mais,  a   ca 

I'argiinient  t ,  elles  sont,  en  mem  e  temps,  des  equations 

tionnelles,  et  cette  forme  mixte  tres  compliquee  ii'est  pei 
pas  definitive. 

Pkenomenes  4  variation  lente. 
§  3.  —  CALCUL  GENERAL   DES   FORCES. 

Nous  allons  transformer  P expression  de  F  en  partant  de  I 
these  que  les  developpements 


(81 


(1)  H.  v.  HELMHOLTZ,  Wissenschaft.  Abhand.,  t.  I,  Leipzig,  1882,  p.  5 
156. 

(2)  Voir  la  forrnule  (XVII)  de  la  premiere  Partie,  due  a  M.  Schwarzsc 
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sont  tres  convergents,  et  nous  nous  proposons  de  calculer  F  aux 
lerines  du  troisieme  ordre  (en  c~~3)  pres.  Designons  par  p  le  vec- 
teur  de  composaiites  x  (t)  —  x1  (£),  y  (t)  — y'  (t),  z(t)  —  zr  (*), 
c'est-a-dire  la  distance  actuelle  des  deux  points  electriques,  et 
soit  to uj ours  Ap  la  composaiite  d'un  vecteur  A.  dans  la  direction  p. 
On  aura,  d'apres  (2), 


(9) 

d'ou  enfin 

(10) 


/'\ 

— 


\ 


==  x(t)  -  x'(t) 


(ii) 


cos(/*,  .r 


>'*  _  cosfp,  .r)  /         3         r 
"  ^        p 


-h. 


De  meme 


Les  expressions  w2,  u~r  n'entrant  dans  F  qu'avec  le  facteur  —  , 
leur  d£veloppement  s'arretera  des  le  premier  terme  :  a2  sera  le 
carre  de  la  vitesse  relative  actuelle  des  deux  points,  soit 


et 


Toujours  en  negligeant  les  termes  qui,  dans  Impression  (IV) 
se  irouveraienl  multiplies  par  ^,  il  vient  finalement 


T) 


,  ^  cost,  p,  x)    ,    cos  (p.  x )  r, .,  _  j, .  ffZ 2/j £)  M21 

( A-  _i-  T  )  Ux up  ^  w^-f-  w'p  cos(p,  a?)  ) 

~"  2  C-  p  ) 


Fr=. 


ou,  repetons-le,  toutes  les  grandeurs  doivent  etre  prises  a  j 
tant  ^.  O/?  a  ainsi  retrouve  la  forme  si  commode  de  Vacti 
distance.  On  voit  que  Faction  n'est  pas  egale  a  la  reaction, 
que  la  difference  est  un  terme  contenant  seulement  les  acc^ 
tions  et  non  les  vitesses. 
Cetle  formula  peut  s?ecrire 

J^F    -  -""" k  cos(?^^(\  ,    2M"~3^p    t   0wP"~tPp') 
ee'    x          2  p-         \    "^        2tc2  '         c-        J 

a.  i±i  rcos(/;  -r)  /,+ g.)  _  ^  +  "v~r:':] 


-  , 

~  F      ~~  IVP  cos(p' 

Or 


__ 

dt*        dt 


—  W    cc 


en  sorte  que  la  premiere  parenlhese  s'ecrit,  puisque  u?  =  ^- 


coinme  dans  la  loi  de  Weber  bienconnue;  la  deuxieme  represente 
la  loi  de  Riemann  ('),  la  troisieme  esl  egale  a 


->c'2     O.r 

En  somme,  en  ce  qui  coiicerne  les  vitesses,  nous  sommes  done 
en  presence  de  la  combinaison  lineaire  la  plus  generate  des  deux 
lois  proposees  par  Weber  et  Riemann  pour  1'expIicaLion  des  phe- 
nomenes  electriques.  Or,  on  sail,  el  il  est  facile  de  le  verifier,  que 
ces  deux  formules  peuvenl  se  rnettre  sous  la  forme  classique 

_  dL        d_  dL_       __dL        d    t)L        __  <)L        d    dL_ 

d.r  "H  dt  d(\K}  <)y  +  di   tivY  '      ~~  dz  "^  di.  ~dv~z  ' 

ou  L  =  -  (  i  H  ---  -  }  pour  Weber,  el  -  (  i  H  --  ,  )  pour  Riemann. 

'2C-         r  "  ''1 


Leur  combinaison  Iineaire  sera  susceptible  de  la  meme  forme, 
et,  en  posant 


nous  aurons 

(I5)  F,=-^(,>-^^        d    "l> 


-r-  7—7  [(  A'  —  I  )  (Vp  COS  (  p ,  X )  -h  (  /C  -i-  I )  tt'x] . 

En  faisant  sur  la  nature  du  courant  de  conduction  des  hypo- 
theses tres  spcciales  et  qu'il  faul  considerer  aujourd'hui  comme 
inadmissibles,  an  moins  pour  les  electrolytes,  Weber  et  Riemann 
avaient  demontrc  que  leurs  formules  representent  bien  les  lois  con- 
nues  de  l^lectrodynamique  et  de  1'induction  en  circuits  fermes. 
Nous  montrerons  que  cc  resultatest  independant  deccs  hypotheses 
speciales  (2)  et  s'etend  meme  aux  actions  de  courants  fermes  sur 
des  ions  libres,  par  cxemple  des  rayons  cathodiques,  et  aux  actions 


(')  B.  RIEMANN,  Sc/iwere  Eleklrizitdt  u.  Magnetismus,  Hannover,  1876, 
§  98,  09.  KoiV,  sur  ce  sujet,  Enzyclop.  der  Math.  Wissenscliaften,  L.  V,  art.  12, 
p.  38  et  4?  (Keiff  u.  Sornmerfeld ). 

(-)  C'esL  ce  qu'oriL_,  pour  clcs  cas  particuliers  du  inoins,  remarqu<£  divers  au- 
teurs;  voir  POINOARE,  Electricite  et  Optigue,  2°  edition,  p.  aG3. 

R.  :>5 


qut'  iY'Hectridle  sfatitfiie  en  inouvemenL  exerce  sur  im  aim 
(c'ext-a-dire  nn  systeme  de  con  rants  ferrnes  ').  Dans  tons 
phenomenes  de  re  genre  observes  jusqifici,  il  entre  en  jea 
moins  un  eirruil  ferine,  el  c'est  la  un  point  tres  important.  Qu 
aux  phenonienes  d'induction  en  circuits  ouverts,  tres  rapides, 
dependent  uniqueinenl  du  tenne  contenant  ies  accelerations  i 
or,  on  verra  que  ce  lerme  est  le  me*  me  dans  Ies  deux  theories 
e*l  entu'rement  determine  par  !es  experiences  faites  sur  Ies  os< 
iatious  Iiertzieimes,  el  Fon  pent  dire  que  toutes  Ies  confirmatu 
e.rfterunentales  de  la  theorie  de  Maxwell  et  Lorentz  n\ 
port*'*  t/ue  sur  lui  el  sur  le  fait  de  la  propagation  ;  quant  a 
manic  re  dont  Ies  rites  ses  entrent  dans  la  for  nude  de  la  fo. 
elemental  re*  nous  ne  so  mines  pas  plus  renseignes  a  ce  su 
que  ne  l"et(tient  IVeber,  Rieinann  et  Clausius,  malgre  Ies  ex] 
rienres  fViiles  sur  Ies  rayons  cathodiques,  i'effet  Rowland,  etc.,  € 
I!  est  interessant  de  comparer  cette  formule  a  celle  qui  resu 
tie  la  theorie  de  Lorentz  lorsqu'oii  la  developpe  egaleinent  ji 
qu'aux  termes  du  second  ordre.  11  vient,  d'apres  (ill), 


Ies  quantites  i-\  <v'  etant  prises  pour  1'inslant  t  ;  resolvons  par  ra 

port  u  R  et  developpons  encore,  il  viendra 


De  meiiie,  aux  termes  en  ~  pres  ["car,  I>K  figurant  dans  (IV) 
le  facteur  ~,  cette  approximation  suffitl  , 

(/l_:(r'  (/j]  L  ^__,^  OJ_iv  • 


a^ 


Les  expressions  des  potentiels  $,  A  donnes  par  MM.  Lienard  el 
Wiechert  (')  deviennent 

c'  e'  t  r'2 — rc~  \        ew!^ 

(18)  <J>=  —        '  -    '  * 


La  composante  F;t.  de  la  force,  dont  Pexpression  generale  paries 
potentiels  est 


F'  -  e  ["-  —  -  '  ^   •    ^  l°X-Y  -  ^\       ("  f'"A*       ^A^  \1 
•^        L     ^      c   cy^   """  e  (  d.r        (^  y      7  (X"77T  ""  IF./  J 

devient,    aux    termes   en  —   pres, 

c3    L        • 


,    cosf  p,  .r) 
(20)     rtt,.=  e<?  ' 


_u  ^PP         [^;r-4-  tt/pcosfs.  .r)]  ( 

On  voitque  cette  expression  ne  Concorde  avec  (i3)  qu'en  ce  qui 
concerne  le  terme  electrostatique  — — '  \*x  et  les  accelerations.  On 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

dL        d    dL 
dx    '    dt  dv^ 

comme  Ta  montre  M.  Schwarzschild,  en  posanL 


(')  LIENARD,  L'Eclairage  electrique,  t.  XVI,  1898,  p.  5,  53  et  106  ;  WIECHERT, 
Arch,  neerl,)  (2),  L  V,  1900,  p.  549.  On  peut,  pour  le  cas  ou  L'eleclriciie  esl 
distribuee  de  maniere  homogene  et  fixee  a  un  solide  en  translation,  se  servir  de 
ces  memes  formules  quelle  que  soit  la  distance,  en  remplacant  e,  e  par  de,  de1: 
c'est  ce  qu'on  voit  en  developpant  directement  sous  le  signe  somme  dans  la  for- 
mule  generale  des  potentiels  [formules  (XII)  et  (XIII)  de  la  premiere  Partie]. 
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r'est-a-dire 


c- 


$  I.  —  ELECTROSTATIQUE. 


Lorsque  les  charges  electriques  sont  au  repos,  ou,  ce  qui  re\ 
an  raeine,  soul,  enlrainees  dans  un  commun  mouvement  de  ire 

Idiioii  insifoniie.  les  fonnules  (i3)  et  (20)  se  reduisent  a 


ee'  cost  s,  r  i 


(Test  la  loi  de  Coulomb;  on  voit,  de  plus,  que  les  quani 
iFrlecirseiti*'  sonl  inesurees  en  unites  electrostatiques  dans  n 
theorie  comme  dans  ceile  de  Lurentz. 

Avee  Lorentz,  nous  considerons  les  dieiectriques  pondera 
comme  formes  d'atomes  electriques  positifs  et  negatifs,  la  ch; 
iutale  de  chaque  element  de  volume  etant  nulle.  Ces  atomes  j 
soumis  a  des  forces  elastiques  qui  tendent  a  les  ramener  a  . 
position  d'e'quilibre  lorsqu'ils  en  ont  ete  ecartes  par  des  foi 
exlerieures.  La  polarisation  des  dieiectriques  et  ses  effets  s'ex 
qeeront  done  de  la  meine  maniere  dans  les  deux  theories,  et  d 
neroet  lieu  aux  meines  relations. 

§  ">.    —   COURAXTS    ELECTRIQUES. 

La  theorie  des  electrons  considere  les  courants  de  conduct] 
aussi  Men  dans  les  metaux  que  dans  les  electrolytes  et  les  i 
comrne  un  transport  de  charges  electriques,  ies  ions  positifs  al 
en  sens  inverse  des  ions  negatifs.  Considerons  un  element 
volume  rf-r  de  la  matiere  ponderable  qui  est  le  siege  du  cour; 
element  conteuant  un  grand  nombre  d'ions  ;  soient  V  sa  vite 
N|,  ei  le  nombre,  par  unite  de  volume,  et  la  charge  d'une 
divcrses  sorles  d'ions  qui  constituent  le  courant.  Lavitesse  rela 

(1  nil  ion  nar  rannnrl  i  la  moti^r>A  if\o,vYr4«-«rtl-k|Jri  r.«««  ,,          \T  .  ^^.^^ 


unites  electrostatiques,  est,  par  hypothese  (•), 


La  charge  electrostatique  Etffo  de  Felement  est 


et  le  vecteur 


constitae  le  courant  de  convection,  dont  les  effets  ont  eteetudies 
par  Rowland  et  d'autres. 

Ces  ions  en  monvement  eprouvent,  de  la  part  des  ions  tres  voi- 
sins,  des  eflets  compliques,  et  Ton  admet  qu'il  en  resulte  en 
moyenne  une  resistance  —  KJ.r;,  —  KJ7,  —  KJZ,  proportionnellc 
aux  vitesses  relatives,  K  etant  une  constante.  Dans  1'expression  de 
J,  les  mouvements  moleculaires  irreguliers  sont  sans  influence 
appreciable.  Les  ions  ne  peuvent  quitter  la  surface  du  conducteur, 
si  ce  n'est  qu'aux  points  de  contact  avec  un  a  utre  conducteur. 

Ceci  pose,  les  formules  (i3)  et  (20)  ne  contiennent,  a  cote  du 
terme  electrostatique,  que  des  termes  divises  parle  nombre  exces- 

sivement  grand  c2  =  9.  io20  -  —  -;   ces  termes   ne  seront  sensibles 

que  si  les  vitesses  on  les  accelerations  sont  extremement  grandes, 
ou  si  les  quantites  d'electricite  mises  en  jeu  sont  inconiparable- 
ment  superienres  a  celles  que  nous  oblenons  en  Electrostatique. 
L'  etude  des  electrolytes  et  du  phenomene  Hall  ont  montre  que  les 

vitesses  des  ions  et  electrons  sont  telles  que  -  est  tres  petit,  de 

1'ordre  io~i0.  Ce  r^sultat  simplifie  considerablement  la  theorie. 
La  charge  electrostatique  Erfr  de  1'element  de  volume  apparait 
comme  la  difference  dc  deux  charges  incomparablement  plus 
grandes  :  sa  charge  positive  Ed  di  et  sa  charge  negative  —  E2  O?T, 
toutes  deux  de  1'ordre  ioi()Erf-:.  Nous  designerons  un  tel  courant 
sous  le  nom  de  courant  neulre. 


LORENTZ,  Elektronentheorie,  §  29,  p.  206. 


I  lii  simjilifieconsiJeralilcinent  les  calculs  sans  changer 
nif  nt  Irs  resultals  en  admettant  qu'il  n'y  a  que  deux  sortes  < 
one  positive.  Fan  Ire  ne^ati\e;  que  celte  derniere  est  sei 
mouvenient  relalif  par  rapport  a  la  matiere  du  conducteur, 

i|«e  les  charges  positives  restent  attachees  a  cette  matiere  e 
com  me  elle,  la  vi  Jesse  V  .  (.)n  a  alors 


Le   lecteur   sera  averti    quand    cette    hypothese    influe 
resullat. 

On  sail  cjne,  dans  ('application  des  theories  classiques,  j 
tinclion  ties  courants  fermes  et  non  fermes  etait  essentielle. 

sera  encore  ici.  Les  premiers  seuls  peuvent  rester  stationn 
quant  am  seconds,  ies  hypotheses  faites  sur  E<7  E2  montre] 
les  extremiies  de  ces  courants  porteront,  apres  un  temps  ext 
merit  court,  des  charges  electriques  libres  tres  considerable 
modifieront  profondement  les  conditions  du  mouvement.  Le 
rants  non  fermes  varieront  done,  en  general,  avec  une  es 
rapidile,  u  oioins  que  des  inoyens  tres  sensibles  ne  permett< 
metlre  en  Jen  que  des  quantites  d'eiectricite  de  beaucoup 
ri  cures. 

Nous  admetlrons,  comine  le  vent  la  theorie  des  electrons  e 
formement  aux  vues  d'  Ampere,  que  les  aimants  sont  de, 
lemes  de  coii/'ants  neutres  fermes. 


Actions  6Iectrodynamiques  et  electromagnetiques. 
^  li.  —  ACTION  D'UN  COURANT  FERME  SUR  UN  ELEMENT  DE  COURANT  NEI 

Soie.nl  E;4  cfs\  —  E^  ds\  E4  ds,  —  E.^  ds  les  charges  positi 
negatives  de  deux  elements  de  deux  fils  situes  Pun  en  x? , 
Fautre  en  x,  y,  z.  Par  hypothese,  les  charges  totales  E',  —  E^ 

E,  —  E2  =  E  sont  tres   peliles    par   rapport   aE'n La 

exercee  par  dsr  sur  ds  est  la  somme  des  actions  de  E\  et  EJj  s 
et  E2.  Les  ¥itesses  des  ions  positifs  et  de  la  matiere  sont  "\ 
celles  des  ions  negatifs,  r,  r;  les  vitesses  relatives  V — t; 
Vf  —  c'  =  Vi  ct,  par  consequent,  J,  J'  ont  la  directic 


ds  (dx,  dj\  dz\  et  dsf  (dx* ',  dy':.  dz'  i  ;  on  aura  done 


(-13) 

(24)  J    =   E8Ti,  J'=E'2V 

Portons  ces  valeurs  dans  Fexpression  f'i3)  de  Fx,  et  formons  la 
somine  indiquee.  Le  terme 4r —  aura  le  coefficient 

E;  E!  —  E;  E2  —  E;  Ej  -H  E'2  E2  =  EE'  : 

c'est  Faction  electrostatique. 

,  (3 — A- )  cos (3.0?)  r  7     ,  , 

Les  termes  en /   ^   g  ' •  seront,  an  iacteur  as  as  pres. 


dx 


ies  termes  non  ecrils  se  deduisant  de  ceux-ci  par  permutation  cir- 
culaire  de  xyz.  Cette  expression  pent  s'ecrire 


v 

""^' 


E'rj*  /^£V2  _         i  f^f  f^  _^       1 

"""ET  \<fo/      'ir'r<  ^  ^'  '  "J* 


Lorsque  Ies  charges  resultantes  E,  E'  sont  nulles,  le  dernier  seal 

E      V"  •  i 

subsiste.  Dans  Ies  autres  cas,  ^  -^  sont  tres  petits,  et,  comme  le 

iii2     Jti(.> 

tout  doit  6tre  multiplie  par  -2>  on  voit  que  le  premier  ternie  est 
absolumentnegligeableacoteduternieelectrostatique.Ledeuxieme 
correspond  a  une  action  tres  faible  d'un  courant  neutre  sur  une 
charge  electrostatique  en  mouvement,  le  troisieme  a  Faction 
d'une  telle  charge  sur  un  courant  ou  aimant  (effet  Rowland).  Ces 
deux  effets  sont  du  menie  ordre  de  grandeur,  et  ne  se  manifestent 


t'lEi'VHES    Dfc     UAHlifc-H    Kli/,. 


c|iie  dans  iles  experiences  Ires  delicates  et  lorsque  V  ou  V; 
considerables.    Si   le  lenne    electrostatique    est  faible    Iui-nn 
coinme  e>st,  en  general,  le  cas,  ils  sont  absolument  negligea 
Nous  (iiscuterons  plus  Join  FelFet  Rowland. 

Les    lermes    carres    sent    e^alement   tres    petits    par    rap 

;1  rrf  4if  f*l,  et  ii  ne  reste  que  ce  dernier  termer 

1  '   tit  4$  l 


dv  dv'        dz  dz' 
--  --   ----  - 


lie  int-me,   les  termes  en  --  8  "  '  J  et  --  '  "+",1-   ne  don 

4  c-  'x  c~ 

seasiLleaieat  qusun  resultat  proportionnel  a  JJ',  et  1'on 
FeosemLle  cles  termes  dependant  des  vitesses, 


COS!  3.  .r  ) 


.r  )  , 

-  JJ  ds  ds 


x  f(3  —  /• )  cos  i  ds.  ds' )  —  3  ( i  —  L  )  cos  (  p,  df )  cos  ('  p,  ds' } 
_ _ —  [ffo  ds  cos (  s,  ds' )  -i-  dor'  ds  co? ( p,  ds)]. 

O'apres  la  formule  (20)  de  Lorentz,  Faction  ds'   sur  ds   est 
vertu  de  raisonneznents  analogues,  donnee  par 

9  /D'  dsds'W        ,  ,   .       .,. 

•.»o  )  a ti  y.  = . — . —  cos  ( p ,  x  i  ro  s  ( ds.  ds  ) 


r/*rr  ds  cos( 


les  termes  en  E,  E'  et  les  termes  carres  etant  encore  negligeal 
(pliant  am  termes  conlenant  les  accelerations,  qui  est  le  meme  < 

les  dnii  theories,  if  est  encore  multiplie  par  -  ou  —  ,  et  par  > 
secjiifii!  ne^iigeabie,  a  moins  que  les  accelerations  ne  soient 
j!Tan«les,  ce  qui  n'cst  pas  Je  cas  dans  les  conditions  experimen 
ou  Ton  pent  observer  les  actions  electrodynamiques  ou  ele( 
matjnetiques. 

Je  dis  que  la  resultante  de  faction  d'un  circuit  ferme  ds 
r  element  ds  est  la  meme  suivant  (25)  et  (26).  En  effet, 


XVIII.    —    SUR    l/KLECTRODYNAMIQUE    GENERALE.  3g3 

car 

—  —  jL dx'      <}  dy!     *•*  dz' 

dsr        dx'   ds'         dy'    ds         dz'   ds' 

Le  terme  en  dx  dsr  cos(c>,dsr)  est  done  une  differentielle  totale 
par  rapport  a  sf ;  son  integrate  est  iiulle  pour  un  contour  ferme. 
De  meme 

cos  (p.  a?)         .        .  .         f        .  . 
cosfp,  d$)  cos(p,  ds  ) 

=  * — __  [ ( x  ~-  x' )  dx  -4-  (y  —  y1 )  dy  4-  ( z  —  z' )  dz  ]  ~V  ds' , 
et  ^integration  par  parlies  le  lon^  de  s!  transformera  ce  terme  en 

__  d-r'  ' 

x  —  x' 


4- 


dx'  ds 


cos(p,  x)  ,     .,     ,, 

s(  o,  r/.s1)  -4-  —  —  ^  —  -c.os(ds,  ds  )  as  ds  , 

" 


en    sorte    qu'il    vient,    pour    la    resultatile    dliercliee   de    Faction 
eprouvee  par  r/s, 

Rx=  I  dR.K=  ~r    /   ^4"    —cos(pT.r)cos(^,  ds')  ds  -+-  ^-^cos(p,  ds)    . 
J  c   »  'x>  P  "  L  ^5  J 

G'esl  exac  lenient  ce  que  doiinerait  I  'integration  de  (26).  La 
constante  k  disparait  du  resuJtat.  Celui-ci  esl  d'aillenrs  indepen- 
dant  du  mouvemenl  des  tils  on  de  leur  deformation,  pourvu  que 
J,  J7  restent  constants,  que  Vt  lenient  de  courant,  J  rf.v  soit  neutre, 
et  que  J7  soit  ferine  et  neutre.  Les  actions  rotatives  des  courants  et 
des  aimants  s'expliquerdnt  done  de  la  maiiiere  classique. 

Pour  /•  =.  —  i,  Faction  <Je  deux  elements  de  courant  neutre 
serail  exaclement  donnee  par  Ja  formule  d'Ampere  ;  cette  formule 
peut  done,  aiijourd'lnii  encore,  etre  admise. 

Lorsqu'il  s'agit  de  corps  a  deux  ou  trois  dimensions,  donl  1'un 
estparcouru  par  un  courant  neutre  decomposable  en  filets  fermes, 
celui-ci  agit  sur  les  elements  de  volume  de  1'autre  conformement 
a  la  formule  obtenue  ;  mais,  de  plus^  les  courants  eux-memes 
changent  legerement  leur  direction,  comine  on  le  verra  au  para- 


-rjplit'  s»i\ant :  c'est  FeUetHalL  Mais  cet  effet  est  minime,  et 

Coinine  lou  jours,  les  effets  du  magnetisme  s'obtiendront  en 
pliN'ant  les  aimants  par  des  courants  neutres  fermes  moleculai 

ici  encore  il  ivy  aura  done  pas  de  differences  entre  les  theories. 

§  7.  —  ACTION  I/UN  COURANT  NEUTRE  FERME  ou  D'UN  AIMANT 

SUR    UN    ION  EN  MOUVEMENT. 

On  observe  cette  action  dans  1'etude  des  rayons  catliodiqu 
de?  rayons  canaux,  ou  la  vitesse  v  de  1'ion  e  en  mouvement, 
en  restant  tres  inferieure  a  celle  de  la  luiniere,  est  tres  grande 
rapport  a  la  vitesse  des  ions  du  courant  ferme,  puis  dans  le  " 
iiomeiie  de  Hall,  Feffet  Zeeman  et  la  rotation  magnetique  du 
de  polarisation  de  la  luiniere  ('  ). 

Conservons  les  notations  du  paragraphe  precedent;  Factions 
par  e  sera  la  somme  des  actions  des  charges  positives  et  nega 
Lj  (h ,  —  E;'s<r/~;de  tons  les  elements  de  volume  du  courant 
conducleur  hii-ineme,  dans  ces  experiences,  est  au  repos  ;  ( 
\  =o,  —  E!,  v'x  =  i'xJ  et  la  vitesse  r;  des  ions  negatifs,  seals 
biles  par  bvpothese,  est  petite  par  rapport  a  c.  La  formule  g 
rale  i  i3 )  donne  pour  un  element  lineaire  dsf  du  courant  ferm 
abstraction  faite  du  terme  electrostatique  et  des  accelerations, 


i 


3d  —  7c) 
- 


,  -  r  —  i     >  (  v  "  r 

4  -l 

( k  -H-  i  \  ds'  ,  t 

,>±^ld^^,_^,, 


HiZL*)p'. 

,  "  r 


— A-)     ,        .       , 
PP  cos  ( i',  p  )  —  3  ; 


{'}  LOHENTZ,  Elektronentheorie,  p.  217. 


A.  cote  des  termes  proporlionnels  a  r,  r',  les  termes  en  r'-,  c'r?  v'0 
disparaissent  parce  que  —  est  tres  petit;  il  en  estde  meme  des  ter- 

F1' 

mes  en  -^77  car  iis  sont  a  Faction  electrostatique  des  charges  E'  du 
courant  comme -£  s  c'est-a-dire  Ires  petits.  II  reste  les  termes  pro- 
portionnels  a  9  et  c',  que  1'on  peut  ecrire 


C*?2 

r(3  —  /0    .   r,x    3d  — /r)    .   .,    ,    1 
X  cos  ( t>,  as  ) cos (  p ,  as  )  co s ( p ,  i' ) 

[  vx  co  s  ( /*,  ^5' )  <.ls'  -+-  v  cos  ( y ,  /* )  «^JT'  ] . 


C'est,  aux  notations  pres,  la  formule  (20).  Le  courant  dsl  etant 
ferine,  on  peut,  comrne  nous  J'avons  fait  plus  haut,  integrer  par 
rapport  a  s',  et  1'on  obtiendra  encore  ce  resultal  que  I'  'action  d'un 
aimant  on  cV  mi  courant  ferine,  au  repos,  sur  an  ion  en  mou- 
vement  est  la  meme  que  dans  la  theorie  de  Lorentz. 

Si  r  devient  plus  petit  et  comparable  a  vj  ,  tous  les  termes  de  (27) 
deviennent  tres  petits  et  le  phenomena  exige,  pour  etre  observe, 
des  moyens  d'investigation  tres  delicats.  C'est  ce  qui  a  lieu 
lorsque,  placant  une  plaque  parcourue  par  un  courant,  entre  les 
poles  d'un  electro-aimant,  on  observe,  lorsque  1'aimant  est  excite, 
une  diflerence  de  potentiel  entre  les  deux  bords  du  courant  (effet 
Mall).  L'action  electrostatique  de  1'aimanL  etant  iiegligeable,  il  en 
est  a  fortiori  de  meme  des  termes  en  E/  de  la  formule  (27)  ;  il  y 
aura  done,  d'abord,  une  action  proportionnelle  a  J'  et  a  v,  qui  est 
la  meme,  comme  on  1'a  vu,  dans  1'une  et  Tautre  theorie;  il  y  a,  de 
plus,  la  force 


r 

J 


2C2p2 


Celle-ci  depend,  comme  le  phenomene  de  Hall  lui-meme  (et  au 
contraire  des  forces  etudiees  jusqu'ici),  des  hypotheses  faites  sur  le 
mouvement  des  ions :  elle  serait  sensiblement  nulle  si  les  ions 
positifs  et  negatifs  de  Felectro-aimant  avaient  des  vitesses  egales 


.»•  -trusts    I)L    NVALTHEIi    KITZ. 

H  >]»»  -unt^  *'Miifr,8ft'fN.   La  fonnule  ('20)   de  Lorentz  donne 

I.*.'  iernae  en  i1''-  a  la  nature  d'une  force  electrique  exercee 
!e*  eirmeut^  ile  volume  de  1'aimant  independamment  de  leur  or: 
iatimi  i\r*  fuiirarits  moit'culaires  etant  consideres  comme  per 
iujnl^  t"!  >!!iipieinent  orientes  par  l?aimantation).  Ces  actions,  in 
!'t'ii».iarHes  dn  -isee  du  rbamp  magnetique  et  de  1'existence  d 
roiiraij!  iian>  la  plaque,  ecliapperont  sans  doute  aux  observati 
menje  les  plus  drlicales.  Quant  aux  ternies  contenant  les  ac 
leratioiis  ties  ions  du  courant,  et  qui  sont  les  meines  dans 
denv  thr'orie^,  il>  5unt  egalement  negligeables,  pour  des  me 


ACTION    ». (INVECTIVE    DE   I/ELEC.TRICITE.   —  EXPERIENCES    DE    ROWL, 
RoNTGEX    ET   ElCHENWALD. 

rrons  enlia  one  charge  electrostaiique  Erofc'  entrai 
aver-  one  vitesse  \  ;  par  ie  corps  qui  la  porte  et  agissant  sur  i 
aiguille  aimantee.  *r?esi-a-dire  sur  un  svsteme  de  courants  fen 
el  neulres.  de  charge  elcctrostatique  nolle,  dont  les  ions  posi 
-on!  immobile*,  les  ions  negatiis  avant  la  vitesse  v.  Un  elemenl 
tie  i  un  de  res  i-ourants  sera  soumis  a  une  force  dE.?,  dRr,  dR~, 
t^l  Id  soinme  des  actions  de  EV/T'  sur  sa  charge  positive  Er ds  e 
c-haiiie  negative  —  E,//.?,  et  ii'y]  donnera 

.  ,,.         K.  E  tN»s,  :,  x  ,  f/-f  ffs 


—  \i. r.., - v, ,v+ v'z (,:, _  3'!~*' V; p. 


--.,] 


L  t- nsembie  de.  iennes  proportionnels  a  V  et  r  ont  la  forme  d 
pmsieurs  !..,]•»  obtenue  :  on  a  d'ailleurs 


*-i  rn.r/^/T-  4 

I  \  ijr  c>?  -f-  V;  f\r  —  (.'^  (;3  ). 


on  pent  integrer,  par  rapport  a  ds  (ce  cotirant  etant  ferine),  comme 
prece'demment  par  rapport  a  ds',  et  Pon  retrouve  la  formule  qui  se 
deduirait  de  la  theorie  de  Lorentz.  Une  transformation  de  ce  genre 
sera  toujours  possible  des  qu'/^/?  au  moins  des  courants  est  ferine. 
Les  termes  additifs  en  c;,  v^  vx,  rp  donneraient  nne  force  resul- 
tante  et  non  un  couple  pour  1'aimant,  force  dont  1'intensite,  tou- 
jours  tres  petite,  depend  des  hypotheses  faites  sur  les  mouvements 
des  ions  dans  1'aimant  el  est  negligeable  par  rapport  an  couple  si 
r  est  petit  par  rapport  a  V,  que  1'electricite  negative  soit  seule 
mobile  on  non. 

Lorsqu'im  dielectrique  est  polarise  par  des  forces  electrosta- 
liques,  il  en  resulte  a  sa  surface  des  charges  electriques  identiques 
d'apres  les  deux  theories.  Si  le  champ  electrostatique  varie,  ou  si 
le  dielectrique  est  mobile,  le  mouvement  de  ces  charges  sera  encore 
le  meme  dans  Fune  et  1'autre  maniere  de  voir,  el,  on  vient  de  le 
voir,  ces  charges  mobiles  auronl  sur  un  aimant  la  merne  action.  A 
rette  action  s'ajoute,  dans  les  theories  de  Hertz  et  de  Lorentz,  une 
autre,  celle  du  con  rant  de  deplacement  relatif  'a  I'ether,  qui  est 
proportionnelle  a  la  vitesse  de  changement  de  la  force  electrique 
en  un  point  de  I'ether.  Dans  {'experience  de  Rontgen  ([),  de  meme 
que  dans  celles  d'Eichenvvald  (-),  cette  action  est  nulle  dans  la 
theorie  de  Lorenlz,  qui  donnera,  par  consequent,  les  meines  re- 
sultats,  conformes  a  rex|)erience,  que  notre  formule. 

Pour  obtenir  une  action  dependant  de  /r,  c'est-a-dire  un  expe- 
rimentum  crucis,  il  faudrait  pouvoir  observer  des  forces  electro- 
dynainiques  ou  electromagnetiques  entre  courants  non  fermes  ou 
non  neutres  tons  deux.  C'est  a  quoi  Ton  n'a  pas  encore  reussi 
jusqu'ici. 

Induction. 

§  9.    —    LE   COURANT   INDUCTIiTJR   EST    NEUTRE    1ST   FEUME. 

Soit  ds1  un  element  lineaire  d'imdes  courants  fermes  en  lesquels 
on  peut  decomposer  le  courant  inducteur.  Soit  V  la  vitesse  de 
Felement  (qui  est  en  meme  temps  celle  des  ions  positifs);  nous 


(')  AnnaUn  der  Physik  u.  Chemie,  L.  XXXV,  1888,  p.  264. 
(2)  Ann.  der  Pkysik,  4"  seric,  t.  XI,  1908,  p.  i  et42i. 


a\un*  calcule  <  27  i  faction  d:un  tel  element  sur  un  ion  m 
Mijiposiiit  V;  =  o  et  en  negligeant  les  accelerations.  Repr 
ealfiil  sans  ces  restrictions,  inais  en  negligeant  Faction 
statique  do  courant,  el,  a  fortiori,  tous  les  termes  multipl: 
charge  resultante  E'  de  ds,  ce  qui  revient  a  poser  E\  =  E'.2. 
force  exercee  par  les  charges  positives  et  negatives  de  dsl  si 
de  charge  placee  en  (xyz")^  'de  vitesse  v.  La  force  electro 
d'inductiun  produite  dans  un  fil  conducteur  dont  1'eler 
f/s  i//,r,  t'/y.  dz\  determine  par  la  composante  tangentiel 
de  F: 


R  =  I  (Fx  dx  -f-  Fy  dy  -i-  Fz  dz). 

Dans  les  euiirants  induits  fermes,  on  n'observe  que  la  v 
cetie  integrate  prise  le  long'  d'un  contour  ferine.  Si  done  F 

des  termes  de  la  forme \        — ,  ces  termes  donneront 

dx 

ferentielle  lotale  et,  par  consequent,  disparattront  du  resu 
Pour  calculer  F,    partons  de  la  formule  (i5).  Nous  p 

negli»er  le  ternie  independant  de  c\  - — - — -,  pour  tout  con 

1  '    OX     2C2        X 

duit  ferine.  Le  terme  conteiiant  w  sera  multiplie  par  E',  et| 

sensitiiement  nul ;  on  aura  done 

F   —  —  —        d    r)P 
dx  "^  dt  dvx' 

p        EI  tts'  \ 


Dans  cette  expression,  les  termes  independants  de  r  r 
rcront  pas  sous  le  signe  ^  et  leur  derivee  parlielle'  par  : 
a  or,  r,  3  intervient  seule  et  donne,  des  lors,  un  resultat 

rpcfiarn 


P  _  _[( £  __  £ j  v?  cos(  p,  dx' )  els' -f-  (n-  k)(vx  t 


Lie  premier  lerme 

op  cos(p,  dfo')  ok'  ,.  ,  ,         p 

-£  -  -  -  =  —          -  —  -  —          - 


arie,  integre  par  parties, 

~~  £  57t(;-c(rr"'a?^-i-(;.v(r 

p.r  afcr'  -f-  pr  dy'  -+-  vz  dz! 


sorte  qu'on  a  enfiii 


P  =  --  —  (  vx  djp'  H-  vy  dy'  -\~  vz  dz'  ). 

Dans  la  theorie  de  Lorentz,  il  existe  une  fonctioa  L  dormee  par 

,  .  x  .  i    •  ,  ,  d\*          d   dL 

)  bis)  et  qai  conduit,  par  la  meme   operation  --  •  --  (-  -r-  -  —  > 
71  '  r  r  dx        dt  dvx 

'expression  de  la  force.  Les  ternies  en  r7-,  pp",  <v;p  de  cette  expres- 
n  donnent  encore  zero  pour  un  circuit  induit  ferine.  La  valeur 
iultante  de  L  sera  done 

'  ' 


theories  donnent  done,  pour  deux  circuits  ferrnes 
mouvement  (car  nous  n'avons  fait  aucune  hypothescj  sur  le 
>uvement  du  circuit  induit,  et  nous  n'avons  pas  suppose  r  paral- 
e  a  ds),  le  meme  res  ul  tat,  conform  e  a  T  experience. 
Les  hypotheses  plus  speciales  de  Weber  conduisent,  on  le  salt, 
x:  memes  resultats. 

Les  aimants  seront  traites  com  me  dans  la  tlieorie  de  Lorentz. 
Une  remarque  est  cependant  necessaire.  Pour  quo  la  formule  de 
rentz  soit  conforme  al'experience,  il  fautque  1'acceleration  tan- 

atielle  seule  '•  —  —  —  ioue  un  role  (dans  le  cas  de  courants  va- 

dt  J 

bles),  1'acceleration  normale,  proportionnelle  a  -  -,  -  \  -  » 
/7  MI  rayondecourbure 

nt  negligeable  a  cote   d'elle.    G'est  bien  le  cas  dans  les  expe- 
nces.  Autrement  dil,  il  faut  que 


reduise  sensiblement  a  son  premier  terme. 


Liorsque  le  circuit  inaiiit  esc  ouvert,  n  se  lorme,  com 
sail,  des  differences  de  potentiel  ;  1'etude  des  quelques  cas 
differences  ont  pu  etre  observees  se  traite  facilement  par  L 
thodes  appliquees  jusqu'ici,  et  je  n'j  insiste  pas. 

§  10.  —  CIRCUITS  INDUCTKURS  ET  INDUITS  OUVERTS. 

Quand  un  condensateur  se  decharge  a  travers  un  fil,  on  o 
comma  on  sail,  une  premiere  approximation,  suffisanle  dam 
coup  de  cas,  en  calculant  les  effets  electromagnetique 
exemple,  1'impulsion  subie  par  I'aiguille  aimantee  dans 
rience  de  Weber  et  Kohl  ran  sch,  pour  la  determination  du  r 
des  unites)  etla  self-induction,  comme  si  Le  courant  etaitj 
en  tenant  compte  naturellement  des  actions  electrostaliqi: 
charges  du  condensateur.  Ces  calculs  continueront  done 
applicables  dans  la  nouvelle  theorie;  ils  conduisent,  conforn 
a  i'experience,  a  des  phenomenes  tres  rapicles,  pour  lesqu 
acc^lerateurs  w  sont  tres  considerables  par  rapport  aux  vite 
Dans  le  cas,  par  exemple,  ou  Ton  aurait  n  oscillations  sinus 
par  seconde,  la  valeur  maxima  de  <r  est  27:  n  fois  plus  gran 
celle  de  P.  Dans  ces  experiences,  le  terme  electrostatique,  L 

tance  et  1'induction  proporlionnelle  a  -r>  c'est-a-dire  a  (v, 

ut 

seals  un  role  en  ce  qui  concerne  le  mouvement  de  l'ele< 
dans  les  conducteurs.  Or  ces  termes  sont  identiques  dans  le 
theories.  Quant  aux  couples  exerces  sur  les  aiguilles  ain 
ou  des  bobines,  nous  avons  vu  qu'il  suffit,  pour  l'identit<§  de 
ries,  que  Vun  des  courants  soil  ferme,  ce  qui  est  bien  le  c; 
eflets  d'un  mouvement  des  conducteurs,  qui  sera  to uj ours  1 
rapport  £  ces  phenomenes,  ne  les  influenceraientpassensibL 
plus  generalement,  les  lermes  en  (5/,  petits  par  rapport  a  ce 
contiennent  cv7,  seront  sans  eifet  d'induction  dans  ces  ph< 
nes.  Les  oscillations  de  tels  circuits  (oscillations  qu'on  ( 
souvent  sous  1'expression  de  quasi-stationnaires)  et  leuri 
sur  des  circuits  voisins  seront  done  les  memes  dans  1'une  et 
theorie.  Ge  n'est  que  lorsqueles  phenomenes  deviennenteTf 
ment  rapides  (oscillations  hertziennes)  que  [les  developpem 
serie  qui  ont  conduit  a  la  formule  (i3)  cessent  d'etre  tres  ( 


gents;  la  propagation  joue  alors  un  role  explicite,  et  il  fautrecourir 
a  des  considerations  nouvelles  que  j'exposerai  plus  loin;  Faccord 
avec  les  forrnules  de  Maxwell  et  Lorentz  y  restera  le  meme. 

Kn  resume,  aucune  divergence  sensible  avec  la  theorie  cle  Lorentz 
et  avec  Fexperience  ne  s'est  manifestee  pour  les  phenomenes  a 
variation  lente;  ce  fait  n'est  pas  sans  inlerel,  vu  la  grande  diffe- 
rence des  lois  ele'mentaires,  et  monlre  que,  malgre  les  progres 
recents,  ces  lois  ne  peuvent  encore  se  deduire  de  Fexperience  (*). 

§11.  —  ACTION  D'UN  CORPS  RICHDE  CHARGE  SUR  LUI-MEME. 
MASSE  KLECTROMAGNETIQUE. 

Dans  lout  ce  qui  precede,  nous  avons  neglige  Faclioii  des  elec- 
trons sur  eux-memes ;  nous  allons  la  calonler  en  supposant  la 
masse  egale  a  M,  les  densites  eleclriques  en  deux  points  xyz,  x'y'z' 
etant  s,  e7 ;  de  plus,  nous  ferons  abstraction  d'une  rotation  de 
Felectron,  et  ne  considererons  qu'un  mouvement  de  translation 
quasi-stationnaire,  c/est-a-dire  ou  la  formule  (i3)  pour  F  reste 
applicable.  La  formule  (V)  donnera  alors 


Les  tennes  en  u.  soni;  iiuls  dans  1'expression  de  F,  puisque  la 
vitesse  est  la  meme  pour  tons  les  elements  de  volume;  le  terme 
electroslatique  donnera  encore  xero,  parcequ'il  satisfait  au  principe 
de  Faction  et  de  la  reaction;  il  ne  reste  que  les  termes  relatifs  aux. 
accelerations,  et  Fon  a 


T   c  r* 

x=—  — -    /     / 

•^  c~  J    J 

i       C    r 

-  =  -  T^J  J 


Le  corps  exercera  done  sur  lui-meme  line  force  qui  est,  f one- 
tion  lineaire  des  accelerations,  c'est-a-dire  une  reaction 
d'inertie  anisotrope  en  general  ( c'est-a-dire  dependant  de  la  diree- 

(')  Pour  plus  de  details  sur  ['interpretation  de  la  resistance,  du  magnetisme,  etc, 
dans  la  theorie  des  electrons,  voir  1' Article  deja  souvent  cite  cle  II.-A.  LORENTZ  : 
Elektronentheorie,  dans  Enzyklop.  d.  math.  Wissensch.,  Leipzig,  1904. 
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lion  de  tr  par  rapport  a  Teiectron) 


ii  (p-r  \        w-v  R        (*>   r 

M   (Vy    = Ay Dy  —    W 

-  9.c2     •        9,  c2    J        -:>.c2     ' 


«  3o 


.^yy.,£!±!£_£ 

/»        /*  (/£/ X  )   ('  y'  y    ) 


c^  = 


oil  cliaque  comhinaison  d?elements  c/-:,  chf  est  prise  deux  fois 
Ces  formules  scut  identiques  a  celles  qui  resultent  de  la  th 

de  Lorentz  (*)  aux  faibles  vitesses  ;  c'est  un    resultat  de  Fid< 

des  termes  relatifs  aux  accelerations  dans  les  deux  theories. 
Lorsque  le  corps  presente  certaines  syme tries,    cette    rea 

devienl  parallele  a  tv  ;  dans  ce  cas,  1'axe  des  so  e'tant  parallelc 

Ja  quantite 


-a?')2 


d-  d-J 


jouera  simplement  le  role  de  masse  eiectromagnetique  ajt 
d  la  masse  M.  Tel  est  done  le  resultat  de  Pinegalite  de  I'acli 
de  la  reaction  dans  notre  theorie  pour  ce  cas  particulier. 

II  est  evident  d'ailleurs  que  ce  resultat  subsiste  meme 
grandes  vitesses,  car  les  termes  en  u  continueront  a  etre  ic 
queinent  mils  ;  ia  masse  electromagnetique  ne  saurait  depend 
la  vitesse,  dans  notre  theorie,  et  les  experiences  de  M.  Kaufj 
devront  recevoir  une  nouvelle  interpretation.  On  ne  pourra 
pas  en  conclure  que  la  masse  est  d'origine  electromagnet 
mais  rien  n'emp^chera  d'admettre  cette  hypothese,  an  mo  ins 
les  electrons. 

En  tenant  compte  des  termes  en  -1,   on  obtient  une  1101: 

c* 


«')  LORENTZ,  ElektronentheoHe,   p.   190.  (Teuir  compte  de  la 

unites.) 


XVIII.    —    SUR    L  ELECTRODYNAMIQUE    GENERALE.  4°3 

force  res ul tan te 

Tc*    dt   '     3~?>     dT'     To*    dt   ' 

qu'un  electron  de  charge  totale  e  exerce  sur  lui-meme;  on  la 
retrouve,  avec  le  meme  coefficient,  dans  la  theorie  de  Lorentz  (*). 
Cette  force,  qu'il  faut  ajouter  aux  membres  de  droite  de  1'equa- 
tion  (3o),  ne  depend  pas,  comme  la  reaction  d'inertie,  de  la  forme 
du  corps,  c'est-a-dire  de  1'electron  ;  elle  correspond  a  une  sorte  de 
frottement  determine  par  la  perte  d'energie  par  rayonnement.  Dans 
la  solution  d 'equations  ou  intervient  ce  terme  du  troisieme  ordre, 
il  n'est  permis  de  prendre  en  consideration  que  les  integrales  cor- 
respondant  a  des  phenomenes  lents,  pour  lesqueis  les  developpe- 
ments  en  serie  restent  valables. 

§  12.  —  OSCILLATIONS  ELECTIUQUES.  CONSIDERATIONS  GENEHALES. 

On  a  vu,  dans  les  paragraph es  precedents,  que,  pour  les  oscil- 
lations tres  rapides,  les  accelerations  senles  sont  a  conserver  a 
cote  du  terme  electroslatique,  les  vitesses  etant  negligeables  a 
cote  cl'elles.  11  ne  sera  plus  permis  de  recourir  aux  developpements 
dont  nous  nous  sornmes  servis  jusqu'ici,  et  nous  devons  revenir  a 
la  formula  (VI),  en  y  posant  u  =  o.  Elle  devientalors 

rw'* 

cos(/-,  x) *-~ 


r*  6>2  /• 


Dans  la  theorie  de  Lorentz,  la  force  eleclrique  seule  jouera  un 
r61e(3). 


(r)  Loc.  cit. 

(2)  En  Optique,   la  force  magnetique   multipliec  par  la    vitesse  joue  un  r61c 

•    la  nrp.^«;inn 


et  Ton  y  peut  egalement  negliger  les   termes  en  — ,  —  t  o'cv7, 
en  sorte  qu'elle  devient 


cos(R,  x) 


et  cela  pour  toute  valeur  de  R  qui  ne  serait  pas  incomparable!* 
phis  petite  que  icm,  et  a  fortiori  pour  de  grandes  valeurs. 

Les  seconds  termes  des  deux  forniules  (3i),  (33)  correspond 
a  tine   force   perpendiculaire   au   rajron    vecteur,   et   qui  joue 

Optique  fou  le  terme  en  ~  disparait  )  Ie  role  de  vecteur  de  F 

nel.  Eile  ne  depend  que  de  x,  y,  z,  t  et  non  de  v\  la  notioi 
champ  peut  done  s'y  appliquer,  c:est-a-dire  qu'on  peatconsid^ 
la  distribution  de  ceUe  force  dans  1'espace  mclependamment  d 
presence  on  de  Pabsence  d'un  electron,  ce  qui  ne  serait  plus  le 
si  elle  dependait  de  la  vitesse  relative  cle  celui-ci. 

Discussion  ge  tier  ale.  —  Les  formules  (VI)  et  (3 1)  appellant 
remarque  generate.  Elles  contiennent,  en  effet,  le  facteur 


qui  devient  infini  pour  des  valeurs  de  /•  suffisamment  grandes. 
vais  montrer  qu'il  n'en  resulte  cependant  que  des  forces  imies. 
Considerons  une  charge  e!  vibrant  parallelement  a  1'axe  des  c 
dontla  vitesse  9 '  =  v* (tj)  estnulle  pour  t1  =  o,  et  positive  ensu 
L'onde  emise  en  t1  =  o  se  propage  le  longdePaxe  avec  la  vitess 
et  atteindra  un  point  fixe  P  situe  sur  1'axe  positif  en  un  inst 
^!>^''!>o.  Puis,  la  vitesse  de  propagation  croitra,  et  sera  c- 
pour  i'onde  emise  en  ^  ;  cette  onde  rejoindra  done  la  precede 
a  unecertainedistance^0,puisladepassera;  au  point^0  deux  on 
emanees  de  e'  en  if  =  o  et  t' =  t'0  arriveront  simultanement. 
vitesse  vr  restant  positive,  le  nombre  des  ondes  arrivant  simuj 
nement  en  x0  pourra  encore  s'accroitre  ;  mais,  lorsque  </  di] 
nuera  ou  changera  de  signe,  ce  cas  ne  se  presentera  plus, 
position  de  P  et  le  mouvement  de  e'  etant  donnes,  le  temps  d3 
riv^e  t  est  nne  fonction  f(t')  bien  determinee  de  tf,  don] 
par  la  loi  de  propagation  [analytiquement  par  la  formule  (] 


resolue  par  rapport  a  /].  A.u  contraire,  la  fonction  /f  =  <p(/) 
peut  presenter,  pour  une  valeur  donnee  de  t,  un  nombre  fini  de 
determinations  distinctes  ^)7  /^ /'2,  . . . ,  comme  on  vient  de  le 
voir.  Portons  tf  eu  ordoimees,  f  en  abscisses,  et  supposons  les 
vitesses  relatives  Iros  mferieures  a  6*;  la  courbe  ^==o(i)  oscillcra 

de  part  et  d'autre  de  la  droite  /' =  /  —  — »   ou    r*    est   la    distance 

1  c. 

moyenne  de  e'  a  P.  Des  paralleles  a  Paxe  des  /-  ne  la  couperonl 
qu'eu  un  point ;  des  paralleles  a  I'axe  /',  en  an  ouplusieurs  points; 
parmi  ces  tlernieres,  les  lang-entes  a  la  courbe  correspondent  au\ 

points  ou  -j-  devient  inlinie,  et  ou  deux  valours  t^   /^,t  devierinent 

fj*  j1 
egales.  Si  - ~j ••--  resle   linie  <ui  ce  point  (c'est-a-diro   s'il    n'v  a  pas 

j.i     j.f 

inflexion),  les  valcurs  de  '..'.,  Lj[±JL  y  tendront  vors  des  valours  dc 

tit        (it     J 

si^nes  contraircs  et  trrs  Brandos. 

Ces  consideralions  sonl  evidennnent  generates  <it  s'appliquent 
meine  lors<|ue  I*  <',si  en  mouvement,  des  (jue  les  vitesses  relatives 
sont  inlerieures  a  r.  Or  on  a  vu  [fonuule  (<))  oblenue  par  dilleren- 
tiation  d«  ( I!)  j  (|u<i 

w,, 


Le  di^uoiuiiiatcuir  s'annulc  done  et  chang'c  de  sig'iie  proc.isciutnit 
atix  instants  ou  deux  valeurs  /J,  t1^  ,  diflerentes,  <*orrespondant  a 
un  meine  instant  de  reception,  tendenl  a  devenir  egah^s.  Or  il  a 
etc  specific  (^2)  <[ue  PatUion  de  (*'  sur  e.  <jst  la  sonitnt*.  des  actions 
correspondant  a  /J>?  /',,  (.(„  ....  IY1  till! plums  et  divisons  V<t>  (VI) 

par  i  - —     ' ;  cetle  expriission  s'ccrira 


ou  CI>  reste  finie  et  coulinue  [>our  1'instant  eriti(jue  ou    •- -  et  — '•— 
devieuneut  infinis.  La  sonune  des  lermes  relatifs  a  t'-  ct  f' 


.   .      .           dt';               dt'i , , 
.i  lini.-   .'.'.  rar  $,,.}  =  OH /.^  i,  et  -^  = ^  pour 

t.Tilique. 


^  13.  —  OSCILLATIONS  HERTZIENNES. 

T»»u!  en  i-onservant,  commeaux  paragraphes  precedents,  1'h 
liit^e  fjiif*  lt?>  \stesses  sont  faibles  relativement  a  c,  nous  a 
*iif»po>er  raefvleration  tres  grande;  de  tels  phenomenes  seroi 
Je  Ifv*.  t'Qiirfe  duree,  ou  oscillatoires.  Dans  les  oscillations  ] 
zieimes.  les  ulesses,  correspondant  a  des  courants  faibles,  n'e 
deronl  go^re  de^  \a!eurs  de  fordre  de  irm  par  seconde,  et  la  dist 
uti  l'.»n  pt'ui  les  tHudier  pent  etre  evaluee  a  un  nombre  pea  c< 
iieraiik' de  longueurs  d'onde.  Le  nombre  d'oscillations  par  sec< 
iane  de  10'^  -  correspondant  a  3m  de  longueur  d'onde)  a 
i^iitii)!  aux  amplitudes  des  electrons,  elles  sont  extremement  pel 
puisque  les  \itesses  restent  faibles  inalgre  les  tres  grandes 

ijiieares.   Dans  ces  conditions,    la  quantite  — -f  est  toujours 

petite,  t?t  le  cas  dont  il  a  etc  question  ne  se  presente  pas.  En  ( 
sujijMKons  les  vibrations  sinusoi'dales,  et  soient  |r'|  la  valeurn 
muni  tie  \\  \  trr  |  celle  de  \v\  n  le  nombre  d'oscilladons  parseco 


<*r  If  Jeniuotrer  rijoureusement,  il  suffit  d'observer  (jue  la  different 
jeruet  .i'obtenir  ledeveloppement  de  la  fonction  t'  =  cp(^)  dans  le 
n  p  int  J  une.  Pour  le  point  singulier  (t'  =  ?',  ^  =  T],  les  met 
1  •u.en*  un  ileveloppeinent  suivant  les  puissances  de  rb  \,/^  —  T,  c! 
-  *  n^poiiJaut  a  Fune  des  deux  branches  t1^  t'l-+l  qui  serejoignent 

/'  ~  T'  =  \  v'r^  H-  B  (  t  ~  T)  -~  G  (  t  -  T  r  -r-  .  .  ., 

dt'       A  -  '  3  i 

S 


^     ^'M  )  ^era  developpable  de  ineme  et  ne  contiendra  que  les  puissances    en 
•5*-  /  --r':  les  puissanres  fructionnaires  se  detruisant,  il  sera  done  iirii.  Si 

c-  —  u  c 


A-  = 


idw'\ 

H»  -  —  C  I  — :—    } 

\  dt    r 


raisonneinent  ne  s'appliquerait  plus;  mais  ces  ca« 
^vcfpijHiiiieh.  ft  il  faut   aiors    tenir   Cltmpte   de   i^teadue    finie   de   r^Iec 

i  impulsion  qu'il  subit  reste  fioie  dans  tons  les  cas 


XVIII.    —   SUR    l/ELECTRUDYNAMIQUE    i'ENERALE.  Jo~ 

m\  la  distance  maximum  ou  Ton  peul  observer  IPS  uncles  ;  //?  n'esi 
guere  que  de  1'ordre  de  10  a  100.  On  aura 


soil 


d'ou 


C      I 

n  c- 


nombre,  onl'a^u,  comparable  a  io~uou  io~8. 

Nous  avons  designe  par  R  le  vecteur  dont  les  composantes  sont 

x  —  x',  r  — y ,  z  —  z'.  On  a  done 


c  c- 

d'ou 

r  =  R  (  i  —  ~  \  9         rx=  Rj. If  =  R  ("cos  <  R,  x')  —  — 

aux  terrnes  en  -T  pres.  Le  premier  terme  de  (3i  i  s'ecrit  done 

,         .  .  cos  (  R,  x  }  — •  — - 

ee  cos( ;\  x  j        ee  rv  c 

— =  — r1-  =  ee  ; • 


Gette  expression  est  tres  sensiblement  identiqae  au  premier 
terme  de  (33).  En  eifet,  dans  la  theorie  de  Lorentz,  le  centre 
d'ebranlement  reste  fixe  par  rapport  a  1'excitateur  et  an  resonna- 
teur  lorsque,  comme  nous  le  supposons,  ceux-ci  sont  Immobiles 
par  rapport  a  1'eiher  (les  mouvements  materiels  sont  d'ailleurs 
infiniment  lents  par  rapport  aux  phenomenes  dont  il  s'agit  ).  Ce 
centre  d'ebranlement  coincide  done  avec  la  position  de  x' ,  y! ,  z  a 
un  certain  instant;  mais  1'amplitude  des  mouvements  des  electrons 
etant  extremement  petite,  les  quantites  Rx,  RJ?  Ra,  R  sont  tres 
sensiblement  constantes.  Les  termes  electrostatiques  sont  done 
sensiblement  identiques  dans  les  deux  theories.  D'ailleurs,  les 
rapports  des  grandeurs  el  directions  de  /•  et  de  R  ne  diflerent  que 


i.le  i|jjae!itrs  <ie  1'orJre  ~.<  c'est-a-dire  10  i{)  ;  on  pent  done  ce 
t,iiftp!ij*'iit  rein  placer  /•  el  R  fun  parFautre  dans  les  seconds  term 
des  funiiules  <i-»n  et  t'33u  et  inenie  dans  1'argument  t!  =  £  —  ^ 

celtr  cierntere  hvpothese  revient  a  identifier  des  vitesses  de  prop; 
Cation  el  des  phases  qiu  »ont  entre  eiles  dans  le  rapport  de  i 
i  _j_  io"'!i,  c"est-a-dire  ne  ditlerent  que  d'une  quantite  que  e 
re>  ne  sauraient  raettre  en  evidence. 


En  surnni?*  les  tleux  theories  conduiront,  pour  les  oscilL 
ti'*ns  hertziennes^  exactement  au.c  niemes  resultats. 


hTTDE    DES  GRANDES   VITESSES. 


Le  oas  tiu  la  viiesse  des  electrons  est  comparable  a  celle  de 
liiiniere  ne  se  presente  que  pour  les  rajons  jj  du  radium.  On 
etudie  la  deviabilite  de  ces  rayons  sous  I'influence  d'un  cham 
eieclrostatique  el  sous  celle  (Fun  champ  mag-netique  produit  p; 
des  eleetro-aimanls.  c?est-a-dire  des  courants  neutres  fermes,  do] 
les  electrons  on!  des  vitesses  r'  tres  petites  par  rapport  a  c.  L< 
acrelerations  restent  toujours  petites  dans  ces  experiences. 

On  pent  done  encore  developper,  dans  S'expression  (VI)  de  , 
force  eleoientaire,  les  quantites  /%  a-,  ur  suivant  les  formulas  d 
n  '  M  ces  developpemenis  supposant  pelites  non  les  vitesses  ma 
Its  accelerations  des  divers  ordres.  On  aura,  v  etant  la  vitesse  con 
parable  a  i\  landis  que  -  est  tres  petit, 


2  «.:+...)', 


J>oit  done  :-  =  b  un  nouveau  vecteur,  de  longueur  comparable 


u-         ^^          /       v'j.  (J'V  (•' \ 

c2        '         "  \'  '*   c        IJ*V  c     '    '  "  c  / 

"^  72   "^  7^2"    ;J'r  (r-r  ~^"  'J-v  "\v  "^  ••i=  "'=  •  -^  •  •  •  =  ;J-  -i-  £i 


Dans  I' expression  (VI)  de  FT  on  ponrra  developper  p,  A  suivant 
formule  de  Taylor  dans  Fentourage  des  valetirs  — -  =  tS0,  •—  =  [32 ; 
isque—^— ne  different  de  ces  valeurs  que  de  quantites  tres 
tites  s,  •/•  de  1'ordre  de  ~  ?  — ^>  — ^»  •  •  •  >  on  aura 


3 

"  T  5^f  "^ T|£ ^a?<)39  "^"  ~  (t^s)*  "^ T|  '"' 

(  S.rC'i-*-   Svt'y-r-  S-rl  )     t/'J  (V      C/C  I 

"-  "  ~ 


L'expressioii  (VI)  de  F^r  deviendra  ainsi 

„          ee'  cos (o.  .r') 


Les  lennes  en  —  seront  negligeables  a  cote  de  ceux  du  premier 

ordre  :  pour  Faction  electrostatique  (V'  =  o)    il    viendra   simple- 
inenl 

i  .;  1  1      Fex  =  —  -  [cos  ('  p,  :r  }  cp  (  3?,  3-  »  —  3^  fa  6  (  3?,  &  )],         FtfJ.  =  ---- 

Pour  oblenir  Faction  cTun  element  els'  d'un  courant  neutre  fernie 
dont  on  pent  negliger  la  charge  electrostatique,  c'est-a-dire  pour 
lesquels  les  charges  positives  et  negatives  E'n  —  E!>  par  unite  de 
volume  sont  sensiblement  egales  et  de  signes  contraires,  nous 
n'avons  cjira  fa  ire  la  somme  des  actions  des  ions  positifs  etnegatifs 
«le  ds'  stir  l'«lectron  e  :  soient  r',,  t1.',  les  vitesses  des  ions  positifs  et 
iirg-aiifs.  le  condurteur  ou  i'aimant  etant  au  repos;  on  aura 


.F  cost  p,  cfe')  =  E^P',,.—  p;p). 

Dans  la  somme  des  actions  des  deux  especes  d'ions  sur  e^  les 
lermes  independants  de  c'  etant  pris  avec  des  signes  contraires 

s'annulent  dans  l'4n  i,  et  il  reste 


-r-cos(5,  ar)cos(p,  <fc')ii5r 


l  ^0  J  *(PS,  Pp) 
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L  action  du  courant  est  done  proporlionnelle  a  son  intensite.  De 
plus,  deux  elements  de  courant  paralleles,  de  sens  contraire  et  de 
meme  intensite  n'ont  pas  d'action.  Si  done  on  considere  un  feuillet 
magnetique  uniibrmement  aimante  comme  etant  un  sjsteme  de 
Ires  petits  couranls  fermes  de  meme  intensite,  les  parties  de  ces 
courants  situees  sur  le  Lord  du  feuillet  auront  seules  une  action 


?nsible  ;  Feffet  des  courants  situes  a  1'interieur  tendra  vers  zero 
vec  les  dimensions  et  les  distances  des  courants.  Un  tel  feuillet 
lagnetique  sera  done  equivalent  a  un  courant  ferme  circulant  sur 
3n  contour:  c'est  exactement  le  raisonnement  que  Ton  fait  en 
ilectrodjnamique,  et  il  serait  facile  de  lui  donner  une  forme  plus 
igoureuse. 
De  meme,  F  etant  fonction  lineaire  des  cosinus  directeurs  -T-?  » 


j-t  *  -~,  de  Felement  de  courant,  le  principe  des  courants  sinueux 

e  trouve  satisfait  pour  J. 

Mais  la  s'arrete  I  analogic  avec  I'  Electrodynamique  class  i- 
ue.  AInsi,  pour  des  vitesses  faibles  (c'est-a-dire  |3  petit),  on  a  vu 
lus  haul  que  Faction  FT,  Fr,  F-  d'un  courant  ferine  sur  un  elec- 
^on  mobile  est  perpendiculaire  a  la  vitesse  de  ceiui-ci.  //  ri'en 
st,  en  general,  plus  ainsi  pour  j3  comparable  a  I'  unite.  En 
ffet,  la  composante  R  de  F  parallele  a  t3  sera 


=  -  Jl    C(  A.c  dxf  -»-  A  y  dy  +  A,  dz'  ), 

<"YJ 

u  Ton  a  pose,  pour  abreger, 


__ 
>* 


A    - 


La  quantite  R  ne  sera  nulle  pour  tout  circuit  ferme  que  si 
\.xdx'  4-  Arrfy'  +  A.zd^  est  une  differentielle  totale,  c"est-a-dire 
i  Ton  a 


Or.  VJ  est  independant  de  x\  y,  z!,  et  Ton  a 

«/;.  _    „   f  ;  .->  —  x  i—  3y(  r—  /)  —  S-fa  —  *')"    __  J3p  cos(p.  x  )—  (i 

~  =  ^L  ?~~ 


/Lrt  condition  necessaire  et  suffisanle  pour  que  la  force  S( 
perptmdiculaire  a  la  vitesse  sera  done  que  les  expressions  /, 
formees  an  moyen  de  o*  i,  satis/assent  a  I3  equation  differe 
tielk 


Pour  /  livs  petit,  ^/*est  une  constante  /0  et  F  est  egal  a  -^-^; 
relation  est  satisfaite. 

Oucinc!  -j  el  i  ne  dependent  pas  de  jjp,  la  relation  prendlafon 
si»ipley*=  o. 

De  iiieiiie,  Faction  d'  un  solenoids  ferme,  ou  d'un  electr 
aimattt  fermt'\  n  est  pas  nulte  en  general^  a  moins  qu'une  ce 
iaine  relation  different  ielle  du  troisieme  ordre  entre  o  et  A  ne  s< 
satisfaite. 

Eiiiin,  pins  generalement,  la  connaissaj+ce  du  champ  magn 
llf/ae  en  un  point  ne  sujffit  pas  pour  determiner  la  for 
</tf  eprouvera  en  ce  point  un  electron  en  mouvement  tres  rapid 
a  moins  que  les  relations  enoncees  ne  soient  satisfaites.  Gette  de 
niere  force  ri'est  determinee  que  quand  on  se  donne  la  dispositii 
de>  courants  des  aimants  etant  supposes  rem  places  paries  courar 
t'-<piivalents)  et  par  la  les  valeurs  de  |ip  pour  les  divers  elements  * 
eo  i!  rant. 

L  experience  devra  done  tout  d'abord  decider  si  les  diverses  Ic 
de  rElectromagnetisme  dont  il  vient  d'etre  question  s'applique 
am  rayons  S  du  radium.  En  partant  de  la  notion  de  champ,  c 
questions  ne  se  posent  nieme  pas  et  c'est  sans  cloute  pour  ce 
qo  auctine  experience  quantitative  precise  ne  leur  a  encore,  a  D 
foiinaissance,  apporte  de  reponse.  Les  belles  experiences  < 
M.  Kautmann,  entreprises  clans  un  but  different,  ne  permette 
pas  d  y  repondre,  comme  on  va  le  voir. 

En  resume,  la  notion  de  champ  ne  s'appliquiTa  a  faction  qi 


ibissent  les  rayons  3  que  sous  certalnes  conditions;  nous  avons 
ailleurs  expose  que  celte  notion  introduit,  en  general  (c'est-a- 
ire  les  forces  et  le  champ  dependant  des  vitesses),  ie  mouvement 
3solu.  Les  effets  ordinaires  du  champ  rnagnetique  n'echappent  a 
itte  regie  qu'a  une  certaine  approximation  pres  (en  negligeaiit  le 
louvement  de  Ja  Terre,  etc.). 

§  15.  —  EXPERIENCES  DE  M.  KAUFMANS  (l ). 

On  sait  que,  dans  ces  experiences,  M.  Kaufmann  a  observe  la 
aviation  d'un  faisceau  de  rayons  [3,  diriges  parallelement  a  Faxe 
3s  x,  par  un  champ  electrique  parallele  a  Uaxe  des  y,  produit  par 
Q  condensateur  plan  etun  champ  magnetique  de  meiiie  direction, 
roduit  par  un  electro-aimant  on  unaimant  permanent.  On  obser- 
ait  les  deviations y^  z^  perpendiculaires  entreelles,  produites  par 
action  combmee  des  deux  champs  ;  ces  deviations  dependent  de 

vitesse  v=  [Be  de  1' electron  en  mouvement  ov  rayon  ^5  et  c'estla 
)urbe  y  =y(fi):  ,3  =  5(3)  (ou  [i  n'est  pas  connu  directement, 
lais  joue  simplement  le  role  de  parametre)  que  donne  1'experience- 
es  appareils  t§taient  d'ailleurs  symetriques  par  rapport  a  i'axe 
SSJK?  'es  champs  sensiblenient  homogenes.  Nous  allons  chercher 
i  que  donne,  dans  ces  conditions,  la  nouvelle  theorie. 

Action  electrostatique.  —  Les  plateaux  d'un  condensateur 
.ant  paralleles  au  plan  des  xz,  soienty  et  a  — y  les  distances  de 
electron  mobile  a  ces  deux  plateaux.  On  a  sensiblenient 

?y=p3=o,         P.r=3,         pp=pcos(p,  a?); 

>it  or  la  densite  de  L'electricite  sur  les  plateaux.  Les  composaiites 
3  la  force  exercee  sur  P electron  seront,  d'apres  la  formula  (41)? 


(l)  Gottinger  Nachrichten,  1901,  Heft  1:  1902,  Heft  5;  1900,  Heft  3.  Annalen 
Physik,  t.  XIX,  1906,  p.  487. 


II  Hst  perinis  de  eoiisiderer,  en  premiere  approximation,  ] 
due  (in  rondensiUeiir  comme  tres  grand  e;  les  integrales  d 
alors  etre  elendues  a  tout  le  plan  x-  z1  et  prises  d'abord  pouiv 
(premier  plateau),  puis  pom\y'  =  a  (second  plateau);  il  fan 
Li  difference  de*  resultats.  Laissons  pour  Finstant  r'  indeter 
Coimne  nous  avuns  admis  ais  n°2que  v  et  »i  sont  fonctions 
de  i5,  la  fonrtion  a  integrer  a,  dans  la  premiere  et  la  troi 
integrale.  de.s  valeurs  opposes  pour  les  points  (x  —  .r'),  (z 
ct  —  --J-  —  r'  },  —  (z  —  z'°i  :  ces  integrates  sont  done  nulle 
force  esl  parallele  a  y  par  synietrie. 

Soil  ^  Fangle  que  fait  z  avec  ,3,  c'est-a-dire  avec  1'axe  c 
on  n 

i  cosr  =  x  —  JT\         G-  =  (  x  —  x  )~  -f-  (y  —  y'  )-  -f-  (  -  —  ^'  )-  . 

txj»rlinee  an  rnoven  des  variables  p  et  £r,  la  deuxieme  inte 

de\  it'll  I. 

p  /'    i".r  ~~    r'        o.o          ^      /0»^*'  0*3'         rjj'   Ox'  , 

K^v=  eT  I     I    "-  -  —-C5-  3-.  S  cos;?  )  (  --  -  ----  — 

J   J         ?J        4     '  \  dp    05         dp    tf%) 

_    ^(-  .  _     ,     /"*  /'*9<  3*.  3  cos:::  >  sinrr  ^3  <r/p 
J  t'     p  y'p2  sin2Sf  —  (^K  —  X)2 

On  obtiendra  inaction  du  quart  de  plan  compris  entre  les  1 

JT  =  o,  3"  =  o,  en  integrant  par  rapport  a  o  de  o  =  ^  7~  ^  •  a  o  : 

1          rr  l         k  sin^r      l 

puis  de  S  =  o  a  S  =  ^;  fintegrale  cherchee  sera  le  quadrup] 
resultat  obtenu. 
On  a 


,  v  _  v'    T  _  rf?  /o2  sin2.:;  —  (  y  — 

,  j  —  y  )  a   —  —  =  arc  tane;  i-j 

J   5  vj  p2  sm2  r  —  (  ^  —  JK;  .r- 


Pour  la  limite  superieure  p=3c,  il  vient  arc  tang  =  -• 
J  —  r'>o(  ier  plateau,  y  =  o)  et  —  -pour  y  —  /<o  (ae 
teau,  j-  =  a).  La  limite  inferieure  donne  arc  tang=  o  ;  on  a  < 
poor  Fcnsemble  des  deux  quarts  de  plateau  du  condensateur 


XVIII.    -~    SUR    I/ELECTRODYNAMIQl'E   GENERALE.  4!  5 

Posons  cos  3  —  p:  on  a  enfin,  pour  la  force  totale  cherchee. 


etant  le  champ  electrostatique  au  sens  ordinaire.  Dans  noire 
eorle,  ce  champ  n'exerce  done  pas,  comme  chez  Lorentz,  line 
rce  eE,  mais  line  force  dependant  de  la  vitesse 

\       '       2       '        1JJ    ~!~"     / 

Action  magnetique.  —  On  a 

'                      e  J    r  \  £  f     do 
Rm  v  = /   -.-Ms  —T-  cos  (  G,  v  )  d 

c  j  I  p- 1_  dp1       k  • 


do 


9)     {' 


x  [dxr  cos(p,  x'}-r-  dy'  cost  z,y  }  -r-  dz  cos(  p,  z'\ 

eJ    r\  3  f     oo  ?  ,       ,  1 

*MS  = /   ^  -^    2  — ^-cos(  3,  3  i  acr  —  6  cos{  z,  x  \  dz 

c  J    (  p    L    V&  '  4  '  J 


cosCp,  3  i 


x  [dx1  cos(  p,  a?)  -f-  rfr'  cos  (  p,  JK)  -r-  dz1  cos  (  p,  z)]-. 

Les  integrales  sont  etendues  a  tous  les  courants,  en  \  compre- 
ant  ceax  qui,  dans  le  sens  ordinaire,  sont  equivalents  aux  masses 
lagnetiques  agissantes.  Les  fonclions  cp,  A  ne  dependent  que  de 

-  -  et  sont  fonctions  paires  de  cet  argument.  L'electron  se  meut 

msiblement  sur  Faxe  des  x  (y  =  o,  5=  o),  et  il  j  a  sy  me  trie  par 
ipport  a  Taxe  des  y.  Changeons  done  y  en  —  yf:  dy  en  —  dy'  ; 
;s  actions  d'elements  correspondants  se  detruisent  dans  la  pre- 
liere  integrate  Rwr,  celie-ci  est  done  nulle  par  sjmetrie.  D'autre 
art,  les  changements  de  vitesse  que  produisent  ies  forces  etant, 
ans  cette  experience,  petits  par  rapport  a  la  vitesse  iniliale,  uiie 
ction  parallele  a  celle-ci,  qui  ne  produit  par  consequent  pasdirec- 
iment  une  deviation,  est  negligeable  en  premiere  approximation; 
action  magnetique  observee  sera  done  ici  perpendiculaire  au 
hamp  et  a  la  vitesse,  comme  le  veut  la  theorie  de  Lorentz  et 
omme  le  montre  Texperience.  On  voit  que,  dans  ces  conditions, 


les  problemes  generaux  souleves  plus  haut  ne  sont  pas  resoluj 

ces  experiences. 

Dans  ses  recherches  definitives,  M.  Kaufmann  s'est  servi 
mants  permanents  en  forme  de  fer  a  cheval ;  on  ne  peut  cal 
Rms  sans  connaltre  la  repartition  du  uoagnetisme.  II  suffit,  po 
but  tjue  je  me  suis  propose  ici,  de  constater  que  les  forces  B 
R,,,-  sont  fonctions  de  |S,  la  premiere  ne  dependant  que  de  la  j 
lion  s,  la  seconde,  en  outre,  de  'i  ;  ces  deux  fonctions  sont 
traires,  aux  premiers  termes  pres  de  leur  developpement  pc 
petit.  Elles  produisent  des  deviations  y  =  f(fi),  z  =  F  ([3),  et 
clair  qu'on  pourra,  par  un  choix  convenable  <p  et  de  A,  repres 
fare  de  courbe  observe  par  M.  Kaufmann,  d'autant  plus 
comme  il  resulte  des  recherches  de  ce  savant,  ses  experienci 
permeltent  precisement  pas  de  determiner  les  coefficients  dej 
miers  termes  des  developpements  en  [3.  La  theorie  de  Lo 
donne 

-        A  ,  _        B 

y          ft'2rh/  ft'  \  '  "**  ft'  A (  ft'  \  ? 


ou  A,  B  sont  des  constantes,  ft1  designe  le  rapport  de  la  vitess 
et  m  =  w04>  t  3';  est  la  masse  fonction  de  la  vitesse  et  se  redi 
a  m&  pour  $  •=  o.  Or  on  pourra  toujours  mettre  notre  sol 
jv*=</'(l3_),  z=  F(^)  sous  cette  forme  nouvelle  ;  il  suffira  de 


d'ou 


c'esl-a-dire  d'introduire  un  parametre  nouveau  (y  et  une  for 
^  de  ce  parametre,  au  lieu  de  (3,  pour  retrouver  la  forn 
Lorentz.  Dans  Fune  etl'autre  de  ces  theories,  tout  se  passera 
cornme  si  la  masse  etait  fonction  de  la  vitesse,  les  valeurs  de 
ci  deduites  des  deux  theories  etant  seules  differentes.  Une  n: 
directe  de  la  vitesse,  telle  que  celle  qu?a  exe'cutee,  pour  les  r 
cathodiques,  M.  Wiechert,  en  se  servant  d'oscillations  hertzic 
ne  semble  d'ailleurs  guere  possible.  On  en  conclut  ce  que 
voulions  demontrer: 

Les  experiences  de  M.  Kaufmann  s'expliquent  soit  en  a< 


tant  le  motive  rnent  absotu  avec  variability  de  la  masse,  soil  en 
considerant  Les  masses  comme  constantes  et  les  mouvements 
cornme  relatifs,  et  ad  met  tant  que,  pour  les  grandes  vilesses* 
les  forces  elect  rodynamiques  ne  sont  plus  de  simples  fonctions 
lineaires  de  la  vitesse,  comme  le  vent  la  theorie  de  Lorentz, 
metis  prennent  line  forme  plus  compile/  uee. 

Dans  la  premiere  Partie,  j'ai  fait  remarquer  que,  pour  des  mou- 
vements  uniformes,  1'action  d'un  electron  ef  sur  e  estune  fonction 
compliquee  de  sa  vitesse  cj',  dans  la  theorie  de  Lorentz,  et  que 
rien  n'autorise  a  admettre  une  telle  dissymetrie  en  9  et  vj  . 

II  est  interessant  de  calculer  la  courbe  qu'on  oblient  iorsque,  ^ 
eLant  petit,  on  s'en  tient,  dans  (VI),  aux  ternies  du  second  ordre, 
utilises  en  Electrodynamique,  c'est-a-dire  a  la  formule  (  i3).  On  a 
alors 

/  o  •»     r     •  ^  —  k  oo         ^  (  '  I  —  £  )  Q  ^ 

?(p,  fpJ==n-_—p2  --  _  -  3*, 


IH_  ill  )  ,          R//I3  =  e3H         (H  =  champ  magnetique), 
2  I 


(5o) 
d'ou 


A        A 


A  et  B  etant  les  constantes  deja  definies.  k  disparait  done  du  re- 
snltat.  Soit 


I7  electron  mobile  semblera  avoir  une  masse  variable 

m  =  ?HQ  (  r  -f-  ! h . 

\  2 

La  formule  qu'a  obtenueM.  Lorentz(1);  en  cherchanta  eliminer 

(l)  Amsterdam  Proceedings,   1904. 

R.  '' 
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de  ses  equations  le  mouvement  absolu,  est 

6'* 

-- 


Les  premiers  termes  des  deux  formules  coincident  done. 
Pour  m  =  const.  =  /wfl,  la  theorie  de  Lorentz  donne  la  par 


soil 


II  est  remarquable  que  la  parabole  pour  laqnelle  il  j  a  co 
dance  avec  Pobservation,  comme  je  Pai  montre  dans  la  prei 

«2 

Partie  (§  9),  serait  obtenue  en  remplagant  dans  (5o)   ™  .pj 

et  que  les  paraboles  (5o)  et  (5i)  sent  par  consequent  a  egale; 
tances,  comptee  sur  1'axe  desj'-,  de  part  et  d'autre  de  la  c< 
ol)servee. 

D'une  maniere  generale,  onne  peut  s'altendre,  dans  une  th 
basee  sur  le  principe  de  relativite,  a  ce  que  les  vitesses  egal 
superieures  a  celle  de  la  lumiere  presentent  des  particularites 
etranges  que  dans  la  theorie  de  Lorentz.  Des  vitesses  relative 
superieures  a  c  devront  etre  prises  en  consideration  pour  Pa 
mutuelle  de  deux  rayons  [5  emis  en  sens  inverses  par  un  gra: 
radium,  et  c  pourrail  meme  n'etre  en  aucune  maniere  une  vi 
critique,  ni  k3  =  i  uii  point  singulier  de  la  courbe. 

Comme  on  Fa  vu  plus  haul,  rien  ii'empeche;  dans  notre  the 
d'admetlre  que  la  reaction  d'inertie  des  electrons  soit  entiere 
d'origine  electromagnetique.  Si  les  particules  projetees  p 
radium  ne  sont  pas  spheriques,  la  reaction  d'inertie  depen 
leur  orientation:  une  m^me  force  moleculaire  imprimera  < 
particules  differ  eminent  orientees  des  vitesses  diflferentes, 
champ  exterieur  donnerades  deviations  differentes  ;  si  la  mass 
de'terminee  par  un  seul  parametre,  comme  c'est  le  cas  pour  !'<; 
soi'de  de  revolution,  il  semblera  que  la  masse  est  fonction 
determinee  de  la  vitesse  initiale  de  la  particule  par  rappor 
radium. 
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On  voit  combien  toute  conclusion,  dans  un  sens  ou  dans  un 
autre,  serait  prematuree  dans  ce  domaine  si  peu  explore  encore  des 
grandes  vitesses. 

§  16.  —  GRAVITATION. 

Les  theories  qui  precedent  sont-elles  applicables  a  la  gravitation, 
et  petit-on  admettre  que  celle-ci  se  pro  page  avec  la  vitesse  de  la 
lumiere  et  suive  les  lois  que  nous  avons  admises  pour  Faction 
mutuelle  des  charges  electriques?  La  reponse  est  affirmative:  les 
perturbations  sont,  com  me  dans  la  theorie  de  Lorentz,  du  second 
ordre. 

Mais  il  sembie  que,  de  plus,  il  sole  possible  de  faire  dispa- 
rattre,  avec  ces  nouve  lies  formates,  la  difference  la  plus  consi- 
derable qui  subsists  en  Astronomie  entre  le  calcul  et  Vobser- 
vation,  savoir  la  rotation  lente  de  C  ellipse  deer ite par  Mercure, 
rotation  qui  depasse  de  /\.if/  d'arc  par  siecle  celle  que  les  perturba- 
tions planetaires  feraient  prevoir. 

Prenons  cornme  plan  des  xy  le  plan  de  1'orbite,  le  Soleil  immo- 
bile etant  a  Forigine  des  coordonnees.  On  tire  de  (i3)  les  equations 
du  mouvement 


d^-os  u.x\          3  —  krfdx\*       /dr\-1        3d  — 


d?-   --— j'n    T^  [VA 
k  -4-  r )  c/.r  3?r 
cZ7  5^ 

__        ,,      .   ,    3 
dt- 


dt) 


dt  I  J  4  < 


dt 


t-.--   -0  <^r  d> 

2  c2  r2       ^//   <af/  ' 


ou  p.  est  une  constante  ind^pendante  de  la  planete  consideree,  et 
r-  =  x*-*ry*  la  distance  au  Soleil.  Multipliant  par  yet  —  x,  et 
ajoutant,  on  obtient  liquation  des  aires 


^  V  r  ^       X  dt  }  ' 


OU 

dx  dy  TTaT 

Y -r_£_==ae       it-  '    . 

J  dt  dt 


En  coordonnees  polaires,  et  en  negligeant  les  puissan 
superieures  a  la  seconde,  ceci  s'ecrit 


(53) 


dt 


Retranchons  ensuite  de  la  premiere  el  de  la  deuxieme  d 
tions  (5a)  les  quantites  du  second  ordre 


d-x   \  4-  k       (i  —  k}\LX  /x  d*x        y  d-y 
2C2/-2          r    ^2   "^  7   "^J? 


et 

CLt"      '),  G~  T°  2  C"  7*"*         y  /*     Ctt"     '        7*      Ctt" 

Si  1'on  ajoute  aux  equations  ces  memes  quantites  ou 
rernplace  par  sa  valeur  de  premiere  approximation  —  ~ 
par  —  ~£-  ?  on  n'aura,  en  derniere  analyse,  irvtrodu.it  que  d< 
en  — ?  absolument  negiigeables.  Multipliant  les  nouvellese 
obtenues  par-j-j  -—-?  ajoutant  et  integrant,  on  oblient  1} 

u>  t       Ci  t 

de  Tenergie 


__  L_//^V  __  L/f^Y1 
""'^V"^"/  ~~  ^  \~3F/  J 


;x  d  —  A-)  r       i  /rf/-\n       fjL«       Q 

—  i  --     i  --  1-7-         --  -  —  =  B  = 
/•        2        L         '2C-\dtJ   J        2c-;-2       r 


const. 


Introduisant  les  coordonnees  polaires,  eliminant  dt  par 
tion  (53),  puis  r^solvant  par  rapport  a  (  ~  j  ,  on  obtient, 

a  des  termes  en  —  pres, 


01 

J 


_    ,  ,  ^(^—  0 

~ 


1 

J 


jx 

l  2 


x 


c2  ;• 
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Les  maxima  ou  minima  de  /•,  ou  axesdeTellipse,  sontles  racine* 

du  second  facteur  du  membre  de  droite  :  ils  ne  changent  done  pas 
dans  le  cours  du  mouvement :  mais  1'ellipse  elle-meme  tourne  len- 

tement  dans  son  plan.  En  eilel,  soil  -    —  />:  on  pourra  ecrire 


I  I  I  c-        J 


.,,  ;i«.A-^«) 

3  L,2  =   I  5 


UM   A 1   i        j 

Si  Ton  part  d'une  des  deux  valeurs  maxima  on  minima  de/?,  cor- 
respondant  a  une  racine  du  radical,  on  voit  que  cette  meme  valeur 
sera  reprise,  non  apres  une  demi-re  volution,  o  ay  ant  augmente 

de  ir,  mais  lorsque  o  aura  augmente  de  T:     i  -f-  ^  ,  ^   •     ;  le  terme 

correctif  etant  Ires  petit,  on  aura  done  sensiblenient  une  ellipse 
tournant  dans  son  plan.  Soit  N  le  non^bre  de  revolutions  par  siecle : 
Tangle  dont  aura  tourne  1'ellipse  dans  cet  espace  de  temps  sera 


Soient 

a0  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  ; 
i>0  sa  vitesse  moyenne  sensiblement  egale  a  3okm  par  seconde  ; 
a  et  e  la  distance  moyenne  et  1'excentricite  de  la  planete  consi- 
deree. 

L'excentricite  de  la  Terre  etant  negligeable  ici,  on  a 


d'ailleurs,  on  sait  par  la  theorie  elementaire  du  mouvement  ellip- 
tique  que  ~  =  -  -  —  ;  Tangle  cherche  sera  done 

7:fA--H5)  /P0\»  <ZQXT 
2(,  —  «*)  \c)     a*J 
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cequi  donne:  pour  Mercure  (A~H-5)  3'',  6;  pour  Venus 
pour  la  Terre  (A:  -f-  5  )  o",  3  par  siecle. 

On  pourra  choisir  la  constante  arbitraire  k  egale  a  6,4?  c^  # 
donne  pour  Mercure  Canomalie  observee  de  4  if!  ,  pour  Ve*nus  < 
pour  la  Terre  3",  4-  Malgre  la  faible  excentricite  de  ces  orbites,  c 
dernieres  anomalies  ne  sembleiit  pas  admissibles  ;  pour  decider 
la  valeur  a  donner  a  /r,  il  faudrait  done  reprendre,  en  tena 
compte  de  la  nouvelle  perturbation,  le  calcul  des  constantes  c 
planetes  interieures  (masses  et  elements  pour  £  —  o)  et  les  deu 
miner  a  nouveau  de  maniere  a  obtenir  1'accord  le  plus  satisfaiss 
possible  entre  le  calcul  et  Pobservation.  Une  influence  surlemc 
vement  de  la  Lune  semble  egalement  possible.  Ges  perturbatic 
ne  deviennent  d'ailleurs  sensiblesque  quand  leurs  efTets  s'ajouU 
pendant  longtemps. 

§  17.  —  RGMARQUES  GENERALES. 

Entre  les  nouvelles  formules  et  la  theorie  de  Lorentz,  il  n'j 
done  pas  de  contradiction  dans  le  domaine  des  faits  observes  ji 
qu'ici  en  Electrodynamique.  II  est  evident  qu'au  point  de  vae 
1'^l^gance  math^matique  et  de  la  simplicite,  1'avantage  rest< 
souventdu  col&  cle  la  theorie  de  Lorentz;  mais,  d'autre  part,  eel 
ci  ne  peut  eviter  toujours  Femploi  des  forces  elementaires,  or 
meme  vu  que  cet  ernploi  est  indispensable  dans  la  the'orie  de 
radiation;  dans  ces  cas,  il  j  aura  equivalence.  Enfin,  aucune  ( 
duction  ne  peut  etre  tiree  des  equations  de  Lorentz  avant  qu'ait 
faite  la  demonstration,,  souventassez  compliquee?  quelemouvem 
de  la  Terre  n'influe  pas  sensiblement  surle  resultat:  ici,  1'avants 
est  de  notre  cote. 

Une  des  idees  les  plus  fecondes  de  Maxwell.  a  ate*  I'introduct 
des  courants  de  deplacement,  qui  forment,  avec  les  courants 
conduction,  un  systeme  de  courants  toujours  fermes  auxqu 
Maxwell  a  applique  les  lois  electrodynainiques  connues  (integi 
de  Neumann,  etc.)  ;  c'est  ainsi  qu'il  parvient  a  ses  equations.  1 
developpements  qui  precedent  montrent  que  cette  application  c 
stitue  une  seconde  hypothese  :  nous  avons  inontre,  en  effet,  q 
notre  point  de  .vue  et  m^me  a  celui  de  Lorentz,  ces  lois  ne  s 
applicables  qu'aux  courants  neutres  et  ce  dernier  point  est,  p< 


les  lois  d' Ampere  par  exemple,  plus  important  que  Fa  litre;  Thy  po- 
these  de  Maxwell  revient  a  Introduction  d'une  loi  ele.tnentaire 
pourlaquelle  luute  base  experimental  manque. 

Notre  theorie  necessite  de  nouveau  la  distinction  des  courants 
ouverts  ot  fermes.  Mais  si  Fon  a  egard,  non  pas  aux  formules 
mathematiques,  mais  aux  realites  physiques,  on  trouvera  que  les 
deux  ordres  de  phenomenes  sont  quantitativement  et  qualitative- 
men  t  si  diflerents,  que  Futilile  pratique  de  leur  synthese  n'esl 
peut-etre  pas  aussi  grand e  qu'elle  le  parait  an  premier  abord. 

La  formule  pour  Faction  d\in  point  electrise  mobile  sur  un 
autre  a  laquelie  conduit  la  theorie  de  Lorentz  est  Ires  analogue, 
comme  Fa  remarque  M.  SchwarzschikI  (  {  u  a  celle  de  Clausius  t -'» 
qui  contient  egalement  les  vitesses  absolues.  Celui-ci  y  elail  par- 
venu en  admeltant,  entre  autres,  qu'enlre  un  courant  galvanique 
et  une  charge  electrique  au  repos  il  n'y  a  pas  d'action.  Cela  est  tres 
sensiblement  vrai  pour  les  courants  neulres,  comme  on  Fa  vu,  mais 
pourrait  etre  absolument  faux  dans  d'autres  cas.  Gette  hypothese 
conduit,  chez  Clausius  comme  chez  Lorentz,  a  Fintroduction  du 
mouvement  absolu. 

On  a  vu  que,  dans  Fexpression  de  la  force  elementaire,  un  fac- 
teur  k  reste  indeterrnine.  Ceci  rappelle  le  resultat  analogue 
d'Helmholtz,  et  meme  la  formule  (20 '),  applicable  aux  elements 
de  courant  neulres,  est  identique  avec  celle  d?He!mholtz  (3)  et  se 
reduit  a  celle  d'Ampere  pour  k=  —  i,  a  celle  de  F.  Neumann, 
Maxwell  et  Lorentz  pour  /r  =  -f-  i.  Les  couples  qui  s'y  ajoutent 
dans  la  theorie  cFHelmhollz  manquent  toutefois,  et  ce  point  est 
essentiel.  De  plus,  nous  savons  maintenant  que  ce  n'est  que  dans 
le  cas  ou  il  n'y  a  pas  rayonnement  que  Fenergie  reste  constante ; 
les  relations  que  Fequation  de  Fenergie  entrainait  entre  les  actions 
d'induction  des  courants  Oliver ts  et  leurs  actions  electrodynami- 
ques  peuvent  cesser  des  lors  d'etre  satisfaites.  C'est,  en  effet^  ce 
qui  arrive:  pour  les  phenomenes  d'induction  dans  les  corps  an 
repos,  les  equations  de  Maxwell-Lorentzetd'Helmholtz(^ )  devien- 
nent  identiques  si  k  =  o,  comme  Fa  remarque  ce  dernier.  Dans  ce 

(*)  Gottinger  Xachrichten,  1908. 

(-)  Journal  fur  Math.  (Crelle),  t.  8-J,  1877,  p.  85. 

(3)  Wissenschaft.  Abhandl.,  t.  I,  p.  688.  Leipzig,  1882. 

(4)  Loc.  cit.,  p.  670,  equation  (36). 
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cas,  la  resistance,  la  force  electrostatique  et  les  accelerat 
jouent  seules  un  role  ;  les  formules  de  Lorentz  sont  alors  ide 
ques  aux  notres,  qui  correspondent  egalement  a  k  —  o.  Quant 
consequences  relatives  a  la  stabilite,  exigeant  /f^o,  elles  ne  j 
vent  s'appliquer  qu'a  la  valeur  de  k  figurant  dans  les  phenomi 
conduction  (il  suffit,  pour  le  voir,  de  supposer  les  courants  se 
blement  nuls)  ;  nos  formules  y  satisfont  done  to  uj  ours,  et  n 
parametre  k  reste  en  tier  erne  nt  indetermine, 

II  est  interessant  de  remarquer  que,  dans  les  corps  au  repos 
phenomenes  d'  induction  en  circuit  fer  me  proviennent  unii 
ment  de  la  vitesse  ftnie  de  propagation  dans  notre  theorie, 
efiet,  si  1'on  se  reporte  aux  developpements  du  paragraphs  3 
voit  qu'en  ce  qui  concerne  les  term  es  du  second  ordre  cette  vit 
finie  n'introduit  que  des  accelerations,  et  ce  sont  celles-ci 
determinent  les  phenomenes  d'induction,  car  le  terme  du  sec 

j       wL  —  wpcos(p..-r)         d    w'0  .  -,  j 

ordre  -±  -  *       ^'    }  =  —  -f  qui  ne  provient  pas  de  ces  d 

loppements  donne  une  force  electromo  trice  nulle  pour  un  cir 
ferme.  On  sait  que,  dans  1'hypothese  des  actions  a  distance,  < 
deduit  des  forces  electroslatiques  et  electrodynamiques  les  ph< 
menes  d'induction,  en  partant  de  Fequation  de  1'energie  :  < 
notre  theorie  elles  se  deduisent  de  la  propagation. 

On  pourrait  determiner  le  facteur  A'  en  adoptant  la  theorie 
metaux,  proposee  par  MM.  Riecke  et  Drude,  suivant  laquell 
vitesse  des  electrons  dans  leur  mouvement  moleculaire  irr^gi 
serait  Ires  superieure  a  celle  des  ions  positifs,  et  se  chiffrerait 
dizaines  ou  centaines  de  kilometres  a  la  seconde.  Soient 
dd  un  element  de  volume  du  metal  ; 
E'dV  la  charge  totale  des  electrons  de  cet  Element; 
vf  leur  vitesse  moyenne. 

Le  corps  n'^tant  pas  electrise,  Faction  de  d^  sur  une  char 
situee  en  xyz  sera  par  syrn^trie,  vu  Tirregularite  des  mouvem( 
parallele  a  r,  et  Tequation  (VI)  donnfe  pour  cette  force 


Or,  on  a,  en  moyenne, 


Pi?  =  p'«  =  ?'.*  =  c/2  =  —: 


* 


Tout  se  passera  comme  si  le  corps  porlait  une  charge  electrique 
-  -  —  "-  (  —  )   >  proportionnelle,   comme    p',  a  la   temperature 


isolue,  et  tres  considerable;  cela  ne  pouvantpas  etre,  ilfaudrait 
te  k  fut  egal  a  deux.  II  est  vrai  que,  si  une  telle  action  existait, 
ne  serait  plus  guere  possible  de  demontrer,  ni  meme  sans  doute 
admettre,  le  theoreme  de  Boltzmann  relatif  a  la  repartition  de 
mergie  entre  les  coordonnees  independantes,  sur  lequel  est 
ndee  1'hypothese  de  valeurs  considerables  de  vr.  Si  les  vitesses 
oleculaires  des  ions  positifs  et  negatifs  etaient,  au  contraire,  sen- 
blement  egales,  la  force  (54)  cesserait  d'exister,  sauf  peut-etre 
>ur  les  phenomenes  electro thermiques. 

On  a  vu  que  la  theorie  nouvelle  represente  bien  les  oscillations 
srtziennes.  Les  particules  jRctives  sont  alors  distribuees  periodi- 
lement  dans  le  temps  et  dans  Pespace;  cette  distribution  pro- 
)que  a  son  tour  des  oscillations  d'autres  ions  ou  systemes  d'ions; 

combinaison  de  ces  actions  par  interference,  c'est-a-dire  par 
mple  superposition,  donne  alors  lieu  aux  divers  phenomenes  de 
flexion,  refraction,  etc. 

Lorsqu'on  peut  considerer  les  vitesses  etFamplitude  des  accele- 
tions  des  ions  comme  infiniment  petites,  la  concordance  entre 
s  fornoules  de  Lorentz  et  les  miennes,  de'montre'e  pour  les  oscil- 
tions  hertzieimes,  continue  a  exister  quelle  que  soil  la  frequence: 
rec  cette  restriction,  toutes  deuxrepresenteraient  les  phenomenes 
Optique.  Mais  lorsque  les  vitesses  interviennent,  par  exemple 
ms  1'exp^rience  de  Fizeau  sur  Tentrainement  des  ondes,  Taccord 
;sse  :  nos  formules  exigeront,  comme  celles  de  Hertz;  rentratne- 
ent  total.  J'ai  dit  dans  1'Introduction  qu'on  peut  supprimer  la 
fficult^  en  admettant  une  certaine  reaction  des  charges  e*lectri- 
nes  sur  le  mouvement  des  particules. 

Remarquons,  en  terminant,  que  notre  loi  de  propagation  con- 
lie  sans  effort  le  phenomene  de  1'aberration  et  1'experience  de 
.ichelson,  qui  semblent  contradictoires  dans  la  theorie  de  Felher. 
n  effet,  dans  la  seconde  experience,  les  sources  de  lumiere 
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entrainees  dans  le  mouvement  de  la  Terre,  la  vitesse  de  I 
lumiere  par  rapport  a  celle-ci  a  une  autre  valeur  que  la  vitesse 
la  lumiere  des  etoiles,  qui  est  independante  du  mouvement  de 
Terre  ;  Implication  si  simple  que  donnait  de  Faberration lathee 
emanative  de  la  lumiere  subsistera  dans  ses  traits  essentiels. 


XIX. 

RECHERCHES  CRITIQUES 

SUR    LES 


HEORIES  ELECTRODYNAMIQUES 

DE  CL.  MAXWELL  ET  DE  H.-A.  LORENTZ. 


Irchives  des  Sciences  physiques  et  naturelles^  4e  periode,  t.  XXVI, 
aout  1908,  p.  209-286. 


L'histoire  des  idees  nouvelles  introduces  par  Maxwell  dans  la 
ience  de  Telectricite  et  des  theories  qui  en  derivent  constitue 
rtainement  un  des  chapitres  les  plus  interessants,  surtout  an 
>int  de  vue  psychologique,  del'histoire  des  sciences.  On  saitavec 
lelle  repugnance  les  esprits,  habitues  a  laclarte  limpide  qui  don- 
it  aux  theories  classiques  de  la  Physique  mathematique  une  si 
.ute  valeur  esthetique,  ont  admis  ces  idees  nouvelles,  perturba- 
:ces  de  Fordre  etabli,  et  qui  semblaient,  il  faut  bien  Tavouer, 
rangement  confuses  a  premiere  vue.  C'est  de  1806  que  date  la 
emiere  publication  de  Maxwell,  «  On  Faraday's  Lines  of  Force  »; 
3nte  ans  plus  tard  encore,  il  fallut  toute  1'autorite  d'un  Helmholtz 
>ur  obtenir  que  la  theorie  nouvelle  fiit,  non  pas  admise,  mais  du 
oins  trouvee  digne  de  quelque  interet.  Ce  furent  les  experiences 
:  Hertz  et  de  ceux  qui  Fontsuivi  qui,  endemontrantl'identite  de 
lumiere  et  des  oscillations  electriques,  et  confirmant  ainsi  les 
ies  geniales  de  Maxwell,  briserent  les  dernieres  resistances  et 
>nnerent  a  cette  theorie  droit  de  cite  en  Physique.  On  reconnut 
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diflferentes  :  celle  d'une  tentative  d'explication  des  actions  ele 
ques  paries  proprietes  du  milieu  qni  en  est  le  vehicule  (exp 
tion  qui  conduit  Maxwell  a  des  hypotheses  accessoires  divers 
ou,  malgre  ses  efforts,  il  a  completement  echoue  en  ce  qui 
cerne  Felectrostatique),  et  celle  d'une  description  purement 
nomenologique  au  moyen  d'equations  aux  derivees  parti  ell 
d'une  hypothese  sur  Fenergie  electromagnetique,  et  ou  inter 
nent  certains  vecteurs  qui  caracterisent  Fetal  electrique  et  ma 
tique  du  corps.  II  n'y  a  qu'a  choisir  cette  seconde  methode 
etre  a  i'abri  de  bien  des  difficultes. 

La  theorie  de  Maxwell,  etendue  par  Hertz  aux  corps  en  mo 
ment,  ne  s'accorde  pas  avec  certaines  experiences  optiques  (c 
ration,  experience  de  Fizeau,  etc.),  ni  avec  celles  d'Eichen 
sur  Faction  des  dielectriques  mobiles.  La  forme  nouvelle 
H.-A.  Lorentz  donna  a  la  theorie  de  Maxwell,  au  contraire,  ei 
parfait  accord  avec  ces  experiences  ;  de  plus,  en  reprenant  1'h 
these  de  Fechner  et  de  "Weber,  que  tout  courant  electrique  e< 
courant  de  convection,  c'esl-a-dire  est  du  au  transport  de  1: 
tricite,  hypothese  que  les  recherches  recentes  confirment  de 
en  plus,  il  simplifia  considerablement  les  equations  ;  la  cons 
tion  atomique  qu'il  attribua  a  1'electricite  permet  une  vue 
claire  et  plus  precise  desphenomenes.  Enfin,en  considerantT< 
comme  immobile  et  present  meme  a  Finterieur  des  atonies,  il 
prima  une  indetermination  de  la  theorie  de  Maxwell  qui  n'ava 
etre  corrige'e  jusqu'alors,  indetermination  resultant  des  me 
ments  de  Fether,  qu'exigeait  aussi,  sans  les  preciser  suffisamr 
la  theorie  de  Hertz,  rnais  qu'aucune  experience  n'avait  jama: 
mettre  en  evidence.  Enfin,  la  compenetrabilite  reciproque  et 
plete  de  Fether  et  de  la  matiere  explique  que  les  corps  se  met 
a  travers  Fether  sans  eprouver  de  resistance,  et  que  le  « 
d'ether  »  de  3okm  a  la  seconde  qui,  selon  Fresnel  et  Lorentz 
verse  la  terre  emportee  dans  son  mouvement  autour  du  Soleil, 
jamais  pu  £lre  mis  en  evidence,  meme  par  les  experiences  les 
dedicates. 

En  reduisant  ainsi  la  theorie  de  Maxwell  a  son  expression  k 
simple,  et  en  supprimant  bien  des  difficultes  mathemathii 
M.  H.-A.  Lorentz  a  comble  Fabime  qui  separait  la  theor] 
Maxwell  des  theories  classiques,  fondees  sur  la  notion  d'act 


stance,  et  precise  les  rapports  reciproques  des  equations  de 
7eber  et  de  Clausius  d'une  part,  de  celles  de  Maxwell  et  des 
ennes  d'autre  part.  Ce  rapport  est,  comme  on  le  verra,  bien  plus 
roit  qu'on  n'aurait  cru  an  premier  abord. 

Mais  la  theorie  ainsi  simpliflee  presente  un  autre  avantage  :  c'est 
:lui  de  permettre  une  critique  plus  rigoureuse  des  principes  sur 
squels  elle  sredifle.  Ces  principes  sontde  diverses  sortes.  Ce  sont, 
abord,  les  bases  experimentales  de  la  theorie:  F  experience,  qui 
mble  a  premiere  vue  avoir  si  pleinernent  confirm  e  la  theorie, 
aurait-elle  pas,  sans  qu'on.  s'en  doutat,  porte  toujours  sur  cer- 
ins  points  en  laissant  d'autres,  tout  aussi  importants,  dans 
3mbre?  Quelles  sont  les  modifications  qu'on  pourrait  apporter 
ix  formules  de  Lorentz  sans  toucher  a  aucun  fait  d'experience? 

En  second  lieu,  quelle  est  la  signification  vraie  des  vecteurs 
>rce  electrique  E,  force  magnetique  H,  qui  entreiit  dans  les  equa- 
ons?  Et  comment  se  fait  le  passage  de  celles-ci  aux  faits  d'expe- 
ence  qu'elles  doivent  representer?  Des  questions  analogues  se 
>nt  posees,  on  le  sait,  pour  la  Mecanique,  et  n'ont  recu  leur 
>lution  que  hi  en  recemment.  Or,  par  la  notion  de  masse  electro- 
agnetique,  par  1'impuissance  ou  la  theorie  se  trouve  d'expliquer 
s  ph^nomenes  par  les  proprietes  mecaniques  de  Tether,  a 
hysique  moderne  a  ete  amenee  a  concevoir  inversemeiit  une  or 
ne  electromagnetique  des  lois  de  la  mecanique,  et  a  faire  ains 
e  I'Electrodynamique  le  pivot  d'une  conception  nouvelle  de  la 
?iture,  remplacant  1'ancienne  conception  mecanique.  II  est  done 
articulierement  important  qu'aucun  nuage  ne  voile  les  fonde- 
tents  logiques  de  ce  vaste  edifice  intellectuel. 

On  sait  que,  parmi  ces  bases,  se  trouve  1'hypothese  d'uii  systeme 
:)solu  de  coordonnces  et  que  1'experiencede  Michelson  etMorley, 
l  d'autres  plus  recentes,  ont  sur  ce  point  donrie  un  dementi  formel 
la  theorie :  comme  en  Mecanique,  la  translation  uniform  e  d'un 
^•steme  ne  semble  pas  avoir  d'influence  sur  les  phenomenes  opti- 
ues  et  electromagnetiques  qui  s?y  passent.  MM.  Lorentz,  Einstein, 
oincare  et  d'autres  se  sont  done  demande  quelles  hypotheses 
ouvelles  il  faudrait  introduire  pour  rendre  raison  de  ce  fait,  sans 
nicker  aux  equations  fondamentales.  II  se  trouva  qu'il  faut 
gnoncer  a  la  notion  classique  d'un  temps  universel ;  faire  de  la 
imultaneite  une  notion  toute  relative,  supprimer  la  conception  de 
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dE,    _dEy_—T_ 


__  _ 

dy         dz          c      dt  dz          dx   ~     c      dt 


IV) 

V) 


dy  d 


Le  champ  ainsi  cree  dans  Tether  exerce  sur  I'element  de  charge 
(7-rla  force. me'canique  repre"sentee  par  le  vecteur  Fpofc,  ou 

VI)     Fv;  =  Kx-+-  -(vvll-—  p-Hv)        Fv=  I5V-*- i(p-He— orH-) 

'          C  J          C        ~      '  .-/!• 

M.  Lorentz  considere  uniquement  nne  certaine  integrale  parti- 
uliere  du  systeme  I  a  V,  qui  s'obtient  par  la  consideration  des 

poteniiels  retardes  ».  On  ddmontre,  en  eflfet,  que  toute  integrale 
e  ce  systeme  peut  s'(5crire  sous  la  forme 

'          x~       dx       c    dt  '•>  dy        c    dt 

vnn       ii  =        •*'         H  =        <^-^-" 

2s  fonclions  $  (potentiel  scalaire)  et  Ai/;  Aj  Aa  (composantes  du 
lOtentiel  vecteur)  6tant  continues  avec  leurs  deriv<5es  premieres 
ans  tout  J'espace,  s'annulant  a  1'infini,  et  satisfaisant  aux  ^qua- 
ions 

IX)  \  ,,-TY  —  A*  =  4  -rtp, 

dx          dy          dz  c    dt 

Les  fonctions 
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sont  des  integrates  particalieres  du  systeme  IX,  X,  XI  ;  elles  ont 
la  forme  de  potentiels  newloniens,  avec  cette  difference  qu'au  lieu 
de  prendre  la  valeur  de  p  au  point  x'  y1  z  a  1'instant  *,  il  taut  le 
prendre  a  1'instant  anterieur  t  -  '-,  ou  rest  la  distance  cles  points 
zys,  x'y's1',  c'esl  ce  qu'avec  M.  Lorentz  nous  indiquons  par  la 
notation  [p'],  [p'^],  etc.  ;  on  a  plus  generalement 


Le  champ  est  des  lors  completemenl  determine",  et,  en  introdui- 
sant  ces  valeurs  dans  VII,  VIII  et  VI,  on  obtient  une  expression 
analogue,  c'est-a-dire  une  int<%ra-le  triple  etendue  a  des  «.  forces 
retardees  )>,  expression  assez  compliquee,  et  que  nous  nMcriroiis 
pas,  mais  qui  exprime  la  force  subie  par  un  point  electrique  de 
charge  e"gale  a  Punit^,  au  moyen  d'acdons  El^mentaires  ynalogties 
a  celles  que  Ton  considerait  dans  1'ancienne  electrodynamique,  ^ 
la  notion  de  transmission  non  instantande  pres,  qu'on  retrouve 
d'ailleurs  chez  Gauss.  De  cette  formule  resulte,  dans  le  cas  ou  deux 
Electrons  sont  a  une  distance  finie  1'un  de  I'autre,  et  sous  certaines 
conditions  generates  qui  sont  ici  sans  importance,  J'expression, 
suivante  (')  de  la  force  qu'exerce  l'e"lectron  e  dont  la  vitesse  esL 
v'x,  v'y,  P'Z,  et  1'acceleration  w'x,  w'r,  (v'z,  sur  1'electron  e,  de 
vilesse  v  : 

(XIV)    Fx=ee'\Kx+^(i>xKx+vy'K.y-{-  v-Ks\  cos(rx)—  vr  K*l  j; 
ou  K  est  la  force  electrique  en  #,  y,  z  et  a  pour  expression 


La  distance  r  est  dirigee  dans  le  sens  de  e'  a  e  etles  quantite"s  P', 
w1  doivent  etre  prises  a  un  instant  anterieur  t1  tel  que  1'onde  emanee 

(»)  Cetle  expression  a  etc  donn^e  par  K.  Schwarzscliild,  Gdttinger  JVac/ir. 
Math,  physik.  Klasse,  1908,  p.  126;  voir  aussi  H.  Poincare,  ftendiconti  del  Giro, 
math,  di  Palermo,  t.  XXI,  p.  129  (1906),  et  P.  Laogevin,  Journal  de  Physique, 
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eel  inslanl  ulti'i^ne  c  a  1'iustanl  /'.  Les  coordoune'e.s  .r',  j*', 
•',  ,r,  r,  3  ilc  ^'  <lt  leurs  doriveies,  les  vitesses  e.t  les  aocrlera- 
ctant  des  functions  hien  deteriuiutSes  du  temps,  I'instant 
/"  <(st  dmmc  «'a  fuuciioti  implicilA  <hi  f  par  l'('<pvation 


is  1<^  CHS  on  U»H  viti-ssesi  soul  ttvs  iufet'ituires  a  celle  do.  ls\ 
rf,  el  uu  l«s  chaiigftncnts  ac  sont  pas  Imp  nip  ides  (tUats 
slutitiuuairi's  j,  eYsl-4-dm1  dans  Lu  pluparl  das  cas  (jni  se 
ttt'.nt  «u  t'-h-ctiHid  vuunutjut',  (vn  entccplaulles  osoilinlinns  hart- 
;»s  rt  If*  cixpi-rH'iu'i'.s  dc  M.  Kaiifmann  sur  les  rayons  [i),  mi 

i 

l^v«'lo[»ppr  unt*  ftinrtion  l<illf  (pie  /  f  /  -•  •  tj  pur  hi  formulr 
vlor 

/'(/       '"  i      /(/,       r  f  \t\-\  -~/M/i      ... 
»  •  '  f  v.  fa 

jjligcr  It'**  tcnut's  ujnnl  —  t-u  farleur.  On  <ihlieut  alors  1'ucliou 

mlnin*  t'3t{4rrt*'{s  par  r'  .sur  f  sous  la  forme  d'tine  action  a  dis- 
,  -,  iHaut  la  dislnuct*  rl  t%  t1',  u1'  les  vitcsHf.s  el  accu-leratious 
<//rv  dr  f  c-t  r': 


Ui-  fnrmr  t"»t  piit'tiriilirrciiu'nt  propre  u  la  discussion  el  a  tine 
limit  MIU  uvft'  IcH  llu^oricH  rliiHHicpirs, 

quit  vicut  cl'iMrr  till  dt«  la  tUrurir  dc  Lornnu  suflirw  pour  pctr- 
'V  uu  tt'i'teur  dc  .n'oricntcr  sur  U'.H  critiques  qui  doivcnl 


d'almnl,  uommr  il  a  rlr  tlit  plu^  hiut,  M.  Lori'iiU  nc  conai- 
(jur.  It's  intt'-gndt'!*  particulirn's  XI!  cl  XIII  du  svslcnit;  d'tujua- 

atix  derivccs  parltt:Ile»  IX,  X  el  XI;  par  hypothec,  il  dcarte 
i  aulrr  intcgr.dc.  Heiunrquons  riuip<irUnoe  fondameululc  de 

restriction,  l*«»r  oppoHttion  aux  phthionienes  im'naniques,  les 
omt'mcH  tM«'rtr«HiiiigntHic|urs*  hottt  en  general  irrdv«rsil)lft8  a 
»  cle  la  rmliatiou.  Mais  ies  ^quaUons  dc  I.ore»ntz  nc  eliaugent 
piaml  on  y  change  If  *igmt  du  temps  :  cdle.s  contiennenl  I'affir- 


H 
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maton  de  la  revcrsibilite.  Au  coklrai.ro,  dans  les  puUMiliels  retar- 
des  et  les  actions  elemcntaires  XIV,  les  direction,  positive  at 
negative  du  temps  jouent  des  roles  Lout  dim-rents.  On  v  a  inlro- 
duit  une  vitesse  donl  itest.par  hypothec,  impostiMr  de  changer 


leseas:  c'est  la  vitesse  avec  laquelle  les  oudcs  s'Sloigncnt  con- 
staminent  des  corps  i,ui  les  ont  emises  :  c'est  do  la  que  deeoule 
Firreversibilite  des  phenomenes  eleclroniagm-lKjnes.  Or,  on  veniie 
facilement  que  le  systeme  IX,  X  et  \l  udmet  une  iulinil.e  d'aulres 
integrates  que  XII  et  XIQ,  salisfaisant  anx  conditions  de  conlimnld 
etaux  conditions  a  I'infini:  I'integralogene'rale  oomporte,  eiieflel, 
deux  functions  arbitral  res.  Parmi  ces  inlegrnles,  les  lines  corres- 
pondent a  des  ondes  convergentes  :  an  lieu  de  ('argument  t  —  c  elles 

dependent  de  1'arguinent  /  H-  -_  el  ont,  du  rrsle,   la  forme  X.1I  el 

XI11 :  ces  ondes  viennent  done  de  I'infini  el.  eonverjjeul  uuique- 
ment  vers  les  points  ou  se  tronvent  des  charges  rlcclriques,  de 
meme  que  les  potentiels  retardes  correspondent  uniquemenl  a  des 
ondes  qui  s'eloignent  de  tels  points.  .D'aulres  integrates,  uu  con- 
traire,  peuvent  elre  consid^rees  comnie  correspondanl  a  des  ondes 
qui  convergent  vers  des  points  de  1'ellierou  s'eu  eloignenl.  Or,  oil 
d^raontre  que  toutes  ces  ondes  sont  physiquemeul  ahsurdes,  ear 
elles  entramenl  la  possibility  d'un  perpetnum  mobile.  Kn  parlicu- 

lier,  si  dans  XII  et  X11I  on  change  /-  —  '-  en  t  ~|-  ';i  c'esl-a-dire  m 

1'on  change  le  signe  de  c,  on  ve"rifie  sans  peiue  <jue  le  sigue  du 
vecleur  radiant  de  Poynting  change.  Puisque  la  premiere  solution 
correspond  a  des  corps  qm  pet-dent  de  1'ener^ic  lorsqu'ils  rayon^ 
nent  (c'est-a-dire  lorsqu'ils  contiennent  des  parlieules  animees  de 
mouvements  non  uniformes),  la  seconcle  eorresj)ond  a  un  gain 
d'energie,  et  cette  <§nergie  n'est  perdue  par  aucun  aulro  corps,  elle 
vient  de  1'infmi,  et  est  fonrnie  uniquement  par  Tether,  reservoir 
inepuisable  d'energie  electroinagnetique.  Or,  tin  systeme  qui, 
dans  de  telles  conditions,  gag-ne  de  I'energic  est  un  perpetuum 
mobile.  Les  equations  de  Maxwell  et  de  Lorentz  udmettenl 
done  une  infinite  de  solutions  salisfaisant  a  Louies  les  condi- 
tions de  la  theorie,  metis  incompalibles  avec  V experience. 

II  est  done  certainement  indispensable  de  faire,  soil  sur  1'tSlat 
initial,  soit  sur  les  conditions  a  1'infmi,  des  hypotheses  supple"men~ 
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tjiu  ecarttMvt  d'mif  muniere.  absolutm>ul£e.ue>ale  el  complete 
anttT  scdutiun  qne  Xll  ft  Mil.  Or,  il  soluble  qu,.,  cela  soil 
ssiblt1  sans  n-noneer  aux  liases  monies  de  la  ihenrio.  ,1'ai 
re,  on  olVot  t  /«»f.  r//.,  p.  i(i(i  el  suiv.  ),  (|«c  la  senlt;  <umdilion 
ssible  i-t  snflisaitte  t-.st  quo  les  formulas  Xll  el  XIII  soieal 
res  pour  I'elat  initial  a  ('instant  f  fn  ot  pour  ('instant  oonso- 
/ft  '  iff.  Tmitr*  !«•>  uulres  hvpnllieses  projiosecs  justjn'ici,  c,n 
,-tilier  riivpotliesp  j'ailc  par  Poincaro,  Abraham  et  (Tallin's,  quo 
lamps  suul  mils  a  »rande  distance  pour  Piiislanl  initial  /„  soul 
nisnii»les;  la  dcrnirre,  par  rveinplo,  rondnil  pour  /•-,;  /„  a  d<».s 
•«  tt/n't/ttriut'tit  ritn\'f/-<;t>/ilf.\.  Mais  exi^er  cpi'aux  instanls  /„ 
•  e/t  Ie  champ  I'orrt'sponde  aux  foi'innles  Xll,  XIII,  c1(!,st. 
mer  tine  rundiliun  i|tii  n'a  pas  dc  sons,  .siirtont  dans  Ics  iddes 
a\\\ell.  ( '.elni- t-i,  rn  ellrt,  ennsidrrait  {•onitne  un  point  cssen- 
le  sa  dot-trim-  qu'elle  n'entvaini1  pas  la  consideration  lies 
ns  rlt'itiontaircs  et  dc  ruri^inr  du  olnitnp,  et  (ju'ello  n'a  u  s<' 
•cuprr  tpie  lie  rrntinira^i-  itnnii'diat  dn  point  ronsidt-ro.  On 
pt'il  u'«'»i  t'st  rion  c-t  tpje,  p<nir  riimincr  les  .solnlion.s  phvsi- 
H'nt  hnpussililes  ele1  ces  «'(piations,  il  iu'  rcstc  <pi'a  adopter  a 
t  lei  Tommies  ties  potentiels  retarde.s,  <pii  ilislinmtcnt  le.s 
n«  I'liMiti'tttaircs  fuinnu1  les  ihoorics  clas.sicpit's,  et  a  vrrific'r 
h's  satisfotit  aux  I'tpiation.s.  C,es  actions  t'lcmentairc.s  penivtml 
i'onjpleletni'nt  riMiiplactir  les  ('tpialion.H  aux  tlrrivrcs,  ttitidis 
la  proposilioti  inverse  nYst  pas  vraic.  /.#'.v  {'(/tHttio/ts  ((ILK 
•rex  fnit'H't't/fs  nonf  rsst'tittf'l/t'tnt'nt  itn/tnytt't's  n  f.t'/n'i/iicr 
finldr  tirx  tin's  ilf  f(t  j>t'(tf»ttg(ttinn  ttcs  nctto/is  f'tcrti'ir/ut's  cl 
n  rit  st'js. 

lis  adnpliiits  l,i  furtiiuic  cle^  pnloutiids  rt'tardi's.  (v)iudle  (!.sl 
;tuiit:uliun  den  vrrlrnrs  K,  U,  qni  sc'inblmit  dlro  d«H  con- 
(tns  HI  r««st?nli('U<"»  «h'  la  llu'tiris'l*  Je  din  que  CCH  vecltMtrs  H'eli- 
nl  rompletrittt'iil  »'t  nt'  jmirnt  (pu?  l«i  r6lti  d'uno  eon.stiMtetion 
I'lnattqui*  ntilf  dans  tin  rcrluin  luuubre  (le»  oas  purliculicrs('). 
il'ct,  nans  ronnailre  la  •tigitificatioii  dc  K  t«l  II,  on  [)f'ul  pur 


nr«ftn«ir«'i»«*ni,  DM  «lt*finif  K  roitimt*  fom*  m^riiiiiqur  t'cxerraul  »nr  I'linid"' 
irgf  fti  uti  jiutnt,  «:«*Ur  <  liargr  (Haul  m  rt'pim  psir  rapport  4  1'rllit'r.  Or,  nous 
tin*  r^ulmrr  «-rttf  ntiirlituui :  1*(  iltHiiiiliiiii  d«»il  clone.  ftt»'c«  I't'jt'tt-c,  l')n  rudliu'*, 
tl»vrvi«  j4tiw»s  tjtiR  I-',  rl  Tun  i«tt  tli'iiuit  K,  H  par  VI;  i'fs  vci-Urura  soul 
>  j»rit  ir-%  I'tjutftiHtH,  It  qiielijut*  (in i nt  <lr  UIR  rju'iiti  «f  ptat'e. 
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hypolhese  integrer  les  equations  au  mojen  de  XII,  XIII;  on  n'att» 
qu'a  introduce  ces  valeurs  dans  VII,  Vlil,  VI  pour  obteniv  1ft 
quantity  F  (ou  force  mecanique  exerctte  sur  1'unite  de  chatg*> 
exprime'e  corame  somme  d'actions  elementaires  exerce"es  par  l«t 
autres  elements  de  la  charge.  Or,  F  s'elhnine  liii-meTne,  car  t* 
repos  et  le  mouvement  de  I'eleclron  ou  du  systeme  <UectrU6  «ft* 
par  hypolhese  (qu'il  existe  ou  non  des  masses  belles),  d£terain£ 
par  le  principe  d'Alembert 


ou  Ton  suppose  F.c  remplace'e  par  sa  valeur  tlonnee  pur  les  acLiori* 
elementaires  el  ou  P  veprdsente  la  r^sultaule  des  forces  mm  dler- 
triques.  Or,  c'est  seulement  ce  mouvement  ou  cc  repos  qui  ff»ut 
1'objel  de  Texperierice  ;  le  champ  dans  1'etlxer  pur  tie  joue  jamaijj  d*» 
role.  En  efFet,  pour  connaitre  le  champ  en  un  point,  nous  somntlt«* 
obliges  d'y  placer  une  charge  eleclriquc.  11  en  serait  aulremenl  »i 
E,  H,  modifiant  Tether,  le  mettaient  en  mouvement  on  elumgeaieift 
sesproprietds,  commele  supposait  Maxwell.  On  ponrrait  ulors,  par 
exemple  par  des  interferences  d'ondes  lumineuses,  inetlre  en  Evi- 
dence ces  modifications  sans  placer  une  charge  au  point  consid6n$< 
De  nombreuses  experiences  entreprises  dans  ce  sens  out  con  slant* 
ment  donn^  des  re"sultats  ne'gatifs  ;  1'hypotliese  de  tcls  mouvemettt* 
n'a,  d'autre  part,  conduit  a  aucune  explication  mecanique  des  lot* 
electrodynamiques.  M.  Lorentz  etaveclui  heauooup  de  physiciei** 
ont  done  e"te  amenes  a  en  faire  abstraction. 

Nous  voyons  clone  qu'en  se  pla§ant  uniquemcnt  au  |>ointde  vu*s 
des  fails,  on  pent  se  passer  completement  des  notions  de  champ 
eiectrique  et  magnetiqne  et  des  equations  aux  ddrivees  pavtielle** 
avecleurs  conditions  de  continuitc  :  ces  elements  soul  ins  uffisuni#« 
nous  1'avons  vu,  pour  determiner  la  solution;  ce  soul,  les  action* 
elementaires,  ou  plus  exactement  1'equalion  XVII,  et  non  les  £qu&» 
tions  anx  derivees  partielles,  qui  sont  I'expression  complele  el 
adequate  de  la  theorie  de  Lorentz.  Les  premieres  ont  d'ailleurs  It- 
grand  avantage  de  ne  contenir  que  des  relalions  de  temps  el  d'et- 
pace,  avec  certains  coefficients  in  variables  no  mines  charges  elee- 
triques.  La  notion  de  force  s'en  elimine  completement. 

Or,  comme  1'a  montre  M.  Scliwarzschild  (loc.  cit.'),  ces 


u\          HI  H  t,t  s  uuuhtKH  j'.uitjTiiom  \.\Miy  i  KS.  ,\'\^ 

p-,  •»»•  ratt.irhrut  de  la  1'aecm  la  plus  immediate  au\  tlieo- 
itr-,  i  -laisujHi^,  {'.Liu-iii-*  .iXiiit  indujue  um«  fonnnle  tjui  exprhue, 
dan-  Hi\pntlifsr  drn  .trtitius  a  distance,  Faction  d'une  charge  on. 
mtiuu«m«'Ut  Mir  uue  .»ulre  tfWmulc  analogue  a  la  eelelur  I'nrnwlo 
de  \\Hier,  tit.iiM(ttt  |Mf!  *li-  la  rtttixidiM'atiott  tic  inouvtMuctils  ah.in- 
lti-'»  ;  il  Miflit  il'\  u»ti»n!uirt*  la  lui  tlr  propngutitin  dc  la  ImniAre, 
pmtr  t»l«tt'utt  (4  fiintittii*  »lr  Lurriit/,  Si  Ton  M»nj«r  cpu-  cctte  nuhnts 
td«-r  rt.ut  d«'j4  xfttur  ,i  <Iati««H  ct  i\  Iltc'iiiauu,  on  s'^ttunu'-ru  tic  voir 
i  iiiniiirn,  sutf*  rr  i*tj»j«»if{,  ia  srtrwt'  nVnt  cloiglit'O  till  dt'VtsUippc- 
lucitt  rn  li|4i<«'  ilu»ti«-,  ct  j»,ir  tjurli  rljciniiiH  dt-tnunu'-s,  pur  quelles 
|irtiii<«>iiii)r»  l«^ti{iir<i  rllr  .1  paW-  pmtr  rcvi'uic  sj  pj-ch  dc  Min  point 


Main  *«  ••«»»<.  i  *•«•«->  i-hniitUH  d{;(ctui'nt;H,  die  u  ^ii^nc  sous  bicn  d«s 
r.i|i|iiiit».  I  )Ir  a  *iji|»i»?i  a  rttnrrvtiir  lit  Itttmcre  conum*  un  plu'no- 
innir  f|fi-|iuti»4^n<'lit|uc,  fl  rr»ttf  rntjrrptiun  ftindiuurntalc  a 
tiiixltlti'  |imiui»iintifttt  rtijilujtir  fllr-inihnr.  (lur  tout  re  qni  a  dtc 
dii  plni  haul  *lr%  |iit«-ft«utii*ni">  I'liM-tuijiM'H  N'upplitjut'ni  H  l'(  )ptit|iie. 
1,'j-ilji-r,  Iri  rtjtMiHtiiH  «tux  «h;ri\t;i'«»  pitt'tirilrs  pourrotit  <Ur«  ctuisi- 
«lrir*  1'itiiiuir  trj  <*it*l»itfr^  ;  rn  rrahtr,  re  (jut  n'cdjHcrvc,  cc  nc  sorit 
ijur  ilrn  ,»rtu»ln  rli'iitrntaut't  rntl'r  it"*  JUUH  <itt  chuitl'OijH  (lc  lit 
Mttifrr  «!*'  Ititnirtr,  rru\  ilr  r*ij»p*H'ted  tiptitjtic  «'l  ('(MIX  de  lu  rtUilie 
**M  «lf  Is*  j»U«|Hr  j»i»«»t«»|4J  »t{diti|tic,  'r«tt«i  !«"«  phrn<ttlIt5lit!H  tiptitfUCH 


1,'rlhrr,  t[tu  irinlii.nl  mtr  t'i>nt'f[iliutt  r«»sf*nticllc  dc  hi  Un'mrie, 
t'rit  tti-rolir  a  !»mir  r  i|frri«'iirr  ,  t*t,  d*t»tipc  en  ctiipt!,  it  H  fallu 
triltitrr  »•»«  ful*'  *i  rrltti  d'tui  sv^lf'jtH*  dt«  roortlf»niHH'H  »Uscdues, 
r'rsi  i  iliri-  tu«if|trft«lat»fr<t  «lr  h»  rtMlirfp  ordinaire,  »)Htrin«  par 
rtt|if»ttrl  >itti|iirf  il  f  «»  it  I  inritifrt  Ir%  \ilr?«M«jt  ijen  oiul^s  et  des  ('*lec- 
troii*.  t''tiiii-»l  i'*'l**iiiier  ijur  I'l'tju'-i  •jrnt'f  n'«it  pas  vmtludeee  fan- 
luitii"  iti,»i!»»'«i,»l«|?»r  ri  t|iif,  riintriittrmrttl  aux  fnrmult't  cle  LonMilx, 
l«j  itiuuvrtiintf  «i*«»*tls!  »r  srjulilr  pM*  jmtrr  «t«*  I'^Ifi  en  I'lijsitjut*  ? 

\trftlintutotit,  rti  |«A»o.int,  *I*aulrf%  olijprtititiH  jiuiqiit'lles  donnc 
ltr«  lii  tti*!»t*ft  «lr  Trliirr  Irllr  tjii'rllr  r»t  ge«t4rn{f'tur«nt  lidniist!  pur 

t  if  moitv«m«nt  d« 


ttrtr 

ui^tiir  |ilu<»tritrH  •mhtluMti  uni/'lm  «lti  pr<»hSt'iiir'  <  Air.  r/V.,  p. 
«  -ii  •  ,  *Sr  |»I«»»  r«  <ii*|i|irittM!tt  Ir  mmivi'inrttt  de  I'ethcr,  on  a  sup 
'  ft   *!»<  1««  r^«rti«»n.  alor>  cjiu*     ' 
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images  que  1'on  pent  se  faire  cle  la  propagation  des  omles  permet- 
tent  de  sauvegarderce  principe,  comme  on  le  vorra  plus  loin.  Etxftn* 
la  notion  de  champ  ne  peut  s'appliquer  a  la  gravitation  (toe.  <*/*.* 
p.  179),  comme  1'a  remarque  Maxwell  lui-uuhne  :  I'elher  devrait 
se  tro uver  en  equilibre  instable,  a  cause  da  signe  negatif  cle 
1'energie  de  gravitation.  Cette  notion  de  cliamp  no  saurait  don** 
constituer  une  base  generale  capable  de  remplacer  la  McSoam* 
que  (<). 

Les  formules   XIV,    XV  des  actions  elementaires  de    charge* 
ponctuelles  qui,  d'apres  ce  qui  vicut d'etre  (lit,  resuinentlu  theori** 
de  Lorentz,  contiennent  les  vitesses  absolues  soil,    explieilcinenl. 
soil  par  la  loi  de  propagation  XV  «.  l)uis([iic,  jusqu'ici,  les  vitfiSSiH 
relatives  seules  onl  joue  un  role  dans  1'experience,  il   esl  evident* 
a  priori,  qu'il  doit  etre  possible,  sans  outre r  en  contradiction  avt*r* 
les  faits  observes,   d'apporlcr  des  cbangemenls   important  A  ee* 
formules,  en  ce  qui  concerns  les  vitesses,  c'esl-a-dire  que  ces  jfor- 
mules  sont  hypo l lie ticj lies  dans  une  large   mesuro.    1'onr  preciser 
ces  changements,  considerons  d'aliord  les  pbenomrnes   {juasi-sla- 
tionnaires  ou  la  formule  XVII  s'appliqun.  11  ii'a  jusrju'iei   etts,  poa- 
sible  d'observer  les  actions  <fleclrodynanm|iies  ou  eleotromagndti- 
ques  qui  dependent  des  vitesses   des  ions  qne  dans   le  cas   oil  le 
champ  magnetique  est  du  a  un  courant  ferine  ou   seitsihlement 
ferme,  et  ou  certaiues  vitesses   sont  n^gligeables   par   rapport  i 
d'autres.  Les  experiences  sur  I'induclion  par  le  niouveinent,  «ur 
les  rayons  calhodiques,  celles   de   Rowland,   d'Kichenwald,   etc., 
appartiennent  a  cette  categoric.  On  irouve  alors  que  dans  XVI  : 

i°  les  termes  en  (A>,   v'p*,   iutroduits  par  le  ddveloppement  ea 
series  de  f(t—  r-\,  restent  sans  inihience  sensible; 

\  U  I  3 

2°  aux  termes 

ee'   ( 
^i  i  —  [*>* "or -H  f.v  v'y  -t-  P-  el  ]  cos  p a?  -h  P.'C  v    !  =^  /j., 


CXpOSerici  les  ^Cficultds   auxquolles   clonnc    lion    la   notion  d* 
o          ,      tm0ntret'  C0mbien  CSL  ^'^.nciclic   I'analogic  clcs  equations  de 
e    fV°F "T  ^^  Ce"eS  dCS  C°rpS  «a«iq»«.  «nalogi«  «,U    a  dona*  4 
>  vain'   °n    n'e"   saill':>il   '>hls   «™***   d'une 

clpi*«a-   Lc  '^nr  Iruuvora  un  expo.4  cle 

1>1US    haul  Ct  cla"s   >a«ccondc   edi  ion    de 
ique,  cle  H.  Poincare  (/r  partie).  Paris,  „,„,. 
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on  pent  suhslituer 


.COS  .0.71 


(ce  qui  correspond  a  la  formule  d'  Ampere  pour  1'action  de  deux 
elements  de  courant),  et  plus  generalemenl,  on  pent  ajouter  a  ces 
termes  la  difference  A  (/,.  —  /)j.-)>  A  (fy  —  /(r),  ...,  ou  A.  est  une 
constante  arbitraire,  sans  que  celte  addition  modi  fie  1'accord  de 
la  theorie  et  de  1'experience.  EnPin,  on  pent  completer  ces  expres- 
sions par  cles  termes  en  ?.>'-',  v-,  etc.,  de  maniere  a  ce  qu'elles  ne 
contiennenl  plus  qne  les  vitesses  relatives,  et.  que  Faction  soit 
egale  a  la  reaction,  ce  qui  ri'est  pas  le  cas  pour/.  En  posant 


et  designanl  j)ar  A*  une  constante  arbitraire,  I'expression  la  plus 
generale  Acs  termes  electrodynamiques  qui  ne  contient  que  les 
vitesses  relatives  devient 


Mais  on  pourrait  supposer  aussi  que  la  rotation  des  electrons 
mobiles  dans  un  courant  engendrc  seule  un  champ  magn(^tic[ue. 
On  s'en  rend  com  pie  si  Ton  songe  que  1'action  du  champ  niagn6- 
tique  n'ayant  ote  observec  que  lorsque  ceJui-ci  est  du  a  des  cou- 
rauts  fermds,  ii  existe  dans  tons  ces  cas  un  potentiel  magne'tique 
egal  a  Tangle  solide  sous  Icquel  est  vu  le  courant  c1  (pour  ne  con- 
siddrer  (jue  le  cas  de  couraats  lineaires).  Or,  la  surface  d'une 
figure  polygonalc  tracce  sur  une  sphere  s'expriine  [>ar  la  somme 
des  angles  que  formeiil,  chacnn  avec  Je  suivant,  les  cotes  du  poly- 
gone;  pour  une  courbure  continue,  ces  angles  deviennenl  l<:s 
angles  de  contingence  de  la  courbe  sph<5ri([ue,  et  ceux-ci  s'expri- 
ment  au  moyeii  du  rayon  de  courbure  de  C  et  de  sa  direction  par 
rapport  au  rayon  vecleur.  Les  hypotheses  moleculaires  pennettent 
d'exprimer  cette  courbure  soit  par  TacccUeration  de  ('electron.,  soit, 
pour  un  electron  dissymetrique,  par  sa  i-otalion.  On  oblient  ainsi 
une  decomposition  entierement  nouvelle  de  1'aclion  du  couranl 
ferine*  en  actions  elementaires,  qu'on  considi'irera  coinme  valaltle 
pour  tout  element  de  courant  ferine  ou  non,  et  qui,  par  inlegra- 
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lion  le  long  du  courant,  fournira  dans  tousles  cas  de  potentiei 
magnetique.  Le  champ  magnetique  cree  par  un  element  de  cou- 
raat  e"tant  ainsi  determine',  la  force  exerce"e  sur  une  charge  e  en  raou- 

vernent  sera  ,  comme  dans  la  theorie  de  Lorentz,  -  (vy  H^  —  vz  Hr)  ,  .  .  .  , 

ou  v  designe  la  vitesse  relative  par  rapport  a  1'dlement. 

En    somme,    sur   ces   lermes  dependant  des  vitesses,  nous  ne 
somrnes  pas  mieux  renseignes  qu'au  temps  de  Weber  et  de  Helm 
holtz. 

II  en  est  autrement  du  terme 


•i.  p  c2 


^ 

cospa?J, 


dependant  des  accelerations.  On  peut  dire  que  tout  I'effort  de 
l'exp^rience;  tout  ce  que  nous  savons  des  oscillations  electriques, 
des  Equations  de  la  lumiei^e,  de  1'induction  en  circuit  ouvert  ou 
ferm6,  a  porte  uniquement  sur  ce  terme.  II  se  decompose  en 
deux  autres  : 


/ 
1°  eo.ee' 


r  —  w ',.-{-  w'n  cos  ax'\ 

?      '• ~ =  lFr. . .  trui  n  est  autre  chose,  a 

L          «2p          J  ' 

des  termes  en  -  pres,  que  le  terme 


w'x-+-  w'r  COST X 


de  XV,  et  joue  le  role  du  vecteur  de  Fresiiel  en  Optique.  C'esl  de 
lui  que  dependent  tous  les  phenomen.es  present^s  par  les  oscil- 
lations hertziennes  a  grande  distance  de  la  source.  Ce  terme  ne 
joue  par  centre  aucun  r61e  dans  1'induction  en  circuit  ferme\  car 
il  peut  s'e"crire 

—  d  w^       —d  Wp       —  d  w\ 
dx    c'2  '       dy     c-  '       dz    ~c*  ' 
1'expression 

r  dy  H-  XF=  dz 


de  la  force  electromotrice  devient  des  lors  une  diflPe'rentielle  totale 
et  s'annule  pour  tout  circuit  ferine". 

=  ^a-,  quipi^ovient  enlierement  du 


a  A1 
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developpement  en.  serie,  el.  par  consequent  de  la  vilessefinie  de 
propagation,  et  qui  determine  les  phenomenes  d'induction  en 
circuit  ferme  et  les  forces  electriques  dans  le  voisinage  immediat 

d'un  oscillateur  hertzien  (avec  Je  terme  electroslatique  e&  cosP'r, 

n  P2 

dont  la  forme  ne  fait  1'objet  d'aucun  doute). 

Mais  il  importe  de  remarquer  qu'iine  lot  de  propagation  OIL  le 
centre  de  I'onde  etnise  par  un  ion  a  un  instant  T  reste  constam- 
ment  anime  d'un  tnouvemenl  rectiligne  et  uniforme,  de  vitesse 
egale.  a  celle  de  I' ion  a  I' instant  T,  donne  aussi,  par  le  develop- 
peine.nl  da  terme  electrostatique,  Le  terme  •{%,  et  ce  restdtat 
pent  meme  etre  generalise.  On  ne  pent  done  conclure  que  ce 
centre  reste  en  repos,  comme  le  veullath^orie  de  Tether  immobile. 

La  reaction  d'un.  systeme  Electrise  sur  lui-meme,  lorsqu'il  y  a 
acceleration,  c'est-a-dire  1'expression  de  la  masse  electromagne- 
tiquc  pour  des  vitesses  faibles,  depend  exclusivement  de  cp;r ; 
1'exislence  d'une  telle  reaction  ne  saurait  done  etre  douteuse  ;  elle 
est  absolument  independante  de  toute  incertitude  relative  au  mou- 
vement  absolu,  aux  termes  electrodynamiques  et  a  la  Joi  de  propa- 
gation. 

Ilevenons  maintenant  a  la  formule  g^n^rale  XIV  et  XV  ;  on 
pent,  dans  cette  derniere,  tracer  tous  les  v1  sans  qu'aucun  fait 
d'experienoe,  soit  dans  Je  domaine  del'Optique,  soil  dans  celui  de 

L'dlectrodynamique,  n'en   soit  modifid  de  fagon   sensible  :   seul, 

^/ 

-~^-~  doit  (Hre  conserve.  Ce  terme  de  premier  ordre  par  rapport 

aux  vitesses  ne  joue  d'ailleurs  auoun  r61e  en  Optique  et  dans  les 
oscillations  hert^iennes;  et  il  ne  reste  da-ns  la  formule  XVII  aucun 
terme  de  ce  genre.  Une  autre  loi  de  propagation,  n'entrainant  pas 
la  consideration  d'un  systeme  absolu  de  coordonn^es,  le  rendrait 
inutile. 

Quant  au  terme  de  XIV  lincaire  en  v  (force  e'lectromagn^tique 

proprement  dite),  il  contienl  —  en  facteur  et  ne  joue  de  role  que 

dans  les  phenomenes  quasi-stationnaires  ;  nous  avoiis  vu  combien 
sa  forme  reste  incertaine. 

Les  derniers  e"nonces  comportent  deux  restrictions,  relatives  a 
des  termes  d'ordre  superieur  au  second.  La  pression  de  la  lumiere 
correspond  a  un  tel  terme,  dependant  du  produit  des  accelerations 
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et  des  vitesses.  Mais  sa  forme  reste  bien  incertaine.  En  second 
lieu,    les    experiences    de  M.   Kaafmann    sur   les    rayons    (3    da 
radium  meltent  en  evidence  dans  XIV  1'ensemble  des  lermes.Mal- 
heureusement,  il  n'y  a  aucune  conclusion  atirerde  la;  car  on  pent 
ajouter,  soil  a  la  fonnule  de  Weber,  soil  a  celle  de  Clausius  on  de 
Riemann,  soil  enfin  a  f»x,  une  suite  infinie  de  termes  dependant 
des   puissances  supei-ieures  a  la  seconde  et  paires   des  vitesses, 
divisees  par  les  puissances  correspondanles  de  c  :  ccs  termes  ne 
joueront  cle  role  que  lorsque  les  vitesses  sont  comparables  a  £, 
c'est-a-dire  dans  1'experience  de  Tvaufmann.  Chacune  de  ces  the'o- 
ries  pourra,  par  un  choix  convenable  de  ces  series,  satisfaire  aux 
observations,  ce  qui  monlre  (voir  loc.  c.it.,  pp.  189-197,  260-270) 
que  si  Fexistence  d'une  reaction  d'inerlie  eleclromagne'tiqne  est, 
comme  on  1'a  vu,  hors  de  doute,  la  variabilite  de  celte  reaction 
avec  la  vitesse,  par  centre,  est  hypothelique  ;  elle  ne  saurail  e*tre 
deduite  des  experiences  dc  M.  Kaufmann  que  lorsqu'ou  adopte  a- 
priori  les  hypotheses  de  Lorentz  sur  le  mouvement  absolu  et  SUP 
les  forces  fx.  Celte  theorie  de  la  variabilite  de  la  masse  electro- 
dynarnique  s'appuie  done  sur  les  points  las  plus  faibles  de  lei 
theorie  de  Lorentz.   On    expliqae   tout   aussi  bien^   et    m&tne 
mieux,  les  observations  f'aiies  en  c/iangeant  convenablement 
dans   t' expression,    de    la  force    les     termes    dependant    des 
vitesses,    de    maniere    a    n' inLroduire    que    des    mouvements 
relatifs. 

II  est  a  peine  utile  d'ajouter  que  le  pen  que  nous  connaissons 
des  forces  moleculaires  ne  nous  permet  pas  d'af firmer  que  les  lois 
comities  de  I'electricite  sont  valables  a  toute  distance,  si  petite 
soit-elle.  En  realite,  c'est  toujours  a  la  loi  des  charges  ponctuelles 
que  nous  aurons  affaire,  etl'onne  connait  aucune  experience  oil 
les  conditions  restrictives  qu'elle  comporte  ne  soient  pas  rem- 
plies. 

Nous  avons  enfin  a  nous  demander  ce  (jue  1'experience  nous 
apprend  sur  la  loi  de  propagation,  ou,  en  d'autres  Lermes,  sur 
I'equation  qui  lie  1'instant  d'emissioii  /'  a  1'instant  t  ou  I'action  a 
lieu.  Dans  la  theorie  de  Lorentx,  I'oncle  einise  par  un  electron  eu 
mouvement  uniform e  a  1'instant  /'  reste  a  tout  instant  postdrieur 
cle  forme  spherique,  le  centre  de  la  sphere  elant  le  point  de  1'dther 
ou  1'onde  a  ele  emise,  et  ne  participant  pas  an  mouvement  de 
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['electron.  Gette  hypolhese  introduit  done  le  mouvement  absolu, 
el,  si  Ton  admetque  les  experiences  futures  ue  metlront  pas  plus  ce 
mouvement  en  evidence  qu'elles  ne  Font  fait  jusqu'ici,  il  faudra  la 
rejeler  el  considerer  le  mouvement  de  propagation  de  la  lumiere 
c-omme  purement  relalif  et  dependant  du  mouvement  des  corps 
<|ui  ont  produit  la  lumiere  —  a  moins  de  renoncer,  avec  Lorentz 
et  Einslein,  a  la  cinemalique  et  a  la  notion  de  temps.  Le  principe 
de  la  relativite.  du.  monvement,  dans  sa  forme  classic/ ue,  exigera 
(jue  les  ondes  emises  par  un  systeme  en  mouvement  uniforme, 
souslrail  a  Louie  influence  exle'rieure  sensible,  se  meuveiil  avec  ce 
sysleme,  de  manierc  quc  le  centre  de  chaque  onde  spherique  con- 
tinue a  coVncider  avec  1'electron  qui  1'a  emise,  et  que  la  vitcsse 
radiale  soil,  uuiverselle  et  egale  a  c.  Si  le  mouvement  de  Pelectron 
esl.  qiiclconque,  le  principe  de  relalivile  ne  determine  plus  la 
vitesse  avec  laquelle  se  deplace  Je  centre  de  1'oncle  ;  lotitefois,  cctle 
vitesse  doit  6lre  constaiile  (sinonil  j  aurait  action  a  distance  enlre 
lYiler.lron  et  J'onde  e"mise).  II  ne  sera  plus  possible,  il  esl  vrai,  de 
conserve?  I'image  u  ether  »  on  «  ondes  dans  un  corps  elastique  » 
|)onr  cetle  loi  de  propagation;  inais,  si  meme  nous  voulions  la 
conserve?,  et  avec  olles  les  equations  aux  derive"es  |)artielles,  il 
serait  necessaire  d'ajouter  I'hypothese  nouvelle  de  la  transforma- 
tion Lorent'/.-Kinstein  qui,  a  vrai  dire,  change  si  profondemenl  les 
conditions  du  probleme,  que  I' image  «  6ther  »  ou  «  corps  t'-las- 
lique  »  devient  entirrement inapplicable.  Bienplus,  la  propagation 
de  la  lumiere,  dans  les  vues  de  MM.  Lorenlz  et  Einstein,  ne  com- 
porle  plus  d'image  mecanique  du  tout.  A.U  contra! re,  la  loi  de 
propagation  que  nous  avons  enoncee  plus  haul  correspond  simple- 
ment  a  I'iiuage  de  |>articules  dmises  dans  tons  les  sens  avec  une 
m^rnc  vitesse  radiale,  el  qui  conlinuent  a  se  mouvoir  uniforme- 
ment :  elle  se  rapproche  done,  sous  ce  rapport,  de  la  the'orie  ema- 
native  de  Newton,  ,1'ai  montre*  (loc.  cit.:  2'"°  partie)  qu'en  suppo- 
sanl  cette  loi  vraie  quel  que  soit  le  mouvement  de  1'electron  et 
aclmetlanl  <pie  ces  particules  fictives  agissent  sur  les  charges  e"lec- 
Iriques  avec  lesquelles  elles  entrent  en  contact,  on  n'a  aucune 
peine  a  construirc  tine  infinite"  de  theories  electrodynamiques  en 
parfait  accord  avec  ['experience,  sauf  en  ce  qui  concerne  1'oplique 
des  corps  en  mouvement.  lei  I'experience,  interpretee  dans  la  con- 
ception atomiquede  I'dleclricitr  que  nous  avons  adoptee  jusqu'ici, 
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enonce  ce  resultat  unique  el  simple  ('):  lorsqu'un  rayon  lumineux 
met  en  vibration  les  ions  d'un  corps  quelconque  qui,  a  Jeur  teur, 
eraettent  cle  nouvelles  ondes,  les  centres  de  ces  ondes  se  meuvent, 
non  avec  la  vitesse  de  ce  corps  (comme  le  voulait  notre  hypo- 
these),  mais  avec  la  vitesse  de  la  source  de  lumiere.  Or,  c'est  ce 
que  le  principe  de  1'action  et  de  la  reaction  permettait  de  prevoir. 
En  eiFet,  ce  principe  se  trouve  Ies6  par  notre  hypo  these,  puisqu'& 
Faction  de  nos  particules  fictives  (pour  nous  servir  de  cette 
image)  sur  les  ions  ne  correspondait  aucune  reaction  des  ions  sur 
les  particules.  II  faudra,  comme  dans  la  theorie  de  Lorentz,  attri- 
buer  a  1'energie  rayonnante  une  quantite  de  mouvement,  ce  qui 
est  Lien  plus  nature!  lorsqu'on  considere  cette  <5iiergie  comme 
projetee  que  lorsqu'on  la  considere  comme  propagee  ;  et  les  vites- 
ses  initiales  des  particules  fictives  emises  par  un  ion  se  de'termine- 
ront  par  le  principe  de  la  conservation  de  la  quantite  de  mou- 
vement,'ou  principe  de  reaction.  Dans  le  cas  de  1'Optique,  toute 
1'energie  rayonnante  provient  de  la  source,  et  les  ecrans  ou  appa- 
reils  optiques  ne  fournissent  aucun  apport;  il  est  done  nature!  de 
penser  que  le  principe  de  reaction,  quel  que  soil  son  enonce  precis, 
aura  pour  effet  que  la  vitesse  des  particules  fictives  e"mises  par  les 
ions  des  ecrans,  etc.,  sera  uniquement  determinee  par  celle  de  la 
source  de  lumiere. 

Evidemment,  tant  qu'une  theorie  generale  et  simple  basee  sur 
ces.vues  nouvelles  fera  de"faut,  il  y  aura  lieu  d'etudier  la  question, 
sous  toutes  ses  faces,  et  en  particulier  de  ne  pas  se  laisser  arr^ter 
par  la  n^cessite  d'une  cinematique  et  d'une  dynamique  entiere- 
ment  nouvelles,  comme  le  veut  1'hypothese  Lorentz-Einstein  (2). 
Mais  il  importe  de  savoir  que  rien,  jusqu'ici,  ne  nous  oblige  a. 
considerer  cette  derniere  hypothese  comme  vraie,  ni  meme  comme 
particulierement  probable.  Et  je  crois  qu'il  serait  regrettable  pour 


(')  On  verifie  facilement  ce  th^orerne  ea  suivant  de  pr6s  les  ddmonslrations  de 
M.  Lorentz  (Versuch  einer  Theorie  der  elektr.  u.  opt.  Vorgdnge  in  bewegten 
Korpern,  Leiden,  iSg5). 

(5)  II  faut  d'ailleurs  noter  que  la  theorie  Lorentz-Einstein  n'est  egalement,  en 
partie,  qu'a  1'etat  cle  programme  :  le  principe  de  d'Alembert,  et  plus  generalement 
la  dynamique  classique  des  systemes,  sont  incornpatibles  avec  cette  the"oi'ie, 
comme  Taremarque  M.  Einstein,  et  rien  n'est  encore  venu  remplacer  ces  principes 
fondainentaux.  Us  subsistent  sans  changement,  au  contraire,  dans  1'hypothese  de 
1'auteur. 
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a  Physique  qu'il  ne  se  trouvat  pas,  pour  representer  les  lois  elec- 
.riques  et  e"lectrodynamiques,  de  methode  plus  simple  que  celle 
jui  consisle  a  adraettre  d'abord  des  coordoiinees  ab.solues,  a 
scrire  un  systeme  de  1 1  equations,  dont  9  aux  derivees  partielles  ; 
i  les  integrer  moyennanl  des  hypotheses  qu'il  faut  rejeter  ensuite, 
pour  ne  pas  introduire  de  solutions  impossibles  ou  exclure  des 
solutions  possibles  ;  et  a  compliquer  enfin  la  formule  deja  bien 
longue,  ainsi  obtenue,  par  une  transformation  destruclrice  des 
principes  de  la  cine"matiqxie,  et  dont  1'unique  but  esl  de  faire  dis- 
paraitre  du  resultat  le  systeme  absolu  de  coordonnees  si  malen- 
contreusement  introduit  an  commencement.  Encore  ne  soiit-ce  pas 
la  les  seuls  motif's  pour  lesquels  la  the'orie  ne  me  parait  pas  satis- 
faisante.  L;egalite  du  rapport  des  unite's  a  la  vitesse  cde  la  lumiere 
Irouve,  dit-on,  son  explication  dans  les  theories  de  Maxwell  et  de 
Lorent/.  Les  complications  de  la  premiere  rendent  difficile  une 
vue  nette  de  la  maniere  dont  la  theorie  atteint  ce  resultat.  Mais 
consid^rons  les  equations  de  Lorentz.  La  vitesse  cy  figure  de 
diverses  manieres,  el  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'en  conservant 
c  dans  les  equations  aux  de"rive"es  partielles,  mais  chaiigeant  dans 
1'expression  VI  de  la  force  en  —  ou  c'  est  different  de  e,  on  n'a 

C  C 

modifi(S  ni  la  vitesse  de  propagation,  ni  les  unites,  ni  l'e"nergie  ('), 
mais  bien  le  rapport  de  Punita"  electrostatique  a  1'unite  eiectrody- 
namique  ;  et  la  theorie  ainsi  exposee  ne  conlient  rien  qui  nous 
fasse  comprendre  pourquoi  ce  coefficieat  de  crH3  —  r~My  estpre- 
cisement  ^gal  a -•  On  le  choisit  ainsi,  parce  que  1'expe'rience 
1'exige  —  exactement  cornme  c'<§tait  le  cas  pour  la  formule  de 
Weber,  de  Clausius,  etc.  Ce  n:est  que  lorsqu'on  exige  que  le  prin- 
cipe  de  Hamilton  s'applique,  sous  une  certaine  forme  spdciale,  que 
1'on  trouve  a  priori  ce  coefficient  -•  Settlement  le  principe,  tel 

C " 

qu'il  est  utilised  par  Lorentz,  esl  nettement  different  du  principe 
dans  le  sens  ordinaire,  les  variations  sont  prises  tout  aulreinent 
que  pour  les  fluides,  par  exemple,  et,  de  plus,  comme  1'a  montr<S 

(')  Le   terme   en  — :>  en    eflet,   donnera    un   travail   constamment   nul.   II  faut 
\  /  c 

cl'ailleurs  se  rappeler  que  H,  comme  il  a  et6  dit,  esl  defini  par  la  thdorie  elle- 
meme;  si  on  le  deTmissait  a  priori  comme  force  (exprim^e  en  gauss)  s'exercant 
sur  le  pole  d'un  aimant  permanent,  le  coefficient  de  pv  deviendi'ait  a  son  tour  un 
coefficient  empiriquo  et  les  conclusions  resteraient  les  memes. 
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M.  Schvvarzschild,  il  existe  diilerents  modes  duplication  dc  ce 
principe.  L'tm  d'eux  determine  direclemcnl  les  forces  eldmeix- 
taires,  sans  passer  par  la  consideration  da  ehamp;  nous  lui  dcmne- 
rions  la  preference  an  point  de.  v»e  qui  a  cte  expose  dans  cetle 
etude;  la  fonclion  de  Lag-range  a  la  memo  forme  (a  la  propagation 
pres)  que  celle  dont  etait  parti  Clausius, 
1  dE  dK' 


oil  rfE,  </E'  sonl  des  elements  de  charge,  cl  <>u  r,  <•'  doivent  <§lre 
pris  a  des  instants  coin-enables. 

Chang-eons-^  en  4-2;  la  formule  ne  satisfora  phis  auv  experiences, 
le  rapport  des  unites  cesscra  d'etre  c,  niais  le  priiieip*'  de  la 
moindre  action  conliuuera  a  s'appliquer  el  la  vitesse  de  propaga- 
tion restera  e«ale  a  c.  ;  ce  sont  lesequalions  <ui\  dei'i\ees  parlielles 
qui,  cette  fois;  ne  sont  plus  satisi'aites. 

En  resume,  on  voit  que  cette  vemarquable  relation  ne  resulle  de 
la  theorie  de  Lorentz  que  d'unefaconsi  indirccl.e,  ((u'elle  stj  rckluita 
une  determination  de  coefficients,  conune  olio/  Weber  el,  Glausius, 
lorsqn'on  n'ajoute  pas  la  condition  relative  an  principe  de  la 
moindre  action:  dans  les  ouvrages  didaetiques,  par  example  le 
traite  de  M.  Abraham,  et  meme  dans  1'expose  (jtiedonne  M.  LorenlZ 
de  sa  theorie  dans  le  Memoirc  cite  plus  haul,  ooLUt  condition  n'esl  pas 
mentionnee  et  semble  consicleree  couinie  ahsolumeut  secoudaire. 

Gauss,  clans  sa  celebre  lettre  a  W.  Weher,  avail  Jndifjue  que, 
sans  doute,  les  termes  electrodjnainiques  resultaienl  unicjuemen.1 
de  la  vitesse  finie  de  propagation,  concue  suivant  une  loi  eonve- 
nablement  choisie,  par  des  clcveloppements  en  sc'.rie  Lets  que  noui 
les  avons  consideres  plus  hautet  qui,  on  1'a  vu,  inlroduiseut  eflec- 
tivement  des  vitesses  et  des  accelerations  avec  des  coofficienU 
dependant  de  c.  La  relation  entre  le  rapport  des  unites  el  la 
vitesse  de  la  lumiere  aurait  alors  eu  une  signification,  immediate* 
Chez  Maxwell,  les  termes  electrodynamiques,  dependant  du  poteri- 
tiel  vecteur,  s'introduisent  totitaulrement :  la  profonde  conception 
de  Gauss  (il  importe  de  le  constater,  car  le  coutraire  a  sou  vent  dl^ 
soutenu)  n'a  pas  di<5  realisee  par  Maxwell  et  Lorentz.  C'est  a  etle, 
peut-etre,  qu'appartient  1'avenir  en  eleclrodynamique. 


XX. 


IOLE  DE  L'ETHER  EN  PHYSIQUE 


Rwista  di  Scienza  «  Scieniia  »,  Vol.  Ill,  Ainio  II,  1908,  N.  VI. 


Un  jour  viiiiulrn  sans  douto  on  I'oLher 

seravqjotd  comma  inntilu. 
H.  PoiNcjAiiis,  La  Science  el  I'llypothcse. 


Parini  les  hypotheses  les  plus  iinportantes  eii  Physique  el  Jes 
Ins  generalcment  admises,  il  en.  est  deux  qi|i  jouenl  mi  role  parti- 
ulieremenl  esseiitiel  :  I'hypothcse  aloniiquc,  el  l?hypotliesc  de 
dlber.  Nees  loutes  deux  de  conceptions  melaphysiques  qui,  do 
os  jours,  ne  Lrouveraient  plus  gnere  d'adherents,  elles  out  connu, 
ans  le  cours  des  tem])s,  des  vicissitudes  nombreuscs,  et  1'expe- 
ience  aussi  bien  gue  la  crilique  leur  ont  fait,  pendant  ces  der- 
leres  aunees,  un  sort  ti-es  in^gal.  On  sait  couilnen  a  etc  f^conde, 
ans  presque  tous  les  doinaines  deia  Physique  et  de  la  Cbimie,  la 
onception  atoinique;  et  le  developpemeiii  qu'a  pris  recemment  la 
lieorie  des  ions  et  electrons  a  constitute  un  nouveau  trioniphe  de 
ette  conception  en  nous  faisant  j^resque  toucher  clu  doigt  1'exis- 
3nce  de  charges  electriques  atomiques.  Cependant  la  critique 
hilosoplnque  semble  encore  a  1'heure  qu'il  est  ne  pas  pouvoir 
ardonner  enlierement  a  cette  hypothese  ses  origin.es  un  pen  dou- 
suses.  M.  Ostwald  (( )  en  particulier  la  traite  avec  une  sevdrite  qu'il 


(')  Voir  en  parliculier  1'arLicle  de  M.  Ostwald  dans  cctle  Revue,  N°  I,  p.  16. 
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est  loin  d'appliquer  a  d'aulres  conceptions,  et  em  parliculier  a 
celle  de  I'elher.  G'esL  a  peine  si  la  critique  a  e  I'll  cure  cetle  clernifere. 
Le  succes  de  la  theorie  ondulatoire  tie  la  lumiere,  el,  plus  rdcem- 
ment,  celui  de  la  theorie  de  Maxwell,  out  fail  laire  les  objecliuttf* 
etl'on  ne  s'est  guere  demands'  dans  quellc  rnosiire  eelle  notion 
d'elher,  essentielle,  il  est  vrai,  dans  la  forme  (ictuellede  ces  Lh6o~ 
ries,  eslaupsi  exig-ee  par  l'expe"rience,  inddpendamment  tie  cetle 
forme  parliculiere.  El  cependanl,  une  breve  analyse  hislorique 
suffira  a  nous  montrer  combien  pen,  en  ve'rile',  I'lij-'polhfese  de 
Tether  merite  la  faveur  universelle  qui  lui  eslaccordoe. 

D'origine  philosophique,  1'ether  a'a  acquits  droil  tie  cil^  en 
Physique  qu'avec  Huyg-ens,  cre'ateur  de  la  throne  ondulaloire  de 
lalumiere;  il  n'etait,  d'ailleurs,  a  cette  epoque,  a  n6U:  des  (linden 
magnetique,  calorique,  electrique,  etc.,  qvi'unc  nouvclle  conception 
Loute  analogue,  et  qui  eiit  certainemenl  t5U:  arcef)Uio  sans  grande 
difficulte  par  les  physiciens,  si  la  grande  an  tonic*  de  Newton 
n'etait  intervenue,  faisant  dominer  pour  longtemps  la  th/Sorie 
emanative  de  la  lumiere.  Le  motif  qui  a  porU':  Newton  a  rejeter 
les  conceptions  d'Huygens  vaut  qu'on  s'y  arr^te;  il  est  caractd- 
ristique. 

L'observation  de  divers  phenomenes  de  diflraclion,  et  en  parti- 
culier  des  anneaux  de  Newton,  avail  monlre*  des  celle  Epoque  que 
la  lumiere  est  certainement  ua  phenomcne  pdriodique,  c'est~A- 
dire  consiste  en  une  succession  d'e'tals  qui,  an  bout  d'nu  certain 
temps,  extrSmemenl  court  d'ailleurs,  se  renouvellentexactement  de 
la  m^me  maniere  au  m^me  point  de  1'espacc.  C'cst  ce  qui  u  eulieu 
egalement  pourle  son,  et  c'est  ce  qu'exigeait  la  theorie  d'Huygens; 
les  profondes  recherches  mathematiques  de  ce  savant,  qui  ont 
et^  la  premiere  base  de  la  tlidorie  ondulaloire,  s'appliquent  quelle 
que  soil  Fhypolhe.se  faite  sur  la  nature  du  phdnomene,  pourvu 
que  Ton  conserve  cette  notion  de  pe'riodicile'  dans  le  temps  el  dans 
Fespace  suivant  la  loi  mathe*malique  d'Huygens.  Mais  ce  savant 
avail  de  plus  admis  qu'il  fallait  considerer  la  lumiere  comme 
etant  une  vibration  d'un  corps  imponderable,  rdpandu  dans  tout 
Fespace;  et  comme  les  corps  ponderables  n'dprouvent  aucune 
resistance  de  la  part  de  cet  «  ether  »,  soil  que  Ton  considire  les 
mouvements  relatifs  des  corps  a  la  surface  de  la  tcrrc,  soil  que 
Fonetudieacetegard  les  mouvements  celestes  —  et  ici  la  prt!~ 
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cision  de  1'observation  est  extremement  grancle  —  ij  fallait  conce- 
voir  1'ether  comme  un  fluide   extremement  subtil.  Or  les  fluides 
ne  peuvent  exe"cuter  que  des   vibrations  longitudinales,   c'est-a- 
dire  des  vibrations  dontla  direction  est  toujours  celle  danslaquelle 
se  propage  1'onde,  et  qui  sont  caracterise'es  en  chaque  point  par 
tine  scale  donnee  :  la  densite  du  fluicle  en  ce  point.  Telles  sonl  les 
vibrations  de  Fair  qui  provoquent  en  nous  1'impression  du  son; 
tandis  que  les  vibrations  produites  lorsqu'on  pince  une  corde  de 
violon,  lorsqu'on  1'rappe  une  barre,  ou  qu'on  jette  une  pierre  dans 
une  piece  d'eau,  sont  d'un  caractere  lout  different  :  elles  ne  sont 
pas  accompagiie'es  d'un  changement  de  densile,   et  leur  direction. 
n'est  pas  de'terminee  par  ceJle   de  la  propagation  ;    dans  un   corps 
solide  inclefini,  elle  est  dans  un  plan  perpendiculaire  a  cette  der- 
niere,  et  il  faut,  pour  la  caracteriser,  se  doniier  sa  direction  dans 
ce  plan,  ou  ses  deux  coinposantes  suivant  des  axes  de  coordonnees 
situe's  dans  le  plan;  dans  une  corde  vibrante,  la  propagation  a  lieu 
dans  la  direction  de  la  corde   me" me,  la   vibration  est  perpendicu- 
laire a  celle-ci,  et  depend  de  la  direction  dans  Jaquellea  etc*  pinc^e 
la  corde.  Dans  aucun  cas,  une  seule  donnee  ne  suffit,  coimne  pour 
les  vibrations  longitudinales,  a  determiner  le  phenomcne;    il  en 
faut  an  moins   deux.  Or  les  recherches  d'Huygens  lui-nieme  sur 
les  plienoinenes  optiques  que  presente  le  spatb  d'lslande  (polari- 
sation) nvontraient  que  la  lumiere  est  caracte'risee  par  une  direc- 
tion, ou,  comme  on  dit,  par  un  vecteur,  c'est-a-dire  par  piusieurs 
quantites,  et  non  par  une  seule.  Aussilluygens  ne  put-il  cxpliquer 
la  variete  des  |)benomenes  que  prdsente  le  spatb,  et  Newton,  qui 
certainemenL  connaissait  les  vibralions  transversales  des  solides, 
mais  ne  pouvait  admetlre  qu'un  solide  se  laissat  penelrcr  par  les 
corps  les   plus   divers  sans  leur  opposer   la   moindre    resistance, 
rejeta-t-il  la   iheorie  d'Huygens    malgrd    ses   avantages    evidenls. 
Ainsi,  des  Torigine,  cette  materialisation  d'une  conception  matbe- 
matique  d'ailleurs  si   fdconde  a  (5t<^  funeste  a  celle-ci.  G'cst  une 
particularity  que  nous  retrouverons  presque  a  chaque  pas  de  1'his- 
toire  dc  cette  conception,  et  j usque  dans  ses  d^veloppements  les 
plus  re'cents. 

Pendant  pres  d'un  siecle,  lather  ne  joua,  des  lors,   qu'un  r6le 
extremement  modeste,   ct  lorsqu'enfin  les  travaux  de.Fresnelle 
remirent  en  honneur,  et  donnerent  une  immense  superiority  aux 
R.  29 
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conceptions  d'Huygens  sur  celles  de  Newton,  c'est  au  sans-g&ne 
genial  avec  lequel  le  grand  savant  Iraita  ce  cole  de  la  the'orie  qu'il 
fauL  attribuer  une  partie  de  son  succes.  Uniquemenl  guid6  par 
1'etude  des  phenomenes,  il  en  chercha  et  en  trouva  leslois  malh£- 
matiques,  qu'on  peut  exprimer,  sous  leur  forme  la  plus  ge"ne"rale, 
par  une  cerlaine  equation  aux  de"rivees  parlielles  du  second  ordre, 
et  par  certaines  conditions  auxquelles  la  lumiere  est  assujettie 
lorsqu'elle  se  trouve  a  la  surface  de  separation  de  deux  corps 
difTerents-ou  d'un  corps  et  de  I'ether.  La  difficulte  de  faire  mou- 
voir  Jibrement  les  corps  a  travers  un  ether  solide  ne  1'arreta  pas  ; 
il  admit  meme,  pour  expliquer  1'aberration,  que  I'ether  ne  partage 
pas  le  mouvement  de  la  terre  dans  son  orbite,  en  sorte  que  tons 
les  objets  et  1'air  qui  nous  entoure  seraient  parcourus  par  uu  vent 
d'e"ther  a  la  vitesse  de  3o  kilometres  a  la  seconde,  sans  que  nous 
puissions  nous  en  apercevoir  meine  par  les  experiences  les  plus 
dedicates.  Sa  the'orie  etait  conforme  a  1'experience,  doncl'objection 
ne  pouvait  etre  insurmontalile.  .Des  experiences  plus  exactes 
mettraient  en  evidence,  pensait-il,  ce  mouvement  reJatif  des 
corps  par  rapport  a  1'^ther,  ou  une  analyse  plus  parfaite 
expliquerait  tout.  Et  a  vrai  dire,  nous  en  sornmes  encore  au  m^rae 
point. 

La  the'orie  de  Fresnel  etait  purement  pbenorne'nolog'ique,  nous 
1'avons  dit.  II  s'agissait  maintenant  de  deduire  cet  ensemble  de 
formules  d'une  th^orie  complete  de  1'elasticite  de  1'^tlier,  et  les, 
problemes  qui  se  posaient  dans  ce  sens  ont  cte  pour  beaucoup 
dans  le  vaste  de"veloppement  que  prit  alors,  erilre  les  mains  de 
Navier,  Poisson,  Green  et  Gaucby,  la  the'orie  g6n6rale  de  1'^lasti- 
cite  des  corps  solides,  qui  n'existait  auparavant  qu'a  un  etat  rudi- 
menlaire.  Le  r^sultat  de  ces  recherches.fut  qu'on  peut  caracteriser 
le  mouvement  vibrato  ire  le  plus  general  d'un  solide  —  et  par  coii- 
sdquent  de  i'^ther  —  par  des  equations  du  second  ordre  aux 
de>ivees  partielles,  et  par  certaines  conditions  a  la  surface  des 
corps  —  comrne  1'avait  montre  Fresnel  pour  la  lumiere.  Malheu- 
reusement,  il  n'y  avail  pas  identite"  des  deux  ordres  de  phe"no- 
menes,  et  des  divergences  subsistaient  precisement  aux  points 
importants.  On  montre  facilement  que  des  considerations  d'ordre 
g^n^ral,  telles  que  la  reversibilite  d'un  phenomene  caract^ris^  par 
unvecteur,  1'isotropie,  la  continuity,  etc.,  suffisent  pour  determiner 
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deux  coefficients  arbitraires  pres,  la  forme  de  1'equation  aux 
jrivdes  partielles  a  laquelle  satisfaitle  vecteur.  Aussi  des  equations 
ialogu.es  reviennent-elles  dans  les  domaines  ]es  plus  divers  de  la 
hysique  mathe'matique  —  par  exemple  dans  la  theorie  de  la  cha- 
ur,  du  potenliel,  de  I'equilibre  des  corps  elastiques,  etc.  —  sans 
j.'on  puisse  conclure,  loin  de  la,  a  un  rapport  entre  ces  phe"no- 
enes.  Or,  pour  passer  des  Equations  de  Fdther,  suppose  un  corps 
astique,  a  celles  de  Fresnel,  il  faut  donner  al'unedes  constantes 
ne  valenr  impossible  :  la  resistance  qu'oppose  le  corps  a  une 
impression  uniforme,  ou,  ce  quirevientau  me"  me,  la  vitesse  des 
icillations  longitudinales,  doit  etre  nulle.  Aussi  Cauchy et  Green 
it-ils  rejete  cette  hypothese,  et  ont-ils  admis  qu'au  contraire 
Sther  cst  incompressible,  et  que  des  ondcs  de  compression  ne 
euvent  s'y  produire.  A  vrai  dire,  les  principes  ge'ne'raux  de  la 
[e"canique  exigent,  dans  cette  hypothese,  1'mtroduclioii  d'une 
ression  hyclrostatique,  qui  serait  ce  qu'on  appelle  le  facteur  de 
agraiige  correspondant  a  la  condition  d'incompressibilite  a 
.quelle  ost  soumis  le  mouvement.  Mais  il  n'y  aurait  plus  eu  iden- 
t<5  avcc  les  equations  de  Fresnel;  sans  beaucoup  d'explications, 
a  laissa  cette  pression  de  cotd.  Malheureusement,  cela  ne  suffit 
as.  Parmi  les  conditions  qui  doivent  ^tre  satisfaiies  a  la  surface 
e  s6|>aration  de  deux  milieux,  les  unes,  qui  expriment  simple- 
tent  la  continuite",  sont  bien  communes  a  la  theorie  de  Tdlasticite 
t  a  l'o|)lique;  mais  ce  sont  —  comme  nous  I'avons  dit  plus  haul 
e  la  forme  gxhie'rale  des  Equations  —  pre'cise'ment  celles  qui  ne 
)nt  a  aucun  degre  caractdristiques,  et  ne  contieiinent  pas  les 
Dnstantes  physiques  des  deux  corps.  Quant  aux  deux  conditions 
ni  contieiinent  ces  dernieres,  il  a  fallu  les  abandonner;  elles 
Laient  inconciliables  avec  les  experiences  de  Fresnel.  On  les  a 
jmplacees  par  d'autres  principes,  impliquant  des  hypotheses  nou- 
elles,  et  c'est  en  particulier  1'hypothese  atomique  qui  a  permis  a 
Jrchhofl'd'enoncer  J'explication  mdcanique  la  plus  plausible  de 
e  probleme  si  difficile.  Plus  tard,  Lord  Kelvin,  trouvantque,  pour 
;s  cristaux,  malgrd  tons  ces  «  coups  de  pouce  »,  1'hypothese  de 
in.compressibilite'  de  I'ether  ne  donnaitrien  de  satisfaisant,  revint 
la  solution  rejetde  par  Cauchy  et  Green,  d'un  dther  infiniment 
impressible;  il  montra  que,  si  1'dther  est  infini,  1'hypothese  cesse 
n^cessairement  absurde.  Mais  elle  reste  fort  Strange,  car 
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elle  revient  a  attribuer  toute  Peiiergic  potentielle   de  Pdlher  aux  | 
changemenls  d'orienlalion   de  ses  Elements  de  volume,  change-  j 
ments   qui,    pour   Pelasticite   des    corps  solides  finis,  sout  sans  £ 
influence  aucune,  mais  penvent  jouer  tin  role,  an  rnoins  apparent,  | 
lorsqu'il  s'agit  de  Pether  :  car  cekii-ci,  par  hypolhese,   ne   pent  f 
tourner  clans  son  ensemble  a  la  maniere  d'un  solide.   11  reste,  il  1 
estvrai,  cette  objection  qu'il  suffh,  pour  provoquer  en  tin  point  | 
de  1'^ther  tin  changement  de  densile  fini,  d'une  compression  infi-  | 
niment  faible.  Lord  Kelvin  suppose  par  consequent  qtie  Pdnergie  I 
de  Pelher  conlient  des  lerines  qui  s'opposcnt  a  Ja  compression, 
mais  sont  d'un  degre  superieur  au  second,  en  sorle  qu'en  Optique 
ou  les  deformations  sont  supposees  infiniment  petiles,  ils  restent 
negligeables.   Les  conditions  aux  limites  deviennent  alors  iden- 
tiques  a  celles  de  Fresnel;  aucune  diiflcuJt^  ne  semblait  plus  sul)- 
sister  et,  si  la  conception  d'un  dlher  elaslique  n'avait  joud  ancun 
role  efTectif  dans  la  decouverte  des  lois  de  I'Optique,  du  moms 
semblait-elle  capable  de   les   expliquer    apres  coup.    Gependajit 
Lord  Kelvin  abandonna  celte  hypolhese  pour  la  remplacer  par 
tme  auire  plus  subtile,  celle  de  IV-tlier  gyrosuuique;  il  semble  que 
ce  soit  Pidentite  des  pbenomenes  Inmineux  et  des  oscillations  elec- 
linques,  decouverte  par  Maxwell,   qui  1'y  aient  amene. 

On  sait  que  Maxwell  part  de  ce  principe,  e"non.ce"  par  Faraday, 
que  les  attractions  et  repulsions  e"ieclriques  et  eMectrornagne'tiques 
sont  clues,  non  a  une  action  a  distance,  mais  a  une  sorte  de  pres- 
sion  qu'exerce  sur  les  corps  electrises  le  milieu  dans  lecjuel  ils 
sont  plongds;  ce  milieu  est  lui-meme,  de  proche  en  procke, 
modifie  par  la  presence  de  charges  electriques.  Maxwell  niontra 
comment  on  pent  transformer  et  completer  les  Equations  de  1'Elec- 
tricitc^  de  maniere  a  ce  qu'elles  expriment  cette  nouvelle  maniere 
de  voir;  pour  les  oscillations  electriques,  il  trouva  exactementla 
forme  d'dquation  et  les  conditions  donn^es  par  Fresnel;  il  ne 
s'agissait  plus,  comme  dans  la  th^orie  de  Pother  elastique,  d'un 
a-peu-pres  :  les  constantes,  determinees  par  des  me"thodes  pure- 
ment  electriques,  etaienl  identiqnes  elles-m^mes  a  celles  de 
I'Optique.  Celte  belle  decouverte  constilue  la  th^orie  electroraa- 
gnetique  de  la  lumiere;  elle  laisse  d'ailleurs  ouverte  la  question 
d'une  explication  mecanique  par  les  proprietes  elastiques  de  Pother, 
mais  exige  que  celte  explication  s'applique,  non  seulement  a 
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Dptique,  mais  a  1'ensemble,  bien  plus  complique,  des  lois  de 
ilectricite  et  du  magnetisme.  Pour  des  corps  au  repos  parcourus 
ir  des  couraiits,  Maxwell  a  donne  une  telle  explication;  mais  la 
mcture  extrtiinement  compliqu^e  qu'il  a  ele  oblige  de  donner  a 
•ther  permet  de  sonder  toute  la  difficult^  du  probleme,  plut6t 
I'elle  n'en  constitue  une  solution;  pour  les  corps  en  mouvement, 

pour  les  actions  electros tatiques,  Maxwell  n'avait  d'ailleurs  pas 
ussi  a  trouver  une  explication  analogue,  et,  dans  jl'expose  defi- 
tif  de  la  Theorie  dans  son  celebre  Traite,  il  ne  mentionne  plus 
n  explication  primitive.  II  est  impossible  de  decider  dans  quelle 
esure  ces  speculations  sur  la  structure  de  Tether  Pont  aide  dans 
s  decouvertes;  1'existence  d'une  relation  etroite  entre  la  lumiere 

1'eiectricite  avait  ete  entrevue  par  Gauss,  et  la  de"couverte 
marquable,  faite  par  W.  Weber  et  Kohlrausch,  que  le  rapport 
;s  unites  electrostatique  et  electrodynamique  est  e"gal  a  la  vitesse 
5  la  lumiere,  avait  porle"  un  mathe'inaticien  c^lebre,  B.  Riemann, 

des  speculations  snr  le  raeme  sujet,  et  a  du  vivement  frapper 
[axwell . 

Les  Equations  de  1'Optique  n'etant  qu'un  cas  tres  particulier  de 
illes  de  rElectrodjnamique,  il  faut  que  les  interpretations  miica- 
.ques  de  ces  dernieres  soient  des  generalisations  de  theories 
dcaniques  de  la  lumiere.  Le  choix,  on  1'a  vu,  n'est  pas  grand,  et, 
.algre  les  efforts  de  nombreux  savants,  parmi  lesquels  il  faut 
ter  en  premiere  ligne  Lord  Kelvin,  aucune  solution  n'a  e"te"  trou- 
ie.  J'ecarte,bienentendu,  les  rnecanismes  ingenieuxetcoinpliqu^s 
:latifs  a  telou  tel  cas  particulier;  j'e"carte  encore  ies  considerations 
hiei-ales,  ou  interviennent  des  masses  imperceptibles  a  nos  sens, 
;  dont  on  ne  precise  pas  le  mouvement,  parce  que,  affirme-t-on, 
iiile  1'expression  de  leur  ^nergie  cin^tique  et  potentielle  importe. 
>na  pu  dire,  il  est  vrai,  qu'il  suffit  de  montrer  que  le  principe  de 

moindre  action  s'applique  a  un  phenomene  lorsqu'on  introduit 
ins  1'expression  de  I'^nergie  du  systeme  des  termes  de  ce  genre, 
aur  avoir  par  la  meme  demontrd  la  possibility  d'une  reduction 
ix  lois  de  la  Mecanique.  Mais  il  faut  s'entendre  :  s\  Pon  exclut 
:s  actions  a  distance  entre  les  parties  de  ce  mecanisme,  si  1'on 
dge,  de  plus,  J'impenetrabilite  et  1'indestructibilite  de  ces  masses 
ivisibles,  cette  reduction  cesse  en  general  d'etre  possible,  et  le 
robleme  reste  tout  entier.  II  est  d'ailleurs  facile  de  voir  ou.  git  la 
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difficult,  lorsqu'on  veut  passer  d'une  theorie  elastique  de  la 
lumiere  a  une  theorie  electrodynamique  :  partout  011  il  exisle  une 
charge  electrique,  les  equations  deviennent  inhomogcnes;  quelle 
que  soil  Thypotheseque  Ton  fasse  sur  le  mouvcment  ct  la  dtf ur- 
ination de  Tether  clans  tin  champ  domic,  tout  se  passe  comme  si\ 
aux  reactions  elastiques,  venait  s'ajouler  une  force  nouvclle,  exer- 
cee  par  la  charge  electrique  sur  Tether  qui  est  en  contact  avec  die* 
Gonside'rons,  par  example,  une  charge  eleclrique  sphc'ri(fue.  Soa 
action  sur  Tether  environnant  se  recluira,  par  symetrie,  ft  une  pres- 
sion  ou  une  tension  dans  la  direction  du  rayou.  Si  Tdllier  eat 
incompressible—  c'est  Tune  des  deux  hypotheses  zulinissibles  en 
Optiqtie  —  cette  pression  ne  le  motlifiera  pas.  Si,  an  contraire, 
comme  le  voulaitLord  Kelvin,  il  est  itifinimenL  compressible,  im 
flux  continuel  d'ether  dirige  radialement  .s'ctabliru,  ot  il  faudra 
renoncer  a  Tindeslructibilite  de  Tether.  Aura-t-on  rccours  a  de* 
termes  d'ordre  superieur^comine  en  Oplique?  Ges  tcnnes,  ici,  ne 
pourront  plus  elre  consideres  comme  neg-ligeables,  puisque  ce 
sera  d'eux  que  d6pendra  le  phenomene;  el  nous  nous  trouverons 
en  contradiction  avec  ies  lois  de  TElectricilc,  C[UL  n'admeltent  pas 
de  tels  termes.  M.  Poincart^,  dans  ses  Legoris  stir  TKleetricUe1  et 
TOptique  (1),  a  nettement  mis  en  lumiere  lo  caraclere  general  d& 
ces  difficultes,  et  il  nous  snffira  de  dire  qu'elles  n'ont  pas  retju  de 
solution,  me  me  dans  ia  theorie  de  Larmor.  Cette  dcrniore  repose 
sur  la  conception  mentionne'e  plus  liaut,  de  C etlier  gyrostatiqw^ 
conception  qui  me'rite  qu'on  s'y  arre"te.  On  salt  quo  lorsqu'ud 
appareil  contient  une  masse  en  rotation  rapide  il  Lend  a  conserve** 
son  orientation,  el  oppose  une  resistance  a  la  main  qui  cherche  6 
le  faire  tourner  dans  un  certain  sens  :  la  toupie,  de  mthue,  resist© 
a  Taction  de  la  gravitation  qui  ne  la  fera  tomber  que  lorsque  lea 
frottements  auront  suffisamment  recluil  sa  vitesse  de  rotation. 
Supposons  de  telles  masses  en  rotation  dans  chaque  (5  hi  in  en  L  de 
volume  de  J'ether  :  cet  tilementopposera  a  un  changenienld'orien- 
tation  une  certaine  resistance,  et  nous  avons  vu  que  c'est  pre*ci- 
s^ment  ce  qu'exige  TOptique  quaiicl  on  renonce  a  Tincompressi- 
hihte.  Cette  ingenieuse  explication  a  <5t<5  appliquee  par  M.  Larmor 

(')  II.    POINCARE,   Electricite  et    Optique,     2°   Edition,    Paris    rgoi,  4"   Panic, 
p.  678  et  suiv. 
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ux  phenomenes  electriques;  mais  il  n'est  pas  parvenu  a  vaincre 
liverses  difficultes  (voir  M.  Poincare,  loc.  cit.),  et  1'on  ne  voit 
>as  comment  la  notion  de  charge  dlcctrique,  en  particulier,  pent 
e  deduire  de  ces  considerations,  a  moms  de  renoncer  a  1'indes- 
ructibilite  de  I'ether.  EO'ectivement  il  est  remarquable  que  si  Ton 
.dmet  que  ]a  matiere  est  une  source  continuelle  d'ether,  ou  absorbe 
:ontinuellemeiit  ce  corps,  on  arrive  avec  B.  Rieniann  (donl  les 
'echerches  out  ete  re'cemmenl  reprises  parM.  Brill)  a  1'explication 
lydrostatique  des  attractions  et  des  repulsions  que  nous  etudions 
in  Electrostatiquc  et  dans  la  theorie  de  la  Gravitation.  Mais  ici  le. 
not  «  explication))  ne  s'appliquo  certainement  plus;  il  faudrait 
lire  «  analogic  ». 

.La  Gravitation,  dont  nous  n'avons  pas  parle  jusqu'ici,  complique 
incore  le  probhYme.  Lorsqu'un  milieu  quelconque,  apres  avoir  ete 
iouslraild  ton  te  iiill  nonce  exterieure,  estsoumis  a  une  deformation, 
a  sl.abilile  du  milieu  exige  que  son  energie  potentieile  s'accroisse. 
Dr,  et  e'cst  Maxwell  qui  I'a  remarque,  pour  un  champ  de  Gravi- 
,ation,  cette  <:ncrg'ie  diminuerait,  au  contraire;  aussi  Maxwell 
;onsitlere-t-il  ses  conceptions  conime  inapplicables  a  la  Gravitation, 
jui  reste  ainsi  encore  plus  cc  inexplicable  •»  que  les  phenomenes 
ilectriqucs.  On  n'evile  la  conclusion  qu'en  renoncant,  comme  on 
'a  viij  a  rindestructibilitc  dc  I'ether.  Quant  aux  idees  de  Lesage, 
jiu  1'ont  de  I'elher  une  sorte  de  gaz  tres  rareTie,  ou  les  corps  mate- 
^iels  se  protegent  mutuel lenient  contre  les  chocs  des  alomes 
I'ether  et  sont  ainsi  pousses  les  uns  vers  les  aulres,  il  est  douleux 
ju'elles  expliqueiit  i-f'-ellement  la  Gravitation;  mais,  certainemenl, 
illes  sont  absolument  incompatibles  avec  les  lois  de  1'Oplique. 
liiifin,  citons  Jes  Iravaux  de  Bjerknesqui,  comme  d'autres  auteurs 
1'avaient  deja  fait,  Irouve  une  analogic  de  la  Gravitation  avec  un 
systeiue  de  corps  vibrants,  plonges  dans  1111  lluide  incompressible. 
1.1  considere,  en  particulier,  des  spheres  qui  splendent  et  se  con- 
traclent  alternativcmeiit  :  mais  il  faut  qu'il  y  ait  non  seulement 
idenlitd  de  periodc  pour  toules  les  molecules  ou  spheres,  mais 
encore  identitd  de  phase,  et  cette  derniere  condition  est  plus  inex- 
plicable que  la  Gravitation  elle-meme. 

ftn  resume,  aucune  conception  mecanique  de  I'ether  n'a  conduit 
au  but.  L'expdrience  a-t-ellc  reussi  la  ou  la  theorie  a  echone? 
Beaucoup  de  recherches  ont  ete  entreprises  pour  mettre  en  evi- 
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dence,  par  le  moyen  si  delicat  des  interferences,  un  mouvement 
de  lather,  soit  dans  le  voisinage  de  corps  aimantes  on  eM.eclrise"s, 
entraines  dans  un  mouvement  de  rotation  rapide;  soit  pres  de 
courants  electriques,  ou  dans  uii  champ  d'oscillalions  hertziennes. 
Le  reWtat  a  etc  constamment  negatif,  et  cet  6chec,  confirmant 
celui  de  la  th6orie,  et  s'ajoutant  aux.  difficultes  nombrcuses  de"j& 
signalees,  telles  que  le  passage  libre  des  corps  a  travers  1'espace 
mate>iellement  vide,  a  amene"  un  grand  nombre  de  savants  4 
renoncer  definitivement  a  une  conception  me'canique  de  Pother, 
et  a  en  faire  ce  que  M.  Drude  appelle  un  espace  physique,  c'esl- 
a-dire  un  espace  qui  ne  se  distingue  de  celui  de  la  Ge'ome'trie 
qu'en  ce  qu'il  est  le  siege  d'une  energie  speciale,  Penergie  e"lectro- 
magmitique.  Son  e"tat  est  clefmi  par  la  «  force  (ilccLriquc  »  et  la 
<c  force  magnetique  ».  A  vrai  dire,  ces  vecteurs  n'y  produiseut  par 
hypothese  aucon  changement  qui  soit  susceptible  de  tornber  sous 
nos  sens;  et  Ton  peut  se  demander  ce  que  de  tels  erionce's  ren- 
ferment  de  reel  et  quelle  est  la  part  des  mots  lorsqu'on  continue 
a  parler  d'une  action  de  ce  «  milieu  »  sur  les  corps.  C'est  ce  que 
nous  aliens  examiner  en  partant  de  la  tlicorie  electrodynamique 
de  Lorentz  qui  est  e"tablie  sur  cette  conception  de  Tether.  Nous 
trouverons  que  le  rdle  de  I'ether,  bien  modeste  deja,  doit  encore 
^tre  reduit,  et,  d'abslraction  en  abstraction,  nous  arriverons  'd  n'y 
plus  voir  qu'un  systeme  de  coordonnees  alisolues,  un  fanl6me  ma- 
thematique,  qui,  a  son  tour,  ne  subsistera  pas  devant  1' experience. 
L'dther  est  consider^,  nous  Favons  dit,  comme  ctanL  le  reservoir 
de  toute  1'energie  Electrodynamique,  optique,  etc.  Nous  pourrions 
done  nous  attendre  a  ce  que  certains  points  de  Putlier,  situ^s  soit  & 
distance  finie,  soit  a  Pinfini,  soient  Porigine  de  perturbations  (5lec- 
trodynamiques.  Un  corps  rayonnant,  au  lieu  de  perdre  constam- 
ment de  son  Energie,  pourrait  aussi  en  gagner  constamment,  par 
1'apport  d'ondes  convergeant  vers  lui,  et  venant,  par  cous^quenl, 
de  Pinfini.  Un  tel  appareil,  tirant  son  energie  de  L'e'ilier  sans  que 
d'autres  corps  en  perdent  u'ne  quantitc  equivaJente,  serait  bien 
pre"cieux  :  il  constituerait  un  perpetiuun  mobile.  11  est  facile  de 
montrer(')  qu'effectivement  les  Equations  de  Maxwell,  de  Hertz  et 


(')  Pour  plus  de  details  sur  ces  questions,  consulter  un   Mcmoire  de  I'auteur: 
fiecfierches  critiques  sur  I' Electrodynamique  generate,  QEuvres,  XVIII,  p.  3 17. 
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de  Lorentz  admettent  de  lelles  solutions,  ce  qui  constitue  cer- 
tainement  une  grave  objection  a  ces  theories,  d'autant  plus  que, 
pour  les  ecarler  d'une  maniere  absolument  generale  il  faut  intro- 
duire  de  nouyelles  hypotheses  qui  ne  supportent  guere  une  cri- 
tique rigonrcuse.  Pour  la  theorie  de  Maxwell  et  pour  celle  de 
Hertz  on  n'y  a  pas  reussi  jusqu'ici;  dans  celle  de  Lorentz,  on  n'y 
reusail  qu'en  admettant  par  hypothese  que  toute  solution  qui  ne 
peut  pas  se  mettre  sous  la  forme  de  «  potentiels  relardes  »,  c'esl- 
a-dire  d'actions  des  divers  elements  de  charge  tout  analogues  aux 
anciennes  actions  a  distance,  mais  non  instantanees,  doit  etre 
ecartee.  Nous  voila  done  revenus  aux  actions  ele"mentaires,  qxie 
Maxwell  s'ctaitfait  fort  d'ecarter  de  la  theorie;  et  il  est  bon  de 
remarquer  qu'aucuii  dnonce  equivalent  a  cette  hypothese,  et  plus 
conforme  aux  idees  de  Maxwell,  ne  semble  possible.  La  difficulte 
est,  en  elTet,  essentielle  :  I'hypolhese  nouvelle  rend  les  pheno- 
menes  eUectromagnetiques  essentiellementirreversibles,  landisque 
les  equations  primitives  e"noneaient  leur  re"vers5bilite.  Mais  admet- 
tons  1'hypothese  comme  un  fait  d'experience;  alors  les  equations 
s'integrent  coinpletement,  et,  comme  1'a  fait  remarquer  M.  Lorentz 
lui-metne,  le  champ,  les  vecteurs  electrique  et  magnetique,  dispa- 
raissenl  du  rcsuitat,  qui  n'(§nonce  plus  que  des  relations  d'espace 
et  de  temps,  on  interviennenl  certains  coefficients  invariables  dits 
«  charges  clectriques  ».  Ces  actions  «  retarde'es  »  peuvent  com- 
ple Lenient  remplacer  les  equations  aux  derivees  partielles;  tandis 
que  lu  j>r0[)osition  inverse  n'est  pas  vraie.  Ainsi,  en  Optique, 
nous  n'aurons  plus  a  nous  pre"occuper  de  ce  qui  se  passe  dans 
1'e'lher  pur;  tout  se  re"duira  ^  des  actions  exercees  par  les  charges 
mobiles  ou  ions  de  la  source  de  lumiere  sur  celles  de  1'^cran,  de 
1'appareil  o|)tique,  de  la  ratine  ou  de  la  plaque  pholographique. 
Les  points  de  1'dther  ne  sont  plus,  comme  1'admeUaient  Huygens 
et  Fresnel,  autanl,  de  centres  d'e"branlement,  emettant  de  nouvelles 
ondes  dans  Unites  les  directions  :  seuls,  les  points  electrises  sont 
centres  d'ondes;  malgre  cela,  les  deux  manieres  devoir  conduisent 
au  meme  rdsultat,  conforme  a  1'experience.  Mais  coinbienest  pro- 
fonde  la  diiFerence  entre  le  role  joue  par  Tether  dans  I'line  et 
1'autre  thdorie !  Chez  Lorentz,  en  fait,  il  n'est  plus  qu'un  systeme 
de  coordonnees  absolu,  c'est-a-dire  independant  de  la  matiere  an 
sens  ordinaire,  et  par  rapport  auquel  il  faut  mesurer  toutes  les 
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vitesses  (et  en  parliculier  cclle  de  la  lumicre)  qui  enlreiU  dans  les 
equations.  L'ether,  qui  aurait  pu  manifester  son  existence  par  des 
oncles  emanant  de  lui,  se  derobe  one  fois  de  plus. 

II  faut  avouer  que  nous  sommes  hien  loin  cle  toutes  les  concep* 
tions  auxquelles  1'etude  de  la  nature  ajusqu'ici  conduit  les  savants; 
et,  peut-e'tre,  n'avons  nous  pas  le  droit  cle  nous  etonner  bcaucoup 
que  1'experience,  interrogee  souvent  et  avec  tin  soin  et  one  prd- 
cision  extremes,  ait  donne  un  dementi  forme!  &  une  Ivypolhfcse  si 
etrange  et  abstraite.  Le  mouvement  de  translation  si  rapide  de  la 
Terre  dans  son  orbite  est  sans  influence  sur  les  phenoinenes 
optiques  et  electriques,  de  meme  qu'il  est  saiis  influence  en  Meca- 
nique.  La  theorie  de  Lorentz  n'explique  que  quelques-uns  cle  ces 
resultats  negatifs;  aussi  ce  savant  a-t-ilchercho  quelles  hypotheses 
supplementaires  sont necessaires  pom-  que  1'mfUiencc  d'un.  uiou- 
venient  de  translation  uniformc  d'un  systeme  soit  rigourcuscment 
nulle.  11  a  trouve  qu'il  faut  : 

i°  Renohcer  a  1'existence  de  corps  solides,  clout  les  dimensions 
ne  sont  alterees  par  aucun  mouvement  :  notion  qui  est  a  la  base 
de  la  Geometric; 

2°  Renoncer  a  1'invariabilite  cle  la  masse,  qui  devient  fonction  de 
la  vitesse  —  de  meme,  d'ailleurs,  que  dans  la  llieorie  primitive  de 
Lorentz  (^ ); 

3°  Faire  du  temps,  de  la  simultaneite,  de  1'eg'alitd  de  deux  temps 
des  notions  toutes  relatives,  defmies  dilleremment  suivanl  le  mou- 
vement de  1'observateur; 

4°  Renoncer  enfm  an  parallelogramme  des  vitesses,  qui  ne  serait 
qu'une  approximation  admissible  aux  faibles  vitesses;  deux  elec- 
trons ^mis  par  un  grain  de  radium  en  sens  inverse  avec  ime 
Vitesse  de  20ooookm  par  seconde,  auront  une  vitesse  relative  uoa 
de  5oooookin,  mais  d'environ  296oookm.  C'est  dire  ([ue  la  signifi- 
cation de  tous  ces  mots  a  totalejnent  change. 

Les  physiciens  consentiront-ils,  pour  sauver  Tether  et  les  Equa- 
tions de  Maxwell,  ou  du  moins  le  pen  qui  en  resle,  a  admettre  de 
gaiete  de  cocur  de  telles  complications?  Ne  se  diront-ils  pas  plul6t 

(')  Lorsqu'on  renonce  an  mouvement  absolu  et  i  la  notion  d'dLhcr,  les  exp6- 
riences  de  M.  Kaufmann  ne  permettent  phis  d'affirmer  la  variabilile  de  la  masse. 
Celle-ci  pent  etre  d'origine  electromagnetique,  mais  elle  est  constanle;  ce  sonfc 
les  forces  qui  varient  avec  la  vitesse. 
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que,  une  fois  de  plus,  1'image  «  ether  »  qu'ils  sMtaient  faile  pour 
expliquer  la  non-instantane'ite  de  Ja  lumiere,  loin  de  les  conduire 
a  prcvoir  des  resultats  nouveaux  confirmes  ensuite  par  1 'expe- 
rience, comme  c'est  le  cas  pour  la  iheorie  atomique  et  en  general 
pour  toule  llieorie  qui  merite  d'etre  retenue,  ne  leur  a  me"  me  pas 
permis  d'expliquer  les  resultals  de  1' observation  et  leur  a  cree  des 
difficulty's  toujours  nouvelles? 

La  theorie  emanative  de  la  1  ami  ere  u'introduisait  pas  le  mouve- 
ment  absolu.  Si  an  conlraire  la  lumiere  se  propage,  ce  ne  peut 
elre  que  dans  un  corps  different  des  corps  materiels,  et  remplissant 
tout  I'espace;  ce  corps  introduira  n6cessairement  le  mouvement 
dit  absolu;  1'experience  de'monlre  done  qu'H  ii'y  a  pas  propa- 
gation. Nous  sommes  ainsi  amenes  a  considerer  I'energie  lurni- 
neuse  comme  projetee,  et  non  comine  propag&e;  nous  revien- 
drons,  dans  un  certain  sens,  a  une  theorie  emanative  de  la  lumiere 
et  de  1'electricite,  in  a  is  sous  une  forme  necessairemcnt  Unite  nou- 
velle,  et  sans  oublier  un  instant  qu'il  ne  s'agit  que  d'unc  image 
destinee  a  nous  rendre  sensible  le  retard  qu'eprouvent  les  actions 
lumineuseset  electriques,  retard  qui  seal  estl'objel  des  experiences. 
Cette  image  satisfera  en  me'ine  temps  a  ce  ]>esoin  de  notre  esprit 
d'introduire  partout  Ja  notion  de  substance,  besoin  auquel  nous 
devons  les  anciens  lluides  calorique,  magnetique,  etc.  et  le  nou- 
veau  Jluicle  dnergie.  Une  lelle  entreprise  semblait,  au  point  de  vue 
de  la  theorie  ondulatoire  classique,  condamnec  d'avance ;  il  en  est 
tout  autrement  dans  les  vues  nouvelles  que  nous  devons  aLoreniz. 
Pour  ne  nous  occuper  que  de  1'Op-tique,  Ja  consideration  des 
actions  {5ldmeniaires  retardees  nous  permettra  de  scirider  le  pro- 
bleme  en  deux  auires  :  il  faudra  d'abord  conserver  la  formule  ana- 
lytique  qui  exprime  la  force  subie  par  un  ion  au  moyen  d'une 
somme  d'actions  dependant  de  la  position  et  de  I'accdle.ration 
(p^riodiques)  des  auires  ions,  pris  a  de  certains  instants  antdrieurs; 
puis,  parmi  Jes  diverses  lois  de  propagation  que  peut  nous  sugge"- 
rer  1'hypoihcse  emanative,  et  qui  toutes  satisferont  auprincipe  de 
la  relalivite  du  mouvement,  nous  choisirons  celle  qui  sera  conforme 
at'experience.  Les  instants  anle>ieurs  ou  instants  demission,  ddter- 
mines  par  la  nouvelle  loi  ne  diffe'reront  jamais  beaucoup  de  ceux 
qu'exigerait  la  loi  adoptee  par  Lorentz,  et  basee  sur  la  notion  de 
systeme  de  coordonne'es  absolues;  dans  beaucoup  d'exp^riences, 
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ou  les  vitesses  sont  negligeables,  il  y  aura  identite  complete.  Les 
ondes  de  Fether  seront  remplacees  par  une  distribution  de  1'ema- 
nation,  periodique  dans  le  temps  et  dans  Fespace.  J'ai  d'ailleurs 
montre  (loc.  cit.)  que  sur  ces  bases  on  peat  edifier  non  pas  une, 
mais  une  infinite  de  theories  electrodynamiques;  conservant  la 
theorie  des  electrons  et  les  autres  hypotheses  physiques  si  fe'condes 
introduites  par  Lorentz,  conservant  me'me  son  principe  de  super- 
position, on  n'a  qu'a  discuter  se"parement  d'une  part  Pinfluence 
des  divers  termes  qui  constituent  ensemble  Fexpressionde  la  force 
subie  par  un  Electron,  et  de  1'autre  celle  de  la  loi  de  propagation, 
pour  determiner  les  changements,  tres  e"  tend  us  d'ailleurs,  qu'il  est 
perrnis  d'y  apporter  sans  qu'il  y  ait  contradiction  avec  aucune 
experience  faite  jusqu'ici.  Ce  nouveau  retour  a  des  conceptions 
plus  anciennes  n'est,  en  somrae,  que  le  prolongement  toulnaturel 
d'une  evolution  dans  laquelle  M.  Lorentz  a  eu  la  plus  large  part, 
et  qui  nous  a  ecartes  progressivement  des  idees  primitives  de 
Maxwell,  en  nous  ramenant  a  la  consideration  des  charges  elec- 
triques  et  en  rele"guant  de  plus  en  plus  a  Tarriere-plan  1'influence 
du  milieu.  II  ne  s'agitpas,  bien  entendu,  d'un  retour  aux  actions 
a  distance;  mais  que  1'on  choisisse  comme  milieu  intermediaire 
un  «  espace  physique  »  ou  une  emanation  fictive,  des  Finstant  ou 
1'action  eprouv^e  par  une  charge  electrique  ne  depend  que  de  la 
disposition  et  de  1'etat  du  milieu  dans  son  entourage  immediat,  on 
pourra  dire  qu'il  n'y  a  pas  action  a  distance.  Peut-e"tre  cet  e"nonce" 
contiendra-t-il  m^me,  dans  la  nouvelle  hypothese,  une  plus  grande 
part  de  realite  que  dans  1'ancienne.  Gar  Father,  nous  1'avons  vu, 
n'est  pas  modifie",  suivant  les  vues  de  Lorentz,  par  Faction  de  la 
matiere;  il  reste  immobile.  La  matiere,  au  contraire,  est  mise  en 
mouvement  par  Faction  de  Father  :  le  principe  de  Fegalit^  de 
Faction  el  de  la  reaction  n'est  pas  satisfait.  Or  M.  Poincare"  a 
montr^  qu'en  attribuant  a  Fenergie  rayonn^e  une  quantite  de  mou- 
vement, on  re"tablit  le  principe.  Un  systeme,  dit-il,  qui  rayonne 
de  Fdnergie  dans  une  certaine  direction,  recule  comme  une  piece 
d'artiilerie.  Ce  recul,  les  experiences  sur  la  pression  de  lalumiere 
I'ont  mis  en  Evidence.  Or  n'est-il  pas  plus  naturel  d'attribuer  une 
quantite  de  mouvement  a  une  energie  projetee,  comme  le  veut 
1'image  emanative,  qu'a  une  energie  propagee?  L'emanation 
agira  done  sur  les  corps  electrises,  mais  son  mouvement  sera, 
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d'apres  le  principe  de  1'action  et  de  la  reaction,  modifielui-meme, 
au  moins  en  general;  el  cettc  modification  (p.  ex.  la  reflexion  du 
rayon  lumineux  qui  cxerce  une  pression  sur  un  miroir)  sera  per- 
ceptible a  nos  sens,  alors  que  celle  de  Tether,  ensupposantqu'ellc 
exisle  (c'cst  le  cas  dans  la  theorie  de  Hertz),  ne  1'etait  pas.  Dans  la 
the'orie  del'elher,  ainsi  que  1'a  monlre"  M.  Poincare",  le  principe  de 
Faction  et  de  la  reaction  semble  inconciliable  avec  1'experience  de 
Fizeau  sur  1'entrainement  des  ondes  par  les  corps  en  mouvement : 
la  the'orie  de  Hertz,  qui  satisfait  au  principe,  est  inconciliable  avec 
['experience;  celle  de  Lorentz,  qui  ii'y  satisfait  pas,  explique  tivs 
bien  1'observation  de  Fizeau.  Dans  I'hypothese  nouvelle,  c'est 
Finverse  qui  a  lieu  :  supprimons  la  reaction  de  1'electricite  sur 
I'e'manation,  et  la  theorie  ne  sera  pas  en  accord  avec  1'experience. 
Concl uons.  L'expe'rience  ne  nous  a  jamais  revele  trace  do 
quelque  chose  qui  subsisterait  dans  les  espaces  vides  de  mad  ere 
au  sens  ordinaire.  II  nous  sera  toujours  loisible,  cependant,  d'y 
supposcr  un  intermedia! re  servant  de  v<5hicule  aux  actions  des 
corps  les  tins  sur  les  autres,  et  cette  conception  pourra  me'ine 
etre  fort  utile,  a  la  condition  de  ne  pas  trop  la  prendre  au  serieux, 
c'est-a-dire  a  la  condition  de  ne  pas  oublier  qu'il  s'agit  d'une 
simple  construction  mentale  et  non  d'une  realite,  construction 
qu'il  faudra  abandonner,  pour  la  remplacer  par  une  autre,  des  que 
I'expdrience  ou  1'economie  de  la  pensee  1'exigeront. 


XXI. 

DIE   GRAVITATION 


Scientia  »,  Vol.  V.  N°  X-2  (3C  Annee),  ie1'  Avril  1909,  p. 


Als  Newlon  entdeckte,  dass  die  Bewegungen  der  Himmelskorper 
mil  einer  ausserordentlichen  Genauigkeit  vorausberechnetwerden 
konnen  unter  der  Annahme,  class  sie  sich  nach  seiiiera  beriihmten. 
Gesetz  gegenseitig  anziehen,  betrachteten  \veder  er  noch  seine 
Zeitgenossen  die  Frage  als  erschopft.  Trotz  ihrer  grossen  Einfach- 
heit  haLte  diese  Erklarung  der  .Bewegungen  der  Himmelskorper 
durch  die  Einfuhrung  einer  Kraft,  die  ohne  Zwischenmedium  in. 
der  Feme,  oder,  was  beinalie  auf  dasselbe  hinauskommt,  momen- 
tan  wirkt,  fiirjene  Manner  etwas  hochst  unwahrscheinliches  und 
abstossendes.  Diese  Abneigung  gegeu  Femwirkungen,  die  man 
noch  heute  findet,  entbehrt  nicht  einer  tieferen  psycliologischea 
Begriindung  :  sie  entspringt  einein  stark  en  Empfinden  fiir  die 
Wesenseinheit  der  physikalischen  Krafte,  die,  bei  all  ihrer  grossen 
Verschiedenheit,  stets  eine  gewisse  Zeit  brauchen,  um  ihre  Wir- 
kungauszuuben,  und,  wenn  diese  WirkungzwischenzweiKorpern, 
die  durch  irgend  ein  Medium  getrennt  sind,  stalthat,  dieses 
Medium  in  wahrnehmbarer  Weise  verandern  (< ).  Das  Licht  schien 
zu  Galileis  Zeiten,  eine  Ausnahme  zu  bilden  ;  doch  hat  dieser 


(l)  Als  vor  hundert  Jahren  die  Gravitation  allgemein  als  wirklichc  Fernkraft 
aufgefasst  wurde,  hat  dieselbe  Empfindung  ftir  die  Einheit  der  NaLurki-afte  dazu 
gefuhrt,  alle  KrSfle,  auch  die  MolekularkrSfte,  als  Femwirkungen  zu  betrachten. 
Dass  hier  das  unmiitelbarere  Empfinden  Recht  liattegegen  das  kilnstlich  anerzo- 
gene,  hat  der  firfolg  F&radays  und  Maxwells  gelehrt. 
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7orscher  keinen  Augenblick  gezweifelt,  dass  dies  nur  scbeinbar 
ler  Fall  sei,  und  die  Erfahrung  hat  ihm  Recht  gegeben.  Der 
iVunsch,  sich  von  dera  Zwischenmedium,  und  von  der  Ausbreitung 
jin  genaueres  Bild  zu  machen,  bat,  von  Huygens  zu  Newton  und 
^resiiel,  zu  den  Gesetzen  der  Optik  geftilirt.  Fur  die  elektriscben 
iriifte  bat  die  Erfahrung  gleichfalls  gegen  eine  Fernwirkung 
intscbieden.  Die  Gravitation  allein  bildet  eine  Ausnahme.  Es 
st  sch we r  anzunebmen,  dass  bier  mebr  als  ein  triigeriscber  Scliein 
'orliege,  und  zahlreiehe  Erklarungsversnche  sind  gemachtworden, 
lie  moist  eine  endlicbe  Ausbreitungsgeschwindigkeit  und  be- 
timmte  kleine  Veriinderungen  des  Newlonschen  Gesetzes  bedin- 
;'en,  die  der  experimentellenPrufimgzugiinglich  sind.  Wir  werden 
ie  im  Folgenden  besprechen;  durch  geeignete  Gruppierunglussen 
ie  sicb  auf  wenige  Typen  zuriickfiibren,  bei  welchen  \vir  uns 
nsbcsondere  fragen  werden,  welchen  Einfluss  auf  wirklich  wahr- 
lebmbare  Vorirange  wir  dabei  zu  erwarten  baben. 

Man  kann  natiirlich  nicbt  daran  denken,  die  Frage  nacb  der 
Uisbreilungsgeschwindigkeit  durcb  direkte  Versucbe  zu  ent- 
cheiden,  wie  dies  fiir  das  Licbt  und  die  elektriscben  Krafte  ge- 
cbeben  1st.  Aber  die  indirekten  Folgerungen  aus  jeder  Hypotliese 
;enugen  im  allgemeinen,  wegen  der  ausserordeiitlicben  Genauig- 
:eitder  astronomischen  I^eobacbtungen,  um  ein  Urleil  zu  erlangen. 
)ie  Stiirtmgen,  welcbe  die  neuen  Glieder  einfiibren,  diirfen  im 
llgemeinen  die  Feblergrenze  der  Beobacbtungen  nicbt  iiber- 
chreiten.  Docb  bcstehen  Ausnabmen.  Die  jahrhundertelang  fort- 
•esetzlen  astronomiscben  Beobacbtungen  haben  eiiiige  Abwei- 
liungen  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  nacbgewiesen, 
ie  sicb  durch  das  Newtonsche  Gesetz  bis  jetzt  nicht  erklaren 
xssen,  und  die  ein  neues  Gesetz,  welches  dieses  ersetzen  soil, 
nrd  erklaren  miissen.  Unter  diesen  Anomalienist  die  bei  weitem 
rtisste  die  des  Planeten  Merkur,  dessen  Ellipse  langsam,  unter 
er  Einwirkung  der  iibrigen  Planeten,  sich  in  ihrer  Ebene  dreht; 
och  ist  die  beobachtete  Drehung  um  ungefahr  42  Bogensekunden 
ro  Jahrhundert  grosser  als  die  berecbnete.  Die  Differenz  ist 
war  gering,  aber  doch  unzweifelhaft  und  unerklarlich.  Es  ist 
loglich,  dass  die  nachsten  Planeten,  Venus  und  Erde,  eineahnlicbe, 
renn  avich  5  bis  lomal  kleinere  Anomalie  aufweisen.  Die  Exzen- 
:izitiit  der  Ellipseii  dieser  Planeten  ist  namlicb  eine  sebr  geringe. 
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etwa  -~]  es  sind  beinahe  Kreise.  Nun  1st  es  ofFenbar  unmuglicjx, 
die  Drehung  einer  Kreisbahn  in  sich  selbst  zu  beobachten  :  es 
gemigt,  in  geeigneter  Weise  die  Umlaufszeit  des  Planeten  zu 
verandern,  um  denselbenbeobachtbaren  Effekt  herbeizufiihren.  Im 
vorliegenden  Falle  konnte  die  sehr  kleine  Veranderung,  die  die 
Lagen  von  Venus  und  Erde  dutch  diese  Anomalie  erfahren. 
warden,  wenn  ibre  Bahnen  sehr  exzentrisch  waren,  noch  auf  ein 
hundertstel  etwaihres  Betrages  herabgedriickt  werden,  wennman 
die  angenommenen  Umlaufszeiten  in  ganz  unbedeutender  Weise 
veranderte.  Fiir  Mars,  dessen  Exzentrizitat  0,09  ist,  waredagegen 
vielleicht  eine  ahnliche,  sehr  leichte  Anomalie  zu  erwarten,  was 
auch  die  Beobachtung  bestatigt. 

Die  iibrigen  beobachteten  Abweichungen  von  der  Theorie 
betreffen  die  Mondbewegung  und  die  Bewegung  des  Enckeschen 
Kometen.  Wir  werden  darauf  nicht  eingehen. 

Die  Erfahrung  zeigt,  class  es  fiir  die  Gravitation  nicht,  wie  ftir 
die  elektrischen  Krafte,  eine  Schirmwirkung  gibt,  und  niehat 
irgend  welcher  Einfluss  des  Mediums  konstatiert  werden  konnen. 
Wiirde  ein  Teil  der  Materie  eines  Planeten  gegen  die  Anzielnmg 
der  Sonne  durch  den  andern  teilweise  gesehutzt,  so  ware  die 
gesamte  Kraft  nicht  mehr  der  Gesamtmasse  proportional,  was 
sehr  bedeutende  Storungen  zur  Folge  hatte ;  wie  Laplace  berech- 
net  hat,  muss  man,  um  diese  Storungen  zur  Fehlergrenze  herab- 
zudriicken,  annehmen,  dass  die  Gravitation  beim  Durohdringen 
des  Erdballs  hochstens  um  ein  Millionstel  ihres  Betrages  ge- 
schwacht  werde. 

Diese  Tatsachen  sind  von  grosser  Wichtigkeit  fiir  alleTheorien, 
besonders  fiir  diejenigen,  welche,  in  einer  oder  der  andern  Weise, 
nicht  eine  <t  mechanische  Erklarung  »  im  gewohnlichen  Sinne 
such  en,  sondern  eine  Zuriickfiihrung  der  Schwerkraft  auf  elek- 
trische  Krafte  erstreben,  so  dass  z.  B.  die  Gravitationskonstante 
aus  elektrischen  oder  magnetischen  Messungen  ableitbar  ware  : 
eine  Reduktion  des  Problems,  die  fiir  die  Einheit  unserer  physi- 
kalischen  Vorstellungen  von  grosster  Bedeutung  ware. 

Die  bisher  vorgeschlagenen  mechanischen  Erklarungen  lassen 
sich  in  statische  und  dynamische  einteilen. 

In  den  ersteren  soil  die  Materie  den  umgebenden  Atber  defor- 
mieren,  und  diese  Deformation  soil  sich  stetig  ausbreiten  und  auf 
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ndrrr  Tt'ilr  drr  Malerie  so  vsirkcn,  (lass  tier  .Inxc/n'tri  ciner 
kir/.it'hun^  entstrht.  1st  dit>  \vttff  Ittt/'t*  M<(h>ri<t  fin  (i/t'i('h»cwir/tt, 
n  ffi/f  ttit's  ntfc/i  rntji  lt/te/\  wenigstens  nuch  nincr  ^eniigond 
m^rii  7,rit.  l)icsi'  Annalinu'  is!  die  naYlistHc^ttudslr.  und  ^dit.  auf 
u'-vUon  y.nnii'k.  Hie  (  iravitatinnsrner^ir  ist  die  poltmtielle  ICner- 
ie  dn-  Drlnniiatioti  dcs  \thcrs.  Dies  ^eniifft  a  her,  \uc  Max  \sell 
cuH'rkt  hat,  inn  jt'dr  solrlu-  Tht'orie  von  vortiliereiu  ah/.inveisen. 
)«»nn  inu'h  *'iu«*iii  all^ftncincu  IVuuip  dor  StaliK  muss  dit-  Kucr- 
tr  tttit'/t  d«T  hci'oruiation  ^mv.vrr  scin  als  itu  niclit  dcforniicrlen 
'.ustaudr,  d.  li.  in  AlmoM'iiiu'il  inatcricller  Kiirpcr;  sonst  isl.  das 
ilrichgcmirht  dr>  Mrtliuius  nirltl  staliii.  Ilicr  nu'is.slc  ahcr  das 
H'^t'titi'iKtaHiinds'n  :  da  die  <  intNitaltonskriiftr  un'/ichcnd  Nvirken, 
urd  dij-  polftitidlf  Kurrni*'  rincs  S^slcniM  von  Kiirpi'm  kLfini'r, 
u'liu  ihrc  MusstMi,  nttd  snath  die  IMormalioti  dt-s  Vtlu'i'S,  ver- 
;rnssert  wrrdt'ii,  \''uv  du-  Hrklrischru  Kriiftc  isl  das  \  di'/ficlien 
uu^i'kt'ht't  ;  di«?  I'au'i'^it'  niuimt  niilor  idiulicduMi  Unisliiudcn  zn, 
htrauf  Itat  Msiii\\i»ll  dir  Mti^licltkcit  t'tncr  statisehrti  I'lrkliirun^  dec 
'h'klruHtjUiM-hrit  Kraf'ttt  j;t".t»il/l  ;  (••»  ist  ilttn  allerdin^s  s«'ll)Sl  hicr 
nclif  ^rlttu^cit,  rim"  srdrhr  7.u  liutlt'U.  Man  sichl  also,  das.s  ein 
VtluT  »,  vvt'lt'lirr  dtr«  V\  irktin^cn  dcr  Sch^crkntf't  vorxnliiusrlu'ii 
{•nnnclitf,  st'll»*.l  in  Almt'su-nluMl  tuatcricllcr  Ko'rppr  in  inslahilrm 
ilciclirujclit  Httilt  ln'findiMt  uubhlf!  :  datuit  aher  isl  dicso  Krklii 


VVir  urnlt'ti  ul«w  notwendig  claj'.tt  gcfiihrt,  vcrhorgene  Hewn- 
ung^n  I'iu/ul'uhn'n,  inn  ••»  mil  «iiu»r  Knt'rgio  kinrtischcr  \rl 
u  tun  /.u  iiuhriu  und  y,\\nr  aurli  dann,  \\ftin  di<'  vsiighurt'n 
l«!»s<»n,  tlir  nllrtu  UHSIMTJI  Sinunn  '/lignuglich  sind,  rulicn. 
)as  Ki'itcrittnt  «lt*i  I'lntTgirniiuiniiniH  isl  dann  uirhl  intdii- 
,  uiul  «lan  Prulilc-in  \vird,  int  Prin/.ip  vvenigstcns, 


Dii1  iiltette  ilirsrr  A't/n'tixrhf/t  Thtrorien  ist  die  von 
lia  spjiltM'  (ii'gi'f}Ht;itid  vii'lfnchcr  ArhnitCMi  von  l.stuikralu1  nnd 
nificrn  m'wt'Mtn  ist.  Sir  wf»lxt  seiratJ^,  der  llauni  vu'rde  in  alli*n 
iic'Iituugt-n  von  klrittctt  Trilc'hcn  t'tirfiusctilt'S  itl 
nit  urosHtT  (ifs{'liut«d»f;kt»it  (lut'clihiuft.'!).  VV'rnn  fin 
\iirpiT  A  ili'n  Sli»»H«ri  sit'i'Sfdlu'ii  auH^f»st't/.l  ist,  so  hhn'ht  or  in 
iuhe,  ilii  Htrh  tlii!  Slmsc-  iin  Milted  auflirlurn;  inl  aher  in  eini^er 
Mitferntifig  fin  xuinlt-r  Kurju-r  11  vorhandun,  so  srhiilxt  er  A  vor 
n  •«•• 
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den  Korpuskeln,  die,  von  aussen  kornmend,  iu  der  Richtung  BA. 
sicli  bewegen;  es  iiberwiegen  die  iibrigen  Stossrichtungen,  und  A 
wird  gegen  B  gedrangt,  ebenso  B  gegen  A  :  es  vvird  eine  scliein- 
bare  Anziehungr  bewirkt. 

Eiue  genauere  Betracbtuiig  (')  zeigt,  dass  die  KorpuskeLn  mehr 
oder  weniger  unelaslisch  sein  miissen,   sodass  ihr  Stoss  "Wtane 
erzeugt;   soust  wirft  der  Kiirper  B  gegen   A  ebensoviele  KorpUS- 
keln    ZLiriick  als   er  in   ihreni    Laufe  aufhalt,    und   der    Gesanxt- 
effekt   auf   A  ist  Null.    Ferner,    da    fur   die    Gravitation  keine 
merkliclie  Schirrawirkung  exisliert,  miissen   die  Atome  der  wftg- 
baren  Kiirper  .in  Abstanden  voncinander  steben,  die   gross 
ihre  Dimensionen  sincl;  endlicb  miissen  sie  aus  Teilcheu 
die  untereinander  identisch,  aber  viel  grosser  als  die  corpusciWS  |j 
ultramondains  sind.    Fiir  ruhende  Korper  ergibt  sich  dano  (ias   ,3 
Gravitutionsgesetz.     Fiir    bewegte   Korpev    muss,    \vie    in   'einam   | 
Gas,  eine  Reibung  enlstehen.    Ferner  wird  sicli  die  Schwerkrafl  | 
rait  einer  endlicben    Gescbwindigkeit  ausbreilen,  die  bocKstens   j 
der  der  KLorpuskeln  gleich  isl,  und  die  Wirkung  auf  eine o 
wird    nur   von   seiner   relativen    Gescliwincligkeit  gegen 
puskeln  abhangen.    Laplace   hat  scbon   eine   ahnliche 
in  Betracbt  gezogen  ;  sie  fiilirt,  wie  gesagt,  zu  einer  Art  Reibuttg'j 
welciie    die    Bewegung    der    Planeten    und    des    Mondes   metii' 
und   mehr   verlangsamen   miisste.     Dies    Itisst    sich    mit  grosser 
Genauigkeit    an    den    Mond-    und    Sonnenfinsternissen    prufen, 
iiber  die  wir  ja  sebr  alte  Dokumente  besitzen.  Aus  dem  Umstaad, 
dass    eine    solche    Wirkung    nicht    beobachtet    ist,    ergibt  stea 
bei    dieser  Annabme   eine    imtere    Grenze  fur  die  Geschwmdig* 
keit  der    Ausbreitung    der    Gravitation;     sie    muss    mindes teats 
hundert   millionenmal   grosser    sein    als    die    des     Licbtes!    JDie 
Korpuskeln    selbst    haben    eine    noch    viel    unglaublichere    Gre** 
sclnvindigkeit :  indem  er  alle  Storungen  beriicksichtigt,  die  sicb  au,S 
der  Annahme  ergeben  miissten,  findet  Herr  Poincar^  eine  unterfe 
Grenze    von   24.  to17  mal  die  Lichtgeschwindigkeit.    Gleichzeitig 
wiirde  die  iieibung  eine  solche  Menge  Wa'rme  erzeugeii,  dass  sie 


(l)  Man  vergl.  H.  POINCARK,  Science  et  Metkode,  p.  263,  Paris,  1908.  —  J. 
NECK.,  Artikel   Gravitation   der  Enzyklop.  der  math.  Wissensch.,   t.   "V,   p.  67, 
Leipzig,  igo3. 


fur  die  Errle  allein  in  einer  gegebenen  Zeit  to20  mal  grosser  ware 
als  die  gesamte  in   derselben  Zeit  von  der  Soiine  ausgeslrahlte 

\~\T"  I 

War  me ! 

Solche  Ergebnisse  scliiiessen  diese  Theorie  nebst  alien  fiir  sie 
vorgeschlagenen  Modiiikalionen  definiliv  aus.  Insbesondere 
gilt  dies  auch  vou  einer  Hypolbese,  die  schon  auf  Hooke,  den 
Zeilgenossen  JNevvtons,  zuriickgeht,  und  die  neuerdings  von 
H.  A.  Lorentz  genauer  unLersucht  worden  1st.  Sie  ersetzt  die  Kor- 
puskeln  durch  Wellcn,  die  den  Ather  in  alien  Richtungen 
durchkreuzen  sollen.  Diese  Wellen  wiirden,  teihveise  wenigstens, 
von  der  Malerie  absorbierl,  sonsL  ka'me  keine  Wirkung  zu- 
stande. 

Es  \\ird  also  Wiirme  enlvvickelt.  Anderseits  soil  keine  merk- 
liche  Absorption  der  Gravitationskraft  stattfindcn.  Wir  wiirden 
es  also  mit  Stralilen.  zu  tun  haben,  die  beim  Durchgaiig  durch  die 
yanze  Erde  hochslens  um  ein  millionstel  Hires  Betrags  geschwacht 
werden.  Dies  ist  hochst  unvvahrscbeinlich,  daber  verwirft 
H.  A.  Lorentz  diese  Hypothese.  Nach  den  Rechnungen  von  Herrn 
Poincare  \viirde  auch  hier  die  enUvickelte  Warme  ungebeuer 
gross  sein,  so  dass  die  Temperatur  der  Erde  sich  inn  io13  Grad 
pro  Sekunde  erh(")hen  wilrde. 

In  diesen  Theorien  war  die  Gravitation  von  irreversible/!  Vor- 
giingen  abhangig.  Dem  ist  nicht  mehr  so  in  den  hydrodyna- 
mischen  Erkla'rungsversucben  von  Bjerknes  und  Riemann. 

Die  ersterenseien  nur  kurz  erwahnt.  Wenn  man  in  einer  ink om- 
pressiblen,  reibungslosen  Fliissigkeit  ein  System  von  Kugeln 
annimmt,  deren  Radien  periodisch  samtlich  und  gleichzeitig  zu- 
und  abnelimen,  und  vvenn  die  Irrtensita't  der  Pulsationen  den 
Massen  dieser  mit  den  Atomen  zu  identifizierenden  Ivugeln  pro- 
portional gesetzt  wird,  so  erha'lt  man  das  Newtonsche  (iesetz  ftir 
die  scheinbaren  Kra'fte,  die  diese  Kugeln  durch  -die  Einwirkung 
der  Fliissigkeit  auf'einander  ausiiben.  Diese  Gleichzeitigkeit  der 
Pulsationen  aber  ist  entscbieden  noch  unverstandlicher  als  das 
Newtonsche  Gesetz  und  noch  entfernter  von  allem,  was  wir  in 
der  Natur  sonst  beobachten.  Herr  T.  H.  Weber  findet  ailerdings, 
dass,  wenn  man  den  Versuch  anstellt,  dieser  Syncbronismus, 
falls  er  anfangs  nicht  vorhanden  war,  sich  rasch  von  selbsl 
herstellt  durch  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Kugeln. 
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Dies  geschieht  aber  nur  infolge  der  Reibimg,  die  in  jeder 
wirklichen  Fliissigkeit  eine  grosse  Rolle  spiel  I,  und  derea 
Einfiihrung  wieder  zu  den  oben  besprochenen,  bei  irrever- 
siblen  Vorgangen  sich  anhaufenden  Schwierigkeiten  fiihrea 
wiirde. 

[Man  kann  die  Pulsationen  der  K-ugeln  durcli  ein  alternierendes 
Ein-imd  Ausslromen  des  Athers  ersetzen;  iiisst  man  dann  die 
Periode  immer  langer  werden,  so  wircl  man  schliesslicb  zu  dea 
Anschauungen  von  J.  Bernoulli  und  B.  Riemann  gefiihrt,  die 
neuerdings  von  Herrn  A.  Brill  genauer  untersucht  warden,  la 
dieser  Theorie  erscheinl  jedes  Atom  uls  eine  fortwahrende 
Quelle  (oder  Senke)  des  Athers.  Derselbe  ist  ausserlialb  der 
Atome  inkompressibel;  im  Innern  muss  er  fortwalirend  erschaffen 
oder  zersturt  werden,  ist  also  dem  (Jesetz  der  ftrhaltuiig  der 
MaLerie  niclit  melir  unterworfen.  Um  das  Newtonsche  Gesetz  zu 
erlialten,  geniigt  die  Annahme,  dass  diese  Atome  bzvv.  Quellen, 
klein  gegen  ihre  A-bstande  sind.  Die  Geschwindigkeit  der  Fliissig-* 
keit  bei  ilirem  Austritt  aus  den  Atomen  spielt  dann  die  Roll© 
einer  sogeaannten  syklischen.  [Coordinate,  fiir  welclie  das 
zugehorige  Moment  nach  den  Gesetzen  der  Mecbanik  konstant 
bleibt;  diesem  Moment  (nicht  der  Ausflussgescliwrndigkeit) 
muss  die  Masse  des  Atoms  proportional  gesetzt  worden.  Unter 
diesen  Umstanden  werden  die  Qaellen  sicli  sclieinbar  gegenseitig 
nach  dem  Newtonschen  Gesetze  anziebcn,  und,  wegen  der  Inkorn- 
pressibilitat  der  Fliissigkeit,  wird  die  Wirkung  eine  momentane: 
sein  ;  es  werden  also  weder  endliche  Ausbreitungsgeschwindigkeit^ 
noch  Perturbationen,  noch  Rcibung-  staLtfindcn. 

Eine  mechanische  Erklarung  der  Gravitation  isl  das  natiirlicb 
nicht.  Selbst  in  einer  verallgemeinerten  Mechanik  wircl  die  Unzer~ 
sturbarkeit  aller  Materie  eines  der  Axiome  sein,  welches  wir  am 
schwerstcn  aufgcben  werden.  Ferner  besteht  aucli  noch  die 
Schwiengkeit,  dass  man  einen  solchen  Atlier,  wie  er  bier 
verlangt  wird,  rait  den  Anforderungen  der  Optik  nicht  verain- 
baren  kann. 

Wir  haben  damit  alle  die  I'lir  die  mechanische  Erkldrung- 
der  Schwerkraft  eingeschlagenen  Richtimgen  kennen  gelernt.  Es 
ergibtsich,  glaube  ich,  aus  dieser  Ubersicht,  dass  das  Problem  in 
dem  heutigen,  zu  engen  Sinn  nicht  gelost  werden  kann,  aber 
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anderseits  auch,  dass  die  Losung  vielleicht  gliicken  wird,  wenn 
jener  Sinn  in  geeigneter  Weise  verallgemeinert  wird.  Was  fur 
eine  mecJianische  Erklarung  wesentlich  ist,  damit  sic  unserem 
unklaren  Bediirfnis  nach  einer  einheillichen  Naluranschauung 
geniige,  ist  nicht,  dass  die  Gcsetze  der  JVIechanik,  so  wie  wir  sie 
heute  kennen,  unmittelbar  anwendbar  seien,  sondern  eher,  dass 
die  einzigen  veriinderlichen  Grossen  Raum  und  Zeit  seien, 
neben  welchen  nur  Invarianlen  ('),  narnlich  die  Menge  Materie 
in  gewohnlichem  Sinne,  oder  die  Energie  (-),  oder  elektrische 
Ladungeii  usw.  vorkommen. 

Eine  Mechanik  der  Energie,  welche  diese  als  ein  im  Raum 
stetig  verbreitetes  bewegliches  Fluidum  betrachtet,  wird  vielleicht 
zur  Losung  der  Frage  fuhren. 

Statt  eine  mechanischc  Erklarung  zu  suchen,  kann  man  die 
bescheidenere  und  vielieicht,  vorderhand  wenigslens,  frucht- 
barere  Frage  sich  stellen,  ob  die  Schwerkraft  nicht  auf  elektrische 
Krafte  zuruckfiihrbar  sei.  Die  Gravitation  miisste  sich  dann  mit 
Lichlgescliwindigkeit  ausbreiten,  und  das  Newtonsche  Gesetz 
ware  durch  Glieder  zu  vervolJstandigen,  die  von  den  Geschwindig- 
keiten  und  den  Akzelerationcn  materieller  Korper,  dividiert  durch 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes,  abhangen.  Geht  hierbei  die 
Lichtgeschwindigkeit  in  den  Nenner  mit  der  ersten  Potenz  ein,  so 
sprechen  wir  von  einem  Glied  erster  Ordnung;  bei  der  zweiten 
Potenz,  von  einem  solchen  zweitei1  Ordnung  usw.  Fiirdas  Sonnen- 
systein  bleiben  die  Glieder  erster  Ordnung  meist  kleiner  als 
, 0;|) 0 D ;  die  Glieder  zweiter  Ordnung  kleiner  als  TO~T  usw. 

Wir  miissen  tins  nun  zunachst  fragen,  wie  denn  diese  Annahme 
sich  mit  dem  Resultat  von  Laplace,  welches  oben  besprochen 
vvurde,  vertragt,  wonach  die  Geschwindigkeit  der  Gravitation 
io8  mal  die  des  Lichtes  ubertreflen  miisste.  Denn  wir  wissen,  durch 
die  Geselze  der  Aberration,  dass  die  relative  Richtung  der  Gravi- 

(')  Das  Wort  Substanz  wiirdc  clemselben  BegrifT  der  UnzcrslOrbarkeiL  cnl- 
sprechen,  es  ist  aber  mil  metaphysischcn  Vorstelluagen  verknvipft,  clurcli  die  es 
ftiv  den  Physiker  unbrauchbar  wird. 

(a)  Die  Einlieit  alter  Energie,  wie  sie  z.  B.  in  der  llertzschcn.  Mechanik 
angcslrebL  iat,  diirfte  eines  der  wich  tigs  ten  Postulate  sein,  denen  die  Pliysik  zu- 
streben  muss.  Die  bishcrigen  dynamischen  Erjclarungsversuche  reduzicren  die 
Gra\itat\onsencrgie  auf  gc\v5hnliche  kinetische  Energie,  und  diese  Auffassung 
diirfte  wobl  zu  eng  sein. 
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tationsvvelle   nicht  dieselbe  ist  im   bevvegten    und    im  ruhenden 
Zustand,  uncl  dass  der  Unterschied  von  der   ersten  Ordnung  ist. 
Dies  ist  gerade  die  Laplacesclie  Annalime,  und  es  ist  vvahrscheia- 
lich,  dass  die  Aberration  Laplace  auf  sie  gefuhrt  hat.  Allein  cine 
genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  dieses  Resultat  in  der  Optik 
dadurch  bedingt  ist,  dass  die  Wellenlangen  sehr  kleiii  in  bezug* 
auf  die  Entfernungen  sind.  Fiir  die  Planeten  und  ihre   Satellitea 
sind  dagegen  die  Perioden  (Umlaufszeiten)   derart,  dass  die  ent- 
sprechenden   Welleniangen   gross    gegen    die    Dimensionen   des 
Sonnensystems  wiiren.  Die  Reehnung  zeigt  dann,  dass  die  Ande- 
rungenin  der  Ausbreitungsrichtung  der  Kraft,  d.  h.  die  Aberration, 
durch    Anderungen   in    deren  Intensitiit  und   in   der  Enlfernimg' 
vom   Ursprung  der  Welle  derart  kompensiert   werden,   dass  die 
Glieder  erster  Ordnung    verschwinden.    Das  neue   Gravitations- 
gesetz  wird  sich  vorn  INewtonschen  nur  durch  sehr  kleine  Glieder 
zweiter    und    hoherer    Ordnung    unterscheiden.    Uberdies    sind 
diese  Glieder,  soweit  sie  tiberbaupt  zu  vvahrnehmbaren  Storungen. 
Veranlassung  geben  konnten,  keine  Reibungsglieder;  die   Lapla- 
cescbe  Bereclinung  ist  also  nicht  aiiwendbar,  and  man  wird  aus 
dem  Folgenden  ersehen,  dass  in  der  Tat  nichts  uns  liindert,  der 
Schwer/craft  die  A  usbreitiingsgeschwindigkeit,  des  Lichtes  zuztt- 
schreiben;  dass  aber  auch  nichts  uns  dazu  zwingt,  da  diese  Hypo- 
these,  zur  Zeit  vvenigstens,  zu  keiner  Erkla'rung  der  Anomalie  des 
Merkur  fiihrt. 

Um   die   Gravitation    auf   elektrische    Krafte    ^uriickzufuhren., 
haben  Mossolti,  Zollner  und  neaerdings  Lorentz   die  Hypothese 
vorgeschlagen,   dass  die   Anziehung   von   Ladungen  entgegenge- 
setzten  Vorzeichens  die  Abstossimg  gleich  grosser  Ladungen  mit 
gleichem  Vorzeichen  etwas  iiberwiege.    Da  em  Atom  Wasserstolf, 
zum  Beispiel,  nach  den  heutigen  Ansichten  als   cine   Verbindung 
zweier   gleich  grosser,  entgegengesetzter   elektrisclier  Ladungeti 
aufzufassen  ist,  so  wiirden,  nach  den  gevvohnlichen  elektrostad- 
schen  Geselzezi,  zvvei  Atome,  die  in  einer  gegen  ihre  Dimensionerj 
grosser   Enlfernung  voneinander   sich    befinclen,    keinerlei    dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportionale  K.raft  aufeinan- 
der  ausiiben.  Nach  der  neuen  Hypotbese  dagegen  ist  die  Kom- 
pensation  der  anziehenden.  und    abstossenden  Wirkungen    keine 
vollstandige   mehr  :    die    ersteren   iibervviegen.    Da   Ladung  uncl 
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lasse  eines  Wasserstoffions  ungefahr  bekannt  sind,  kann  man 
ereehnen,  um  \vieviel  Prozcnt  die  Anziehung  zweier  Ladungen, 
,;enn  sie  entgegengesetztes  Vorzeichen  hahen,  ihre  Abstossung- 
ei  gleichcin  Vorzeichen  iibersteigt.  Es  1st  dies  eiue  ausserordent- 
.ch  kleinc  Grosse;  der  Unterschied  betragt  nur  io~3''  Prozent. 
)ie  Gravitationskrafle  sind  also  ausserordenllich  gering  gegen 
ie  elektrischen  Krafte,  die  entsLehen  wtirden,  wenn  cs  gelange, 
ie  engverbundenen  positiven  and  negaliven  Ladungen  irgend 
ines  Korpers  vollstandig  voneinander  ZLI  trennen.  Dies  gelingt 
ns  (durcli  Reibung  usw.)  nur  in  einem  verbiiltnismassig  ausserst 
•eringen  Maasse. 

Eine  so  kleine  Dissyminetrie,  deren  ExisLeiiz  aber  imzvveifelliaft 
/are,  vviirde  unserem  physikalisch-astheliscKen  Gefiilil  sehr  \venig 
nlsprechen.  In  Wirklichkeit  geniigtaber  eine  kleine  Verunderung 
a  den. Bezel  chnnngenC),  unizur  Superposition  zweier  Krafte,  einer 
fewohn.licken  elektrostatisclien,  und  einer  Gravitalionskraft, 
uriickgefiilirt  zu  werden.  .Es  liegt  also  in  dieser  iVlossotlisclien 
innahrne  nur  eine  veriinderte  Bezeichnting  vor;  was  sie  Positives 
ussagl  ist  nur,  dass  auf  die  Gravitation  die  Geselze  der  elektri- 
chen  Krafte  anzuwenden  seien,  indem  man  .Ladnngen  durch 
lassen  ersetzt.  Ferner  muss  man  den  Korpern  fiir  die  Gravitation 
»'ie  fiir  die  Elektrizitat  eine  gewisse  Leitfauigkeit  zuschreiben,  so 
ass  prinzipiell  Schirmwirkungeii  gcgen  die  Gravitation  moglicli 
ind.  Durch  geeignete  Hilfsannahmen  kann  man  allerdings,  wie 
Terr  Gans  gezeigt  hat,  diese  Wirkungen  sehr  herabsetzen;  aber 
ine  Absorption  von  nur  eincm  MilUonstel  fiir  die  ganze  Dicke 
ler  Erdkugel  zu  erreichen,  wie  es  die  Erfalirung  verlangt,  scheint 
tnmoglich.  Es  liegl  hierin  ein  wichtiger  Einwand  gegen  diese 
Cheorie. 

Welche  SUirungen  wiirde  unsere  Hypothese  rum  fiir  die 
Hanetenbewegung  ergeben?  Flier  sind  die  verschiedenen  elektro- 
iynamischen  Thcorien  einzeln  zu  unterscheiden.  Man  hatte  schon 
lie  friiheren  Formeln  von  Weber  und  Riemann  auf  die  Gravi- 
ation  angevvendcl.  Als  einzige  merkliche  Stoning  ergab  sich 
ine  langsaine  Drehung  des  Perihels,  die  fiir  Merkur  pro  Jahrhun- 


(')    Siehe    R.  GANS,  Jahresber.  deutsck.  Matli.-Verein.igu.ng,  t.  XIV,  igo5, 

.  578. 
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dert  nacli  dem  Weberschen  GeseU  7"  ( ' ) ,  nacli  dem  Riemannschen 
1 4"  belragl,  fur  die  anclern  Planeten  aber  unmerklich  klein  wird. 
Die  Grossenordnung  uncl  die  Riclitung  der  Drelitmg  stimmen  rait 
der  Erfahrung  iiberein;  ein  schon  an  sich  beinerkenswerl.es  Krgeh- 
nis.  Aber  die  beobachtete  Anomalie  betragl /fu",  isl  also  bedeu- 
tend  grosser.  Was  die  gegenseitigen  Eimvirkungen  der  Planeten 
aufeinander  betrifl't,  so  sincl  dieselben  sclion  so  wie  so  scbwach, 
uiid  eine  Korrektion  zweiter  Ordnung,  die  etwa  io"5  Prozent 
betragen  konnle,  bleibt  ganz  oline  Kiniluss  auf  die  Beobachlnng. 
Herr  H.  A.  Lorentz  hat  ebenfalls  seine  Gleichungen  auf  die 
Bewegung  der  Planeten  angevvandt.  Bekanntlicli  fiihrt  Herr  Lorentz 
die  absoluten.  Gescliwindigkeiten  in  bezug  auf  den  Alher  ein. 
Eine  genauere  Betraclitung  zeigt  nun,  dass  die  einzigen  Ursachen 
merklicheivStorungen  die  folgenden  sein  kfinnen  : 

i°  die  Translationsbewegung  der  Sonne  im  Rauni.  Indem  erdie 
Bewegung  des  Sonnensystems  in  bczug  auf  die  Fixsterne,  wie  sie 
sich  aus  der  Astronomic  ergibt,  init  der  Jievvcgung  in  bezug  auf 
den  Ather  idenlifiziert,  eine  nicht  unvv'alirsclieinliclie  A-iinahme, 
findet  Hetr  Lorentz  Storungen,  die  selbst  fiir  Markup 
unmerklich  sind; 

a0  die  Veranderlichkeit  der  Masse  mit  ihrer  absoluten  Ge- 
sch\vindi»keit.  Nimmt  man,  wie  sclion  fiir  die  Eleklronen,  so  aucli 
fiir  die  Materie  an,  es  sei  die  Masse  rein  elektrodyiiarnischen.  Ur- 
sprungs  (die  Annahme  einer  «  wahren  »  Masse  vviirdc  die  Storun- 
gen verkleinern),  so  findet  man  \vieder  eine  Drohung  des  Perihels 
von  Merkur,  die  wenige  Bogensekunden  pro  Jahrliundertbetragl(a), 
und  es  ist  hierbei  gleichgiiltig  ob  man  die  Formeln  von  Abraham, 
Bticherer-Langevin  oder  Loreniz  fiir  die  elektrornagnetische 
Masse  zu  Grunde  legl. 

Eadlich  hat  neuerdings  Herr  Lorentz  seine  Theorie  so  abgea'n- 
dert,  dass  die  absolute  Bewegung  keine  Rolle  mehr  spielt.  Die 
Wirkung  der  Translation  des  Sonnensystems  versohwindet  also ; 


C1)  Tisserand  gibt  das  Doppelte,  r/j";  cr  seLzL  namlich  die  Wcbcrsche  Kon- 
stante  gleicli  clem  rezipi-oken  Quadrat  der  LiclilgescliwindigkeiL,  wiijircnd  sie  nur 
halb  so  gross  ist.  Diese  uni-ichtige  Angabe  ist  ilberall  wiederholt  worclen,  wo 
diese  Frage  behatidelt  wunle. 

(  =  )  WILKENS,  Physik.  Zeitschr.,  t.  VII,  1906,  p.  8/,R. 
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da  sie  aber  so  wie  so  keine  merkliche  Perturbation  ergab,  \verden 
un-sere  Schliisse  dadurch  nicht  beriihrt. 

Zusammenfassend  kann  maa  Jiieratis  schliessen,  dass  es  erJaubt 
ist,  die  elektrodjnamischen  Gesetze  auf  die  Schwerkraft  anzuwen- 
den;  dass  sich  daraus  aber  weder  eine  Ableittmg  der  Gravitations- 
konstaute  aus  elektrischen  oder  magnetischen  Messungen  noch 
eine  Erklarung  der  noch  unverstandlichen  Anomalie  des  Merkur 
ergeben. 

Die  elektromagnetischen  Theorien  siad  nun  aber  aller- 
dings  noch  zum  Teil  im  Ausbau  begriffen,  und  man  kann 
die  Frage  aufvverfen,  ob  fernere  Anderungen  an  denseiben 
diese  so  sehr  wichtige  Reduktion  der  Gravitation  auf  elektrische 
Krafte  nicht  in  befriedigender  Weise  ermoglichen  werden. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  dies  sehr  wahrscheinlich  der  Fall 
sein  diirfle. 

Es  ist  bierzu  no  tig,  genau  zu  wissen  innerhalb  welcher  Grenzen 
man  den  Ausdruck  der  Kraft,  die  zwei  elektriscbe  Ladungs- 
elemente  aufeinandcr  ausiiben,  verandern  kann,  obne  mil  der 
lirfahrung  in  Konflikt  zu  kommen.  Dies  hat  Verfasser  (') 
getan.  Eine  allgemeinste  L<")sung  zu  geben  ist  vielleicht 
unmiiglich;  man  erlialt  aber  geniigend  allgemeine  Ansatze, 
vvenn  man  gewisse  Zusatzhypotbesen  heranzieht,  insbesondere 
die  Annalime  der  Relalivitat  der  Bewegung  in  ilirem  klassischen 
Sinn  (nicbt  in  clemjenigen  welcberi  Lorentz  und  Einstein 
eiiigefiihrt  baben)  (-\  und  ihre  Anwendbarkeit  auf  die  Licht- 
ausbreilung  (3). 

Die  besprochene  Kraft  zwischen  zwei  JLadungseleuienlen  oder 
Elektronen  hiiagt  von  den  Lagen,  Geschwindigkeitcn  und  Akzele- 
rationen  derselben  ab  und  von  dem  Gesetz  der  Ausbreitung. 
Man  findet  nun,  dass  schon  die  Glieder  zweiter  Ordnung  durcb 
die  Erfahrung  nicht  vollstandig  bestimmt  sind,  sondernnocb  eine 


(l)  VV.  HJTZ,  OEuvres,  XVIII,  p.  3i7. 

(3)  Nach  dem  Prinzip  der  Relativist  bleibL  die  gleichfOrmige  Translation  eines 
Systems  olme  Einfluss  auf  die  sich  darin  abspielenden  Vorgange.  Die  Herren 
Lorentz  u/  Einstein  nehmcn  dariiber  hinaus  noch  cine  neue  Defmition  der  Zeit, 
der  Geschwindigkeit  usw.  an. 

(3)  Man  vcrgleiche  liieriibcr  den  Aufsatz  des  Vorfassers  Du  role  de  I'L't/ier 
en  Physique,  OEuvres,  XX,  p.  44? • 
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willkurliche  Konstante  enlhallen.  Die  Glieder  holierer  Ordnung 
spielcn  nur  in  den  Kaufmannschen  Versuchen  iiber  die  Verau- 
derlicbkeil  der  Masse  eine  Rolle  und  bleiben  grossienteils  unbe- 
stimmt.  Unter  diesen  Umstanden  ero  linen  sich  zvvei  Wege,  um  die 
Gravitation  auf  elektrische  Krafte  zurvickzufuhren.  und  gleichzeitig 
die  Bewegung  des  Merkur  und  den  nnmerischen  WerL  der  Gravi- 
tationskonstante  abzuleiten. 

Nach  den  heute  allgemein.  angenommenen  Vorstelkmgen  bestekt 
das  chemische  Atom  aus  einer  gewissen  Anzahl  negativer  Elektro- 
nen  und  positiver  Ladungen,  die  deren  negative  Ladung  kompen- 
sieren.  Die  Erscheinungen  des  Magnetism  us  insbesondere 
erfordern  ferner,  dass  man  diesen  Atomladtmgen  rotierende  od&r 
Umlaufs-Bewe^ungen  zuschreibe.  Nehmen  wir  an,  um  eine  be- 
stimmtere  Vorstellung  za  Grande  zu  legen,  dass  die  Elektronea 
ruhen,  wahrend  einige  der  posi liven  Ladungen  in  einer  gleicMor- 
-niigen,  sehr  rapiden,  alien  gemeinsamen  Rotation  begriffen  sincl. 
Wenn  zwei  solche  Atome  A  und  B  aus  grosser  Entfernung  auf- 
einander  wirken,  ergibt  sich  Folgendes. 

Die  elektrostatischen  Krafte  versclivvinden,  oder,  genauer 
gesagt,  entsprechen  sehr  kleinen  Dipolen  und  hiingen  von  der 
Entfernung  nach  einem  ganz  andern  Gesetz  ab  als  das  Newtonsche. 
Fiir  ein  System,  bestehend  aus  einer  grossen  Anzahl  Aloiae, 
ist  diese  Kraft  gleich  Null.  Aber  diejenigen  Krafie,  die  von 
den  Geschwindigkeiten  und  von  den  Akzelerationen  abhangen, 
und  wo  von  die  ersteren  umgekehrt  proportional  sind  dem 
Quadrat  der  Entfernung,  die  letzteren  der  Entfernung  selbst, 
raiissen  auch  in  Betracht  gezogen  werolen.  Zur  ersteren  Kate- 
gorie  gehoren  zum  Beispiel  die  von  Ampere  untersuchten  Wir- 
kungen,  die  zvvei  konstante  Strome,  und  somit  zwei  bewegte 
Ladungen,  aufeinander  ausiiben.  Zur  letzteren  sind  die  elek- 
trischen  Krafte,  die  von  Hertzschen  Osxillatoren  ausgehen, 
zu  zahlen;  ebenso  die  im  Licht  wirkenden.  Krafte,  endlich 
der  Lichtdruck. 

Damit  diese  Krafte  zu  einer  Gravitatiouswirkung  Veranlassung 
geben,  diirfen  dieselb'en  zunachst  nicht  im  Mittel  verschwinden, 
wenn  die  Rotationsachsen  der  Ladungen  alle  moglichen  Richtun- 
gen  haben,  was  notwendig  eintreten  muss  in  einem  Kiirper,  der 
von  einer  grossen  Anzahl  Alome  gebildet  wird.  Weder  in  der 
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ersten  nocli  in  der  neuen  Theorie  von  Lorentz  existieren  Glieder, 
die  dieser  Bedingung  geniigen.  Wird  dem  abernotwendigerweise 
immer  so  sein?  Eine  genauere  Betrachtung  zeigt,  dass  dies  Resul- 
tat  in  der  ersten  Tlieorie  dadurch  bedingt  wird,  dass  die  absoluteii 
Gcschwmdigkeiten  auftreten;  in  der  neuen  dadurch,  dass  die 
Prmzipien  der  Kinematik  und  der  BegriiT  einer  universellen  Zeit 
aufg-egeben  warden.  Dies  sind  aber  zweifellos  die  unsichersten 
Pnnkle  der  heulfgen  Elektrodynamik.  Sobaid  man,  unter  Bei- 
hehaltung-  der  klassischeii  Kinematik,  die  relativen  Bewegungen 
einfiihrt,  erscheinen  Glieder,  die  einen  von  Null  verschiedenen 
Millehvert  ergeben.  Es  gibt  dereii  schon  von  der  zweiten  Ord- 
nuug;  die  restiltierende  Kraft  ist  proportional  dem  Mittelwert  des 
Quadrats  der  Geschwindigkeiten  der  Ladungen('),  und  hangt  von 
eincr  willktirlichen  Konstante  ab.  Die  thermische  Molekular- 
bewegung  goniigt  allerdings  schon  (wenn  man  die  hieriiber 
allgemein  angenommenen  Ansiehten  beibehalt),  urn  eine  bedeu- 
lende  resultierende  Kraft  zwiscfyen  irgend  zwei  Korpern  A,  B 
hervorzubringen,  die  der  Temperatur  proportional  ist;  dies  wider- 
spricbt  der  Erfahrung,  und  es  wird  daher  notig,  die.  willkuiiiche 
Konstante  so  zu  wahlen,  dass  diese  Kraft  verschwindet.  Aber 
weitere  Glieder,  von  4l("  oder  6Uu>  Ordnung,  mil  noch  unbekann- 
teu  KoeHizienten  wiirden  diesem  Einwand  nicht  ausgesetzt  sein, 
falls  die  Bewegungen  der  Ladungen  im  Innern  der  Atome  gross 
sind  gegen  die  Wiirmebewegung,  was  von  vornherein  wahrschein- 
licli  ist.  M.an  wird  somit  eine  resultierende  Kraft  erhal ten,  die  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  der  Anzahl 
rotierencler  Ladungen,  die  die  Korper  A  und  B  enthalten,  direkt 
proportional,  wobei  der  Koeffizient  zunachst  noch  unbekannt  ist. 
Ks  geniij>;t,  anzunehmen,  dass  diese  Anzahi  in  jeclem  Atom  der 
Masse  desselben  proportional  ist,  und  iiber  den  Koeffizienten  in 
geeigneler  Weise  zu  vcrfiigen,  urn  das  Newtonsche  Gesetz  zu 
erlialt.cn  (-).  Selbstverstandlich  wird  eine  zukiinftigeTheorie  diesen 

(')  Siche  QEuvres,  XVJII,  p.  4_2/},  4a5. 

(2)  VVcnn  die  rotierendcn  Ladungen  unveriinderlich  an  die  Atome  gebunden 
sind,  werden  file  die  Gravilalion  kcine  Schirmwirkungen  moglich  sein.  Denn 
dicselben  enlstctien  bci  elcktrischcn  Kraften  durcli  die  Verschiebungen  der 
KlekU-oneii  innevhalb  dev  Korper;  fttr  die  magneUschcn  Krafte  durch  die  Orien- 
tation der  Elementarmag netc  unter  dem  Einfluss  der  von  aussen  einwirkenden 
FCt-afte.  Keine  diesei1  beiden  VVirkun^en  kUme  liier  zu  stande. 
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Koeffizienlen  a  priori  bestimmen  miissen  oder  ihn  aus  elektri- 
schen  oder  magaetischen  Messungen  ableiten  :  die  so  erhalteae 
Gravitationskonstaate  wird  mil  der  direkt  beobachteten  identisch 
sein  miissen.  Da  die  betreffenden  Glieder  von  so  holier  Ordnuog 
sind,  ist  es  erklarlich,  dass,  wie  wir  oben  auseinander  gesetat 
haben,  die  Gravitationswirkung  zweier  Atome  aufeinander  urn  so 
viel  kleiueristals  die  elektrostatischen  Wirkungenihrer  Ladungett 
es  einzeln  waren. 

Neben  dem  Glied  4ter  (oder  6tor)  Ordiiung,  aus  vvelchem  wir 
die  Gravitation  abgeleitet  haben,  wird  auch  uocb.  das  nachate 
Glied  6tei'  (oder  8tcr)  Ordnungzu  berucksichtigen  sein,  welches  jaia 
bezug  auf  die  Gravitationskrafte  zweiter  Ordiiung  ist.  Uber  seinen 
Koef'fizienten  wissen  wir  iiichts.  Es  wird  vvieder  cine  Rotation 
des  Perihels  von  der  beobachteten  Grossenordnung1  bedingen,  wie 
in  alien  schon  behandelten  Fallen,  und  es  geniigt,  dass  der  Koeffi- 
zient  grosser  sei  wie  in  jenen  Fallen,  urn  die  A.uomalie  des  Merkur 
zu  erhalten. 

Bisher  haben  wir  nur  die  elektrodynainisohen  Glieder  beruck- 
sichtigl,  die  von  den  Geschwindigkeiten  abhangen  und  dem  Qua- 
drat der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind.  Andere 
Glieder  aber  sind  der  AkzeJeration  eines  der  beiden  Ladungsele- 
mente  und  einer  gewissen  Potenz  von  deren  relativcn  Geschwm- 
digkeit  proportional;  sie  sind  dritter  oder  hoherer  Ordnung  und 
der  Entfernung  umgekehrt  proportional.  Aber  in  einem  rotieren- 
den  Elektron  wird  die  Akzeleration  des  einen  Teiles  Jurch  die 
entgegengesetzte  des  andern  kompensiert,  und  zwar  urn  so  inehr, 
als  die  Entfernung  der  beiden  Elektronen  grosser  gegeii  ihren 
Durchmesser  a  sein  wird.  Eine  genaae  RerJmung,  bei  der 

nach  Potenzen  von    -   entwickelt  wird.  sseiet  dass  das  Glied  in  i 

r  j          D  p 

verschvvindet,  und  dass  im  allgemeinen  ein  Glied  in  ~  bleibt,  fiir 
welches  der  Miltelwert,  uber  alle  moglicheii  Lagen  der  Rotations- 
achsen  genommen,  von  Null  verschieden  ist.  Wir  erhalten  also 
eine  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrL  proportionale  Kraft, 
deren  Koeffizient  der  Grosse  a,  d.  h.  den  Dimt-nsionen  des  Elek- 
trons,  und  einer  Potenz  der  reziproken  Lichtgeschwindigkeit  pro- 
portional ist,  die  mindestens  gleich  drei  ist,  woraus  sich  wieder 
eine  Erklarung  der  Gravitation  und  ihres  relativ  ausserordentlich 
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Bering-en  Betrays  ergibl.  Der  KoefiizieiU  dieses  Gliedes,  ebenso 
vvie  siimlliclier  Glieder  von  hoherer  als  der  zweiten  Ordiumg 
(mil  Ausnahinc  des  Lichldrucks,  der  tins  hier  nicht  interessierl) 
isl  vurderhand  imbekanul,  und  so  erhalteu  wir  dasselbc  Resullal 
wte  oben  :  e.sv  (vird  eine  lieduktion  der  Gravitation  auf  elek- 
l.  rise  fie  Krafte,  eine  Ableitang  der  Gravitationskonstante  aus 
ctektromagnetischen  Messungen  und  eine  Erkldrang  der  Mer- 
kitranomalie  diirck  die  Anwendungder  Gesetze  der  KlekLro- 
dynaniik  uoraussichtlich  moglich  sein,  we/in  erst  diese  Gesetze 
mit  genii  gender  GenaaigkeiL  bekannt  sind. 

In  alien  Fallen  wurde  dann  die  Graviiationswirkung  auf 
der  dynamischen  Constitution  der  A  tome  berahen. 

V\  eiin  also  zwei  Jahrhnnderle  eifriger  Forscliung  uns  noch 
kcinen  Anlialt  iiber  irgeud  einen  etwaigeii  Zusammenliang  der 
(iravilalion  mil  andera  Erscheintingen,  und  besonders  mil  deu 
cleklrischen  Ivriiflen,  gegebeu  haben,  und  auch  iiber  eine  eudliche 
Ausbreilungsgeschwindigkeil.  derselben  tins  nichts  bekannt  ist,  so 
1st,  es  rlocl)  vvahrseheinlicli,  dass  dies  nur  von  xmserer  unvollkom- 
nicnen  ivennlnis  der  (iesel/e  der  Eleklrodjnamik  herriihrt.  In 
absehbarer  Zeit  diirfen  wir  also  hoflen,  vvenn  auch  vielleicht  nicht 
eine  «  meclianiscbe  Krklai'ung  »,  so  dock  eine  Xairiickfiihruiig  der 
Gravitalion  auf  elektriscbe  Krafto  zu  erzielen.  Fiir  die  Einbeil 
unserer  Weltanschauung  wird  dies  ein  Schritl  von  der  grosslen, 
Traii'weite  soin. 
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Supplement  francais  de  la  «  Scientia 
ici'  Avril  1909,  p.  i 


Vol.  V,  N"  \-2(3e  Annee), 


Lorsque  Newton  decouvrit  que  les  mouvements  des  corps 
celestes  peuvent  etre  calcules  et  prevus  avec  une  precision  e'ton- 
nante,  en  admettanl  qu'ils  s'attirent  suivant  sa  loi  celebre,  ni  lui 
ni  ses  contemporains  ne  consideVerent la  question  comme  e'puise'e, 
Malgre'  soa  extreme  simplicite,  cette  solution  du  probleme  da 
mouvement  des  astres,  en  faisant  intervenir  une  action  agissant 
sans  intermediaire  ou,  ce  qui  revient  presque  au  merne,  de  fa^on 
instantan.ee  a  toutes  les  distances,  repugnait  aux  esprits.  Et  cette 
repugnance,  qu'on  constate  encore  de  nos  jours,  n'est  pas  sans 
fondement  psychologique  :  elle  est  1'expression  d'un  sentiment 
pvofond  de  1' unite  des  forces  physiques,  qui,  dans  leur  extreme 
diversity,  ont  toujours  besoin  d'un  certain  temps  pour  manifester 
leur  action,  et,  si  1'action  a  lieu  entre  deux  corps  se'pare's  par  un 
milieu  intermediaire,  modifient  ce  milieu  de  fagon  sensible  (2).  La 
lumiere  faisait,  semblait-il,  exception;  mais  Galilee  ne  douta  pas 
un  seul  instant  que  ce  ne  fut  la  qu'une  apparence,  et  Ton  sait 
que  I'exp^rience  lui  a  donne  raison.  Le  desir  de  se  faire  du  milieu 


(')  Traduitpar  Pauteur  Iui-m6me. 

(3)  Lorsque,  il  y  a  cent  ans,  I'action  a  distance  6tuit  communement  admise 
pour  la  gravitation,  ce  m6me  sentiment  rle  I'unite  de  la  nature  a  amend  les  phy- 
siciens  h  conside"rer  Loutes  les  forces  comme  agissant  a  distance,  menie  les  forces 
mol^culaires.  Mais  on  sait  que  ce  point  de  vue  a  etc  relativement  sterile. 


x\n.        \.\  uu  vvrr.YTioN.  .f-t) 

•liipie  et  de  la  propagation  nne  vue  precise  a  conduit,  de 
i  a  1'Yesnel,  aux  lois  de  I'Oplunie.  Pour  les  actions  elec- 
.  1  experience  a  eneore  domic  raison  an  sentiment  donl 
arlnns  ;  M-ule,  la  mrautalion  ne  s\  eonforme  pas.  On  a 
i  eroire  qu'il  y  ait  la  plus  tju'tine  apparenee,  el.  de  noiu- 
.  theories  ont  f!e  proposees,  donl.  la  plupart  enlrainent  (in 
iini  ile  propagation  et  eerlaines  corrections  ile  la  loi  de 
i,  susrcplibles  d'une  verification  expcrimentale.  Nous 
|e>  parser  en  revue,  en  les  ^rotipaul  eouvenahlement,  ce 
re'dnit  a  tpieltpies  types  simples,  et  en  eberehant  snrtout,  a 
r  la  ri'tt/id"'  qu'ellcs  pretendent  ex  primer,  e'esl-a-dire. 
*.ei|uences  MiM-eptibles  de  \erilication  expih'tmentale  ijiii  en 
•nt. 

eminent,  on  ne  pent  MHi^er  a  aborder  par  une  experienoii 
l.i  qiH'stion  ile  la  \itcssc  tie  propagation  de  la  gravitation 
on  I'a  fait  pour  la  Inmiere  et  I't'leclrieite.  Mais  les  e.onse- 
%  itidir«'<'U?s  (jiii  <l(*eotilent  de  eliaqne  bypdlliese  siil'lisoiil.  tui 
I,  MI  re\tr«'»tne  precision  des  observations  astronomi(|uns, 
ne  premie-re  veriiiealijin.  Le>  pertiirbaliuns  provonanl.  des 
miuvt'aux  i»tr«iduits  [»ar  ehacnne  de  (;cs  bypolbeses 
t,  en  general,  nt*  pas  depasser  la  liniile  des  erreurs  <r(^x|>e- 
;  tnais  il  y  a  de»*  exceptions,  la's  observations  aslrono- 
•fh  pi»ndanl  des  sieeh^s,  ont  permis  de  mettre  en 
•«  anomalies  tjne  n'expli(pie  pas  la  loi  de  NevUon, 
deun  explitjner  In  loi  qui  pretend  la  remplaeer.  Parmi  ecs 
Hen,  la  plus  t'onsiderablc!,  de  beaueoup,  eal  ce.lU;  de  la  plu- 
ttrrnn%  dont  l'i*llip>»c  tonrnc*  tres  lenltunent  dans  son  plan, 
iitUurwr  d««s  Htitces  planetes  ;  mais  la  rotation  calculee  cst 
lire  ;t  la  rotation  obM-ne'e  ;  Texces  cst  d'cuvintn  /\v."  d'arc 
rV'/f,  (Tent  hicu  p»Mi  de  ebose,  mais  il  a  tHc  impossible 
iiu'i1  ct'tlc  diilerenre.  II  c'st  d'ailhuirs  possible!  (pie  Venus  el 
re  prrsentetit  nne  anonudie  analogue,  bien  ijue  def>  a  10  fois 
aible.  Cur  I'exeeritrieite  de«>  e;llips(»s  de  ce.s  planetcs  cst 
H'luent  petite,  de  Toi'dre  d«  ~j ;  ce  soul  presqnc  des 
i.  Or  il  «!Hl  nuintfesteinent  impossible  d'ob.server  la  rotation 
urbiltj  eireulairt'  *snr  <»Il«-in^m«  ;  il  suflira  d'augmenter  on 
1  datH  nn  ivip[»art  eonvtnmble  le  teinjKS  de,  revolution  dc 
pour  tibtimir  1  eiTet  dcv  hi  rotation  suppose'c,  Dans 
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Fespece,  la  correction,  deja  miiiime,  que  subiraient  du  fait  d'une 
telle  anomalie  les  positions  de  Venus  et  de  la  Terre  si  leurs  orbites 
e'taient  aussi  excentriques  que  celle  de  Mercure,  pourra  6tre 
reduite  au  centieme  environ  de  sa  valeur  par  une  correction  insi- 
gnifiante  (meme  en  Astronomic)  des  temps  de  revolution.  Pour  la 
planete  Mars,  dont  I'excentricite"  est  0,09,  on  sera  ainsi  conduit  a 
pre\oir  une  perturbation  legere,  analogue  a  celle  de  Mercure, 
mais  bien  plus  faible  ;  c'est  en  eflfet  ce  qu'a  donne  1'observation. 

Les  autres  irregularites  observees  concernent  le  mouvement 
de  la  Lime  et  celui  de  la  comete  Encke.  Nous  n'en  parlerons  pas 
ici. 

Les  experiences  montrent  qu'il  n'existe  pas,  pour  la  gravita- 
tion, d'ecrans  protecteurs  comme  pour  1'electricite  ('),  et  aucune 
influence  du  milieu  materiel  ne  peut  etre  mise  en  Evidence.  Ce 
sont  la,  pour  les  theories  dont  nous  allons  parler,  deux  points 
importants  :  cela  est  vrai  avant  tout  pour  I'hypotbese  qui,  d'une 
maniere  on  d'une  autre,  cherche  non  a  donner  une  explication  de 
la  gravitation  dans  le  sens  ordinaire,  mais  a  la  reduire  &  des 
actions  electriques,  de  maniere  a  deduire  par  exemple  la  constante 
de  gravitation  de  mesures  d'un  tout  autre  genre.  II  y  aurait  l£  une 
reduction  du  probleme  fort  importante  pour  1'unite*  de  nos 
conceptions  physiques. 

Les  explications  mecaniques  proposees  peuvent  se  grouper  en 
statiques  eldynamiques.  Dans  les  premieres,  la  matiere  d ^forme- 
rait  1'^ther  environnant,  et  cette  deformation,  se  propageant  de 
proche  en  proche,  agirait  sur  d'autres  portions,  de  maniere  a  don- 
ner Vapparence  d'une  attraction.  Si  la  matiere  ponderable  se 
trouve  en  equilibre,  Hen  sera  de  meme  (du  moins  au  bout  d'un 
certain  temps)  de  I'ether.  Cette  hypolhese,  la  plus  simple, 
remonte  a  Newton.  Mais  Maxwell  a  montre"  que,  sans  la  pre"ci- 
ser  davantage,  on  peut  la  rejeter  d'emblee.  Car  elle  exige  que 
1'dnergie  de  gravitation  soit  I'e'nergie  de  deformation  du  milieu  ; 
d'apres  un  principe  general  de  la  Statique,  cette  energie  devra 

(')  Si  une  partie  dc  la  matiere  d'une  planete  etait  prote'ge'e  en  parLie  centre 
J'attraction  du  Soleil  par  I'autre,  la  force  totale  ne  serait  plus  proportionnetle  & 
la  masse  totale,  d'ou  une  perturbation  tres  sensible,  a  rnoins  que  1'absorption  de 
la  gravitation  ne  soit  excessivement  faible,  de  1'ordre  du  millionieme  pour  toute 
1'epaisseur  de  la  Terre. 


XXII.    —    LA    GRAVITATION.  48 1 

Loujours  elre,  apres  la  deformation,  plus  grande  qu'en  1'etat  non 
deforme,  c'est-a-dire  en  1'absence  de  corps  materials .  Or,  c'est  le 
contraire  qui  serait  vrai  ici  :  les  forces  de  gravitation  elanlattrac- 
tives,  I'energie  polentielle  d'un  systeme  de  corps  devientplus  petite 
lorsque  les  masses  —  et  par  consequent,  la  deformation  de  Father 
—  augmentent;  elle  augmente  lorsque  la  deformation  dimiiiue. 
Pour  les  actions  electriques,  qui  suivent,  au  signe  pres,  la  meme 
loi  que  la  gravitation,  I'energie,  au  contraire,  suit  une  marche 
inverse;  c'est  ce  qui  faisail.  entrevoir  a  Maxwell  la  possibilite 
d'une  explication  des  forces  electrostatiques,  ou  il  a  d'ailleurs 
echoue".  On  voit  done,  en  resume,  qu'un  «  ether  »,  capable  de 
donner  les  apparences  de  la  gravitation,  serait,  meme  en  1'absence 
de  corps  materiels,  en  elald'e'qiiilibre  instable,  ce  qui  est  inadmis- 
sible. 

Nous  sommes  done  necessairemenl  conduits  a  inlroduire  des 
mouvemenls  caches,  de  maniere  a  avoir  allaire  a  une  energie  cfe 
nature  cinetique  meme  lorsque  les  masses  ponderables,  seules 
perceptibles  anos  sens,  sont  au  repos.  Le  crite'rium  du  minimum 
de  I'energie,  des  lors,  ne  s'applique  plus,  et  le  probieme  clevient 
resoluble  en  principe. 

La  plus  ancienne  en  date  de  ces  theories  dynamujues  est  celle 
de  Lesage,  reprise  depuis  par  Isenkrahe  el  d'autres.  Elle  admet 
quel'espace  est  parcouru  en  tous  sens  par  des  «  corpuscules  ullru- 
mondains  »  clones  de  Ires  grandes  vitesses  ;  lorsqu'un  corps  pon- 
derable A  unique  subit  le  choc  de  ces  corpuscules,  il  restera  au 
repos,  par  raison  de  symetrie;  mais  s'ilexiste,  a  quelque  distance, 
un  autre  corps  B,  ce  corps  arrdtera  les  corpuscules  marcliaiit  clans 
la  direction  BA;  le  corps  A  ne  subissant  plus  autaul  de  cliocs 
dans  cette  direction,  la  compensation  n'a  plus  lieu,  et  A  sera 
pousse"  vers  B ;  de  me'me  B  vers  A.  11  semblera  y  avoir 
attraction. 

Une  analyse  plus  attentive  (')  montre  qu'il  faut  considerer  les 
corpuscules  comme  denu^s  plus  ou  moms  completement  d'elasLt- 
cite,  de  sorte  que  leur  choc  engendre  de  la  chaleur ;  sinon  B 


(')  Comparer  H.  POINCAKE,  Science  et  Methode,  p.  aG3,  Paris  1908;  J.  ZKN- 
NECK,  Article  Gravitation  de  V Encyclopedic  des  Sciences  inatkem.,  t.  V,  p.  57. 
Leipzig,  igo3. 
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reflechira  vers  A  autant  de  corpuscules  qu'il  en  arrete,  TelFet  est 
nul.  De  plus,  comrnc  il  n'existe  pas  d'ecrans  pour  la  gravitation, 
les  atonies  des  corps  ponderables  doivent  se  trouver  a  cle  tres 
grandes  distances  les  tins  des  autres,  par  rapport  a  leurs  dimen- 
sions ;  enfin,  les  atonies  chimiques  doivent  etre  composes  de  par- 
ticules  identiques  entre  elles,  et  beaucoup  plus  grandes  que  les 
«.  corpuscules  ultramondains  ».  On  obtient  bien  alors  la  loi  de 
gravitation  pour  des  corps  au  repos.  Dans  le  cas  de  corps  mobiles, 
il  y  aura  frottement,  comme  dans  uii  gaz.  De  plus,  la  gravitation 
se  propagera  avec  une  vitesse  finie,  au  plus  egalc  a  celle  des  cor- 
puscules, et  1'action  subie  par  uii  corps  ne  dependra  que  des 
vitesses  relatives  du  corps  et  ties  corpuscules.  C'est  la  une  hypo- 
these  envisagee  deja  par  Laplace  ;  elle  conduit,  nous  1'avons  dit,  a 
une  sorte  de  frottemeut  qui  devrait  retarder  de  .plus  en  plus  la 
marche  des  plane tes  et  de  la  Lime.  Une  telle  action  serait  de"celee 
a^ec  une  precision  extreme  par  les  eclipses,  sur  lesquelles  nous 
possedons  des  renseignements  Ires  anciens,  comme  on  sail;  on 
conclut  de  la  a  une  limite  inferieure  de  la  vitesse  de  I'onde  de  gra- 
vitation ainsi  concave  :  celte  vitesse  est,  d'apres  Laplace,  au  moins 
cent  millions  de  fois  celle  de  la  lumit-re.  Quant  aux  corpuscules 
eux-me'mes,  leur  vitesse  est  bien  plus  invraisemblable  encore.  En 
combinant  1'ensemble  des  perturbations  que  1'hypothese  de  Lesage 
introduit  en  Astronomic,  M.  Poincare  arrive,  pour  cette  vitesse,  a 
une  limite  inferieure  egale  a  24.  io17  fois  celle  de  la  lumiere.  En 
meme  temps,  le  frottement  produirait  une  quantitc  de  chaleur 
telle  que,  pour  la  Terre,  elle  serait  io-°  fois  plus  grande  que  celle 
que  le  Soleil  emet  dans  loutes  les  directions  dans  le  meme  espace 
de  temps. 

De  tels  resultats  permettent  de  declarer  cette  theorie  definitive- 
ment  inadmissible.  La  meme  conclusion  s'impose  pour  une  modifi- 
cation des  hypotheses  de  Lesage,  proposee  d'abord  par  Hooke 
(contemporain  de  Newton),  et  examinee  recemment  par  M.  H.-A. 
Lorentz,  qui  remplacerait  les  corpuscules  par  des  ondes  sillon- 
nant  Tether  dans  toutes  les  directions.  Ces  ondes  devront  etrc 
absorbees,  du  moins  en  partie,  par  la  matiere  gravitanle,  sinon  il 
n'y  a  point  d'action  re~sultante  ;  il  y  aura  done  production  de  cha- 
leur, et  d'autre  part,  il  ne  devra  pas  exister  d'ecrans  pour  la  gra- 
vitation. Nous  aurons  done  affaire  a  des  rayons  qui,  en  passant  a 
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travers  la  Terre,  ne  seront  afiaiblis  qne  dans  la  proportion 
de  i  millionieme ;  cela  est  absolument  invraisemblable  ;  aussi 
M.  Lore  11  tz  rejetle-t-il  cette  hypothese.  D'apres  les  calculs  de 
M.  Poincare,  la  cbaleur  produite,  ici  encore,  serait  lelle  que  la 
tempera  lure  de  la  Terre  s'accroitrait  de  ioin  degrtis  par  seconde. 
Dans  toutes  ces  theories,  le  phenomene  de  gravitation  est  accom- 
pagne  de  phenomenes  irreversibles  Ires  considerables.  II  n'en  est 
plus  dememe  pour  les  explications  hydrodynamiques  de  Bjerknes 
et  de  Riemann. 

Nous  ne  citons  les  premieres  que  pour  memoire.  Si  1'on  sup- 
pose dans  un  fluide  incompressible  et  sans  frottementun  systeme 
de  spheres  dont  les  rayons  augmentent  et  diminuent  pe"riodique- 
ment  et  simullanement,  et  si  I'intensile  des  pulsations  est  suppo- 
see  proportionnelle  aux  masses  des  spheres-atonies,  on  obtienl 
bien  la  loi  de  Newton  pour  les  actions  apparentes  que  ces  corps, 
par  I'intermediaire  du  fluide,  exercent  les  uns  sur  les  autres. 
Mais  cette  simultane'ite  est  bien  plus  incomprehensible  encore 
que  la  loi  de  Newton  elle-me'me,  et  bien  plus  eloignee  de  tout  ce 
que  nous  observons  dans  ia  nature.  M.  T. -H.Weber,  il  est  vrai, 
trouve  que  lorsqu'on  J'ait  1'experience,  ce  synchronisme,  s'il 
n'existait  pas  au  debut,  s'etablit  rapid  em  en  t  par  les  actions  meme 
des  spheres  les  unes  sur  les  autres;  mais  ce  n'est  qu'en  vertu  du 
frottement,  facteur  important  dans  tous  les  fluides  r^els,  donl 
1'introduction  nous  ramenerait  aiix  difficultds  signalees  pour  les 
theories  prccedentes. 

On  peut  remplacer  la  pulsation  des  spheres  par  une  emission  et 
une  absorption  alternatives  d'ether;  en  prolongeant  de  plus  en 
plus  laj^^riode  de  pulsation,  on  est  ainsi  amene  a  la  conception  de 
J.  Bernoulli  et  B.  Riemann,  dont  I'e'lude  a  6te  r6cemment  reprise 
par  M.  Brill.  Dans  cette  maniere  de  voir,  tout  alome  serait  une 
source  continuelle  d'^ther  (ou  en  absorberait  continuellement). 
Get  dther  est  incompressible  hors  des  atonies  ;  a  leur  interieur,  il 
se  ddtruit  ou  se  cree  continuellement,  c'est-a-dire  n'est  plus  sou- 
mis  a  la  loi  de  la  conservation  de  la  masse. 

Pour  obtenir  la  loi  de  Newton,'  il  faut  que  les  dimensions  des 
atonies-sources  soient  petites  par  rapport  a  leurs  distances.  La 
vitesse  du  fluide  a  sa  sortie  des  atomes  joue  alors  le  rAle  de  ce 
qu'on  appclle  une  coordonnee  cyclique,  et,  d'apres  les  principes 
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generaux  de  la  Mecanique,  le  moment  correspondant  reste  con- 
stant en  1'absence  de  forces  exterieures.  C'est  ce  moment  (et  noil 
la  vitesse  initiale)  qui  doit  e"tre  suppose  proportionnel  a  la  masse 
de  la  source.  Dans  ces  conditions,  les  sources  sembleront  graviter 
les  unes  vers  les  autres  conform  e"ment  a  la  loi  de  Newton,  et 
1'action,  grace  a  1'incompressibilite  du  fluide,  sernblera  instan- 
tanee;  il  n'j  aura  ni  perturbations,  ni  frottcment. 

Ce  n'est  evidemment  pas  la  une  explication  mecanique  de  la 
gravitation;  meme  dans  une  mecanique  general!  see,  1'indestructi- 
bilite  de  la  matiere  sera  certainement  un  des  axiomes  que  nous 
consentirons  le  plus  difficilement  a  sacrifier.  II  cst,  de  plus, 
impossible  d'identifier  ce  fliiide  avec  1'ether  de  1'Optique. 

Arrives  au  bout  de  cette  e"tude  des  explications  me"caniques  de 
la  gravitation,  nous  croyons  qu'il  s'en  de*gage  d'un  c6le  1'impossi- 
bilite  d'une  resolution  du  probleme  dans  le  sens  trop  restreint  oil 
on  1'entend  aujourd'hui ;  de  1'autre  cote,    I'impression  que  celle 
resolution   pourra  devenir  facile  le   jour    ou    une    generalisation, 
corn-enable  de  ce  que  nous   entendons   par  «  explication   ni(5ca- 
nique  »  aura  ete  donnde.  Gar  ce  qui  est  essentiel  a  une  telle  expli- 
cation, pour  qu'elle  satisfasse  au  sentiment  confus   mais  profond 
que  nous  avons  de  1' unite*  de  la  Nature,   ce  n'est  pas  quo  les  lois 
de  la  Mdcanique,   telles  que  nous  les  admetlons  aujourd'hui ,    y 
soient  directement  applicables;  c'est  plut6t  que  les  seules  quanti— 
l^s  variables  soient  1'espace   et  le  temps,  et  cju'a  cote  d'elles  n© 
subsistent  plus  que  des  invariants  ({]  qui  seront  soit  la  quandte 
de  matiere  au  sens  ordinaire,  soit  l'e*nergie  (-),   soit  des  charges 
electriques,  etc.,  etc.  Une  mecanique  de  VEnergie,  qui  consid^— 
rerait  celle-ci  comme  un  fluide  repandu  dans  1'espace,  donnera 
peut-etre  un  jour  la  solution  cliercb6e. 

Au  lieu  de  chercher  une   explication   mecanique,   on  pent   sfis 
poser  la  tache  plus  mocleste,  et  peut-e'tre,  pour  1'inslanl  du  moms, 


(')  Le  motsubstance  serait  &  pen  pres  Equivalent,  mais  possecle  un  sens 
physique  qui  le  rend  impropre  a  1'usage  des  physicians. 

(2)  L'unite  de  l'j£nergie,  realis<ie,  par  exemple,  dans  la  Mecanique  de  Hei'Ui, 
est  un  des  postulats  les  plus  importants  que  devra  r^aliser  la  Physique  de  1'avenhv 
Les  explications  dynamiques  de  la  gravitation  exposiies  plus  haut  r^duisent 
1'Energie  de  gravitation  a  de  1'Energie  cindtique  ordinaire,  et  c'est  1&,  sans 
doute,  un  point  de  vue  trop  particulier. 
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plus  feconde  en.  apercus  et  en  consequences  nouvelles,  de  re'duire 
la  gravitation  aux  actions  electriques.  On  sera  ainsi  amene  a  attri- 
huer  a  la  gravitation  une  vilesse  de  propagation  egale  a  celle  de  la 
liimiere,  et  a  completer  la  loi  de  New  ton  par  de  nouveaux  Lermes 
dependant  des  vitesses  et  des  accelerations.  Lorsque  la  vitesse 
d'un  corps  materiel,  divisee  par  la  vitesse  de  la  lumiere,  entre 
dans  les  equations,  nous  dirons  qtie  c'est  la  un  lerme  du  premier 
ordre;  pour  les  corps  du  system e  solaire,  ce  quotient  ne  depasse 
guere  3  dix-milliemes.  Son  carre  (io-7)  sera  dit  du  second 
ordre,  etc. 

Cela  pose,  il  faut  d'abord  se  demander  comment  cette  hypo- 
these  peut  se  concilier  avec  le  re"sultat  e'nonce'  plus  haut,  du  a 
Laplace,  et  qui  exigeait  une  vitesse  io8  fois  superieure  a  celle  de 
la  lumiere  ?  Car  enfin,  nous  savons,  par  le  plienomene  de  1'aber- 
ration,  que  la  direction  de  1'onde  de  gravitation  dillerera,  lors- 
qu'il  y  a  un  mouvement  relatif,  de  ce  qu'elle  serait  s'il  y  avail 
repos,  et  que  la  diderence  esL  proportionnelle  a  la  vitesse  relative, 
c:est-a-dire  du  /tremier  ordre.  C'estpre"cisement  ce  qu'avait  admis 
Laplace  :  e'est  me"  me  1'aberration  qui  a  chAi  le  conduire  a  son  liypo- 
these.  Mais  une  analyse  plus  delaillee  montre  que  ce  re"sultat  tieut 
a  ce  que,  en  Optique,  les  longueurs  d'onde  sont  Ires  petites  par 
rapport  aux  distances.  Pour  les  planetes  et  leurs  satellites,  les 
pe"riodes  ou  temps  de  revolution,  au  contraire,  sonl  telles  que  les 
longueurs  d'ondes  correspondanles  seraient  grand es  par  rapport 
aux  dimensions  du  systeme  solaire.  Le  calcul  montre  qu'alors  le 
changement  de  direction  de  1'onde,  ou  aberration,  est  compense, 
en  ce  qui  concerne  les  termes  du  premier  ordre,  par  des  change- 
ments  de  la  distance  au  point  origiue  de  1'onde,  et  de  1,'intensitc 
des  forces  ;  dans  la  nouvelle  liypolhese,  la  loi  de  Gravitation  ne 
differe  de  celle  de  Newton  que  par  des  termes  tres  petits  du 
second  ordre.  Encore  ces  termes,  en  tant  qu'ils  jouent  un  role 
eflfectif  dans  les  perturbations,  ne  sonl-ils  pas  des  termes  de  f rot  te- 
rn ent;  le  ealcul  de  Laplace  n'est  plus  applicable  dans  ces  condi- 
tions, et  1'on  va  voir  qu'en  elTet  rien  n'empecke  d'attribuer  a  la 
gravitation  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumiere,  mais  que, 
en  revanche,  rien  ne  nous  y  oblige  non  plus,  celte  hypothese  ne 
donnant  pas,  du  moias  a  1'heurc  qu'il  est,  une  explication  de 
1'anomalie  de  Mercure. 
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Pour  reduire  la  gravitation  aux   actions  electriques,  Mossotti, 
Zollner,  puis  Lorentz  out  propose  d'admeltre  que  1'atlractioii  cles 
charges  de  signe  contraire  est  un  pen  plus  grand  e  que  la  repulsion 
des  charges  de  meme  signe.  Un  atome  d'hydrogcne,  par  exemple, 
resultant,  dans  les  vues  actuelles,    de  la  reunion   d'une   charge 
negative  et  d'une  charge  positive  egale,  deux  atonies,  places  a  une 
distance  grande  par  rapport  a  ieurs    dimensions,   n'exerceraient 
1'un  sur  1'autre  aucune  action  proportionnelle  a  I'inverse  du  carrc£ 
des   distances,  d'apres   les  lois  ordinaires    de    1'Eleclrostatique  ; 
d'apres  I'hypo these  nouvelle,  la  compensation  de?  actions  atlrac- 
tives  et  revulsives  ne  serait  plus  complete.  La  charge  et  la  masse 
d'un  ion  d'hydrogene  etant    conn ues,    du  moins  approximative- 
ment,  on  peut  calculer  de  combien  difl'rre  1'altraction  des  ions  de 
meme  signe  :  cette  difference   est  exlrememenl  petite,  elle  n'esl 
que   de    io-3''   pour    100.   Les  forces    de   gravitation   sont    done 
extreTnement  faibles  par  rapport  aux  forces  e'lectriques  qui  se  pro- 
duiraient  s'il  nous   etait  possible   de    separer   complotement  les 
electricites  intimement  unies  dans  les  corps.  Nous  n'y  r^ussissons 
que  dans  une  mesure  relativement  tres  faible,  par  Ic  frottement,  etc , 

Une  si  mini  me  dissymetrie,  mais  dont  1'existence  serait  sup  - 
posee  hors  de  doute,  serait  bien  contraire  a  nos  sentiments  esth<§~ 
liques,  si  j'ose  m'exprimer  ainsi.  Et,  en  realite,  il  suffit  d'nn  petit 
changement  de  notations  (')  pour  etre  ramene  a  la  superposition 
de  deux  forces,  1'une  ^lectrostatique  dans  Ic  sens  ordinaire, 
1'autre  gravifique.  II  n'y  a  done  dans  cctte  hypothese  de  Mossotti 
qu'un  changement  purement  verbal ;  ce  qu'elle  dnonce  de  positif , 
c'est  qu'il  convient  d'appliquer  a  la  gravitation  les  lois  de  1'Llectro  — 
dynamique  en  remplagant  les  charges  par  cles  masses.  Senlement,  il 
faudra  atEribuer  aux  corps  une  certaine  condnctibilitd  par  rapport 
a  la  gravitation;  il  existera,  en  principe,  des  ecrans.  Par  des  hypo- 
theses appropriees,  on  peut  bien  diminuer  conside'rablement  leur 
impermeabilite,  comme  1'a  inontre  M.  Cans  ;  mais  il  me  semble 
impossible  de  n'obtenir  qu'uue  absorption  de  i  millionieme  de  la 
force  pour  toute  I'^paisseur  du  globe  terrestre,  comme  nous 
avons  vu  que  Pexperience  1'exige.  C'est  la  nne  premiere  grave 
objection  a  cette  theorie. 

(')  Voirl\.G^s,Jahresber.deu.t&di.(Math.-Vereinigung,  t.  XIV,  p.  678, 
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,  ffitictir.  i.  VH,  tiki's  f».  hi''. 
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du  tout ;  mais  corame  ce  role  etait  deja  insensible  dans  la 
premiere  theorie,  iios  conclusions  ne  sonl  pas  modifie'es.  En 
resume,  il  est  loisible  d'appliquer  les  lois  electrodynamiques  a  la 
gravitation;  mais  elles  ne  peuvent  servir,  actuellement,  ni  a  sup- 
primer  les  divergences  qui  subsistent  entre  le  calcul  et  I'expe"- 
rience,  ni  a  deduire  la  constanle  de  gravitation  de  mesures 
electriques  ou  magnetiques. 

Pourtant,  les  theories  electrodynamiques  sont  en  pleine  e" volu- 
tion, etl'onpeutse  demander  si  les  changements  futurs  ne  per- 
metiront  pas  d'effectuer  cette  reduction  si  importante  de  la  gravi- 
tation aux  forces  electriques  d'une  facon  plus  satisfaisante.  Nous 
allons  voir  que  cela  est,  en  ellet,  f res  probable. 

Pour  cela,  il  faut  savoir  exaclement  dans  quelles  limites  on  pent 
faire  varier  1'expression  de  la  force  que  deux  charges  e'lementaires 
exercent  1'une  sur  1'autre  (expression  qui  depend  des%  positions, 
vitesses,  accelerations  et  de  la  loi  de  propagation),  sans  entrer  en 
contradiction  avec  les  donnees  de  1' experience.  G'est  ce  q»'a  fait 
I'autenr  de  cet  article  (').  Sans  chercher  a  donner  la  solution  la 
plus  gene"rale,  ce  qui,  peut-etre,  est  impossible,  on  esl  conduit  & 
des  re*sultats  su.ffisamment  instructifs  enadmettant  certaines  hypo- 
theses accessoires,  telles  que  le  principe  de  la  relativite  dumouve- 
ment  dans  son  sens  classique  (et  non  dans  celui  que  lui  donnent 
MM.  Lorentz  et  Einstein  ('-),  et  en  le  considerant  comme  appli- 
cable ^galement  a  la  propagation  de  la  lumiere  (;!).    On    trotive 
alors  que  les  termes  du  second  ordre,  deja,  ne  sont  pas  determines 
entierement  par  1' experience  et  contiennent  unfacteur  arbitraire; 
quant  aux  termes  d'urdre  snp^rieur,   ils  ne  jouent  de  r61e  que 
.  dans  1'experience  de  M.  Kauffmann  sur  la  variabilite  de  la  masse, 
et  restent  presque  entierement  arbitraires.  Deslors,  voici  comment 
on  peut  esperer  reduire  la  gravitation  aux  forces   dlectriques  et 
expliquer  en  meme  temps  le  mouvement  de'Mercure  et  la  valeur 
numerique  de  la  constante  de  gravitation. 


(')  W.  RtTZ,  OEuvres,  XVIII,  p.  817. 

(2)  La'  translation  uniforme  d'un    systeme,,  d'apres   le   principe  de  relativit^, 
est  sans  influence  sur  les  ph^nomenes  cfui  s'y  passent.  MM.  Lorentz  et  Einstein 
supposent  en  outre  une  definition  nouvelle  du  temps,  de  la  vitesse,  etc. 

(3)  Voir,  a  ce  sujet,   1'article   de  1'auteur   Du  role  de  I'Ether  en  Physique, 
QEuvres,  XX,  p.  447- 
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.  Dans  les  idees  communement  admises  aujourd'hui,  1'nlonic  chi- 
mique  est  compose  cl'un  certain  nombrc  d'electrons  negatifs  et  de 
charges  positives  qui  compensent  la  charge  negative.  Les  pheno- 
menesdu  Magnetisme,  entreautres,  exigent  de  plus  qu'on  a-ttribue 
aux  charges  atomiques  des  mouvements  de  rotation  ou  de  circula- 
tion. Supposons,  pour  fixer  les  idees,  que  les  charges  negatives 
soient  au  repos,  et  que  quelques-unes  des  charges  positives  lour- 
nent  sur  elles-meimes  avec  une  grande  vitessc,  la  meme  pour 
toutes.  Lorsque  deux  atonies  A.,  B,  ainsi  constitue's  agissent  1'un 
sur  I'autre  a  une  distance  grande  par  rapport  a  leurs  dimensions, 
que  va-t-il  se  passer?  Les  forces  electrostatiques  sont  nulles,  ou 
plus  exactemeiit,  elles  correspondent  a  des  dipoles  tres  petits  et 
dependent  de  la  distance,  suivant  une  loi  toute  differente  de  celle 
de  Newton  ;  ces  forces  sont  nulles  pour  un.systeme  d'atornes  nom- 
breux.  Mais  les  forces  dependant  des  vitesses  et  des  accelerations, 
dont  les  premieres  sont  inversement  proportionnelles  an  carre  de 
la  distance,  les  secondes  a  la  distance  elle-meme,  doivent  etre 
prises  egalement  en  consideration.  A  la  premiere  categorie  appar- 
tiennent,  par  exemple,  les  forces  etudiees  par  Ampere,  que  deux 
courants  constants,  et  par  consequent  deux  Electrons  en  mouve- 
ment,  exercent  1'un  sur  I'autre;  a  la  seconde,  les  forces  e"lec- 
triques  dmanaiil  des  oscillateurs  liertziens,  celles  qui  constituent 
les  ondes  lumineuses,  enfin  la  pression  de  la  lumiere. 

Pour  que  ces  forces  donnent  lieu  au  ph^nomene  de  gravitation, 
il  faudra  tout  d'abord  qu'elles  ne  soient  pas  nulles  en  moyenne 
lorsque  les  axes  de  rotation  auront  toutes  les  directions  possibles, 
ce  qui  arrivera  necessairement  dans  nn  corps  compost  d'un  grand 
nombre  d'atomes.  Dans  la  premiere  theoi-ie  de  Lorentz,  pas  plus 
que  dans  sa  nouvelle  theorie,  conforme  au  principe  de  relalivite, 
il  n'existe  de  termes  donnaut,  dans  ces  conditions,  une  moyenne 
differente  de  zero.  L'explication  c"choue  done  pour  ces  theories. 
Mais  est-ce  la  un  re"sultat  necessaire  ?  Une  analyse  plus  exacte 
montre  qu'il  est  obtenu  ])ar  1'introduction  des  vitesses  absolues, 
dans  1'ancienne  theorie  ;  par  1'abandon  des  principes  de  la  cinema- 
lique  et  de  la  notion  d'un  temps  universel,  dans  la  nouvelle.  Et  cc 
sont  la,  certainement,  les  parties  les  plus  hypothetiques  de  1'Elec- 
trodynamique  actuelle.  Des  qu'on  introduit  des  vitesses  relatives 
en  conservant  la  cinematique  classique,  on  voit  apparaHre  des 
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termes  donnant  une   resultante   differente   de  zero.   II  y  en  a  du 
second  ordre;  la  resultante  est  proportionnelle  a  la  mojenne  du 
carre  des  vitesses  des  charges  ('),  el  depend  d'une  constante  arbi- 
iraire.  Mais  ici  une  objection  se  presente  :  I'agitation  thermique 
suffitj  lorsqu'on  admet  les  idees  generalemeiil  regues  a  ce  sujet, 
pour  donner  lieu  a  une  action  considerable  des  corps  A  et  B  1'un 
sur  1'autre,    dependant   de   la   temperature,   ce  qui  est  contraire 
a  1' observation  ;  il   fa  at  done  disposer    du    facteur    arbitraire   de 
maniere  a  annuler  1'efTet  de  ces  termes  de  second    ordre.    Mais 
d'autres  termes,  du  4idu'°  ou  du  6i6nie  ordre,  a  coefficients  inconnus 
encore,  ne  preleront  plus  a  cetLe  objection,  a  la  condition  que  les 
vitesses  intra-atomiques  soieut  grandes   par  rapport  aux  vitesses 
produiles  dans  1'agilation  thermique,  ce  qui  est  probable  a  priori. 
On    aura   alors    une    resultante   inversemont    proportionnelle   au 
carre  des  distances,   ali'ectee  d'tui  coefficient  encore  inconnu,  et 
proportionnelle  aux  nombres    de    charges    en    rotation    que  con- 
tiennent  les  corps  A  et  B.  II  suffira  d'admettrc  que  ce  nombre  est, 
dans  tout  a  to  me,  proportionnel  a  la  masse  de  cetatome,  etde  dis- 
poser  convenablement    du    coefficient   pour    obtenir    la    loi    de 
Newton  ('-).  Bien  entendu,  les  theories  futures  devront  determi- 
ner ce  coefficient  a  priori,  ou  par  des  experiences  electriques  ou 
naagnetiques ;  la  constante  de  Gravitation  ainsi  obtenne  devra  cUre 
identique  avec  la  constante  expdrimentale.  Les  termes  e"tant  d'un 
ordre  si  6leve,  on  s'explique  aise"ment  que,  comme  nous  I'avons 
ditplus  haul,  la  force  de  gravitation  de  deux  atomes  soit  si  petite 
par  rapport  aux  actions  electros tatiques  de  leurs  charges. 

A  cote"  du  terme  de  4i*rae  (ou  6i6mc)  ordre  qui  nous  aura  servi  & 
expliquer  la  gravitation,  il  faudra  considerer  encore  le  terme  sui- 
vant,  du  6lfitne  (ou  8l6mc)  ordre,  qui,  par  rapport  aux  phe'nomenes  de 
gravitation,  sera  du  second.  Sur  son  coefficient,  nous  ne  savons 
rien ;  il  donnera  lieu  a  une  rotation  du  perihelie  des  planetes  de 
1'ordre  de  grandeur  voulu,  et  il  suffira  que  ce  coefficient  soil  plus 


(1)  Voir  CEuvres,  XVIII,  p.  3i7. 

(2)  Si  les  charges  en  relation  sont  indissolublemcnt  lides  aux  atomes,  il  n'exis- 
tera  pas  d'6crans  pour  la  gravitation.  Car  les  ecrans  pour  les  forces  dleclriques 
ou  magnetiques  sont  dus  aux  deplacements  des  electrons  dans  les  corps,  ou  aux 
orientations  des  aimants  elementaires,  sous   I'influence  des  forces  dlectromagnd- 
tiques.  Ni  1'un  ni  1'autre  de  ces  efi'ets  n'aurait  lieu  ici. 
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grand  qu'il  nc  Test  dans  les  lois  etudiees  plus  haul,  pour  obtenir 
1'anomalie  de  Mercure. 

Dans  ce  qui  precede,  nous  n'avons  consider^  que  les  termes 
electrodynamiques  dependant  cles  vitesses  et  inversement  propor- 
tionnels  aux  carres  des  distances.  D'autres,  proportionnels  a 
I'acceleration  d'uu  des  deux  elements  de  charge  qui  agissent  1'un 
surl'auLre,  et  a  sa  vitesse  relative  par  rapport  a  1'autre,  elevee  a 
une  cerlaine  puissance,  sont  du  3il'mc  ordre  ou  d'un  ordre  supe- 
rieur,  et  inversement  proportionnels  a  la  simple  distance.  Mais 
dans  un  electron  en  rotation,  1'accdleration  d'une  des  parties  sera 
eompensee  par  1'autre  d'autant  plus  completement  que  la  dis- 
lance  /•  des  Electrons  sera  plus  grande  par  rapport  a  leur  diametre 
a.  En  faisant  le  c.alcul  exact,  par  un  cleveloppemeul  en  serie  pro- 

cedant  suivant  le   rapport-,  on  trouve  que  le  terme  en—  s'eva- 

nouit,  et  c[u'il  reste,  en  general,  un  terme  en  —  >  pour  lequel  la 

moyenne  prise  par  rapport  a  toutes  les  directions  possibles  des 
axes  de  rotation  est  dillerente  de  ze"ro.  Nous  aurons  done  une 
force  inversement  proporlionnelle  au  carre*  des  distances,  conle- 
nanL  en  1'acteur  Jes  dimensions  de  1'electron  et  une  puissance  au 
moins  e"gale  a  3  de  1'inverse  de  la  vitesse  de  la  lumiere  :  ce  sera 
encore  une  explication  possible  de  la  gravitation  et  de  sa  petitesse 
extreme.  D'ailleurs,  le  coefficient  de  ce  terme,  de  me  me  que  celui 
de  tons  les  termes  supdrieurs  au  second  (sauf  celui  qui  clonne  la 
pression  de  la  lumiere  et  qui  ne  nous  inte"resse  pas  ici),  reste 
encore  inde'termine',  eL  Von  en  conclura,  coinnie  plus  liaut, 
cju'une  explication  de  V anomalie  de,  Mercure  et  une  determi- 
nation de  la  constante  de  gravitation  par  des  mesures  electro- 
magne'tiques  pourront.  sans  doute  Sire  deduites  des  lois  de 
I'Electrodynamicjue^  lorsque  celles-ci  seront  connues  civic  plus 
d' exactitude. 

Dans  V  une  et  Cautre  hypo  these,  la  Gravitation  tiendrait 
essentiellement  a  la  constitution  dynamique  des  atomes. 

En  resumd,  si  deux  siecles  de  recherehes  ne  nous  onl  donn6 
encore  aucune  indication  d'une  connexion  entre  la  gravitation  et 
d'autres  plienomenes,  en  particulier  les  phe"nomeiies  ^lectroma- 
gn^tiques  ;  si  la  propagation  de  cette  force  dans  un  temps  fmi 
reste  problematique,  il  est  probable  que  cela  tient  a  1'imperfection 
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de  iios  connaissances  des  lois  exactes  des  phenomenes  e"lec- 
triques,  et  que  nous  pouvons,  dans  un  avenir  plus  ou  indiiis  pro- 
chain,  esperer,  a  defaut  d'une  explication  mecanique  de  la  gravi- 
tation, une  reduction  de  cette  force  aux  actions  electriques.  Ce 
sera  la,  pour  1'unite  de  iios  conceptions  physiques,  un  pas  de  la 
plus  haute  importance. 
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incr  kihv.lirli  in  ilit!H«r  /.oitsrhrift  (')  rrsrhiurHMUMi  Mil  I  wiling 
StralilutigHthfuru'  )»  knnuul  H«rrll.-A.  Lorculx  xuin  Sohluss, 
Yin",  von  JctiHH  (a)  uiut  ilun  (;|)  ftitvvickc.lln  'I'heoric;  d«r 
kiir/cit  Struhiun^  »»  init  dttr  I'lrlnhrung  nioliL  vovcinhar  sei  ;  da 
ilu'r  die  \,l>l(*itiifi^  <l«r  Strnltlungflfortnel  auf  diosein  VVo^c 
iufiiliin  wrnliMt  ki»rtn«,  vvctin  tin  den  deklrotmigiu'lisdien 
wi'si-ntliclu!  Andoriingen  angcilirnc.ht  wiinlrn,  so 
li  darnu»  die  Notwfudigkeil  «<)lr.lu;r  /Viulc;rung(;n,  tuitl 
,  im  Stutie  cirr  fMiincksclioa  Tlioorie,  irgontl  clwas  cinc.in 
\tciiu  \hnlichcs  in  die  Theorie  auf^iiotnmo.n  vvcr- 


tier  grossoa  Wirfitigkitit  dirncr  Fragc.,  uad  l>ei  den  Schwieri^- 
i,  tlic«,  vvie  Ilcrr  II.  -A.  Lorentx  y.eigl,  uuoli  bci  ICiisfiilirun^ 
lant'k^chttn  Atunis  a<irh  forthostrliea,  sei  cs  ^eslullcl,  anf 


.  /,t<t,tmitri/t<  I,  IX,  «<j«H,  p.  .ilia. 
/'/•«<•.  /r»»/.  ,V«r,,  L  I.X.XVI,  i«j«ti,  j.,  at,G,  5'|5. 

II.-  V  LfimiNn,  /.«  /mrtugf  de  I'tmergit*  f.ntre  la  mutien:  ptmdtfreiblr  et 
•.  Cunlrrrncr  it-nur?  utt  cuHRn^dp  Home  (Homa,  TipoRrafia  tlclia  H.  \ccad. 

Ifri  },  »i\r»t   »ij»»K, 
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einen  Fehler  der  Jeans-Lorentzschen  Theoric  Jiinzuvveisen,   cler 
ererade  den  wesentlichen  Punkt  des  Beweises  betrifl't,  womit  dieser 

a  ' 

hinfallig  wird. 

Der  Ansatz  fur  die  elektrischen  und  magnetisclien  Krdfle, 
der  injenem  Beweise  gemacht  wird,  ist  zu  allgemein  ;  er  wider- 
spricht  den  For  me  In  der  re  tardier  ten  Potentiate,  denen  jede 
physikaliscli  zuldssige  Losung  der  Grundgleichiingen  geniigen 
muss.  Durch  diese  Bedingung  werden  aber  gerade  die  Koordinaten 
des  freien  Athers,  die  Herr  Lorentz  (ioc.  ct'.t.)  mil  qs,  q's  bezeich- 
net,  in  ihrer  Anzahl  ausserordeutlich  beschrankl.  Diese  Koordi- 
naten aber  sind  es,  die  schliesslich  die  Strahlungsi'orniel  besLiin- 
men  ;  und  cler  Widerspruch  der  Theoriemit  der  Beobarlitung  wird 
g'erade  dadurch  bedungeii,  dass  diese  Koordinaten,  die  imendlich 
zahlreich  sind,  auf  Grund  eines  dciu  BoUzjiiannsclien  wSatze  der 
gieichen  Verteilung  der  Energie  auf  die  verscliiodenen  Freiheits- 
grade  ganz  analogen,  die  gesamte  Energie  des  Systems  an  sicb  zu 
zielien  bestreht  sind. 

Bekanntlich  lassen  sicli  die  elektromagnetischen  Gruudglci- 
chungen  der  Lorentzschen  Theorie  durch  Einfii  lining  der  Poteii- 
tiale  unter  die  gemeinsame  Form  bringen 

(i)  -V=(.r.^O, 


=  Liclitg.eschvvindigkeit,<peinegegel)eneFurxktioiivonj7,y,z,  t 
bedeuten,  und  /  im  Unendlichen  verschwindct.  Die  allgemeino 
Losung  dieser  Gleichung,  et\va  nach  cler  Poissonschen  Metliode, 
involviert  zwei  willkurliche  Fuuktiouen  von  x,y^  s,  namlich  die 

Werle  von/  und  ^  fur  die  Aninngszeil  /0.    Parlikuliire  Uisungen 
derselben  sind  : 


dx'  dy'  dz'  ; 


/<D/V      '     '    t          '- 
yla^Z''+C, 
r 

ferner  beliebige  lineare  Kombinationen  aus  /,  und  /2  der  Form 
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;,  =  /,  a^  -t-/2#2,  wo  a,  +  ao—  i  ;  endlich 

'  d>y'  dz'  dt' 
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Die  Liisung  /",  entsprichl  divergenten  Wellen,  f.2  konvergenlen, 
aus  clem  Unendlichen  kommenclen,  J\  beiden  Arten  ;  vviederandere 
Losungen  wiirden  Wellen  entsprechen,  die  gegen  Ptinkte  des  reinen 
Alhers,  wo  cp  =  o  ist,  konvergieren  oder  von  solchen  divexgieren  ; 
in  f!{  ist  die  Aufliisung  in  Wellen,  die  nach  den  Kirchhoffscheu 
and  Poissonschen  Satzen  stets  in  un endlich  vielen  Weisen  ge- 
schehen  kann,  niclit  vorgenoinmen.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass 
ausschliesslich  die  Losnng/,  in  Betracht  komme,  und  dieMaxwell- 
Lorentzsche  Theorie  setzt  dies  ausdrucklich.  voraus.  Wie  notwen- 
digdiese  Einschrankungisl.,  geliL  sclion  claraus  hervor,  dass  ebenso 
wie  bei  der  Liisung  /,  ein  Kiirper,  desseii  Eleklronen  akzelerierl 
sind,  Energie  ausslrahlt,  so  dass  in  grosser  Enlfernung  der  Poyn- 
tingsche  Veklor  nach  aussen  gericlitet  ist,  bei  fs  (Vertauschung 
von  c  mil  —  c)  dieser  Vektor  sein  Vorzeichen  andert,  der  Korpcr 
somit  Energie  aus  dem  Unendlichen  empt'angt,  ohne  dass  irgend- 
eln  anderer  Korpei-  ein  entsprechetides  Quantum  Energie  ver- 
liert.  Ein  soldier  K.orper,  vvelcher  in  dieser  Weise  dauernd 
Energie  aus  dem  Ather  zu  entnehmen  fiihig  ware,  miisste  ein 
Perpetuum  mobile,  genannt  werclen  und  ist  physi  kali  sell  un- 
inogJicli. 

Um  nun  solche,  alien  Bedingungen  —  auch  den  Beclingungen  ini 
Unendlichen  —  genugencle  Losungen,  die  trotzdem  unmogiich  sind, 
auszuscliallen,  hat  man  den  zunachst  noch  \villkiirlichen.  Anfaiigs- 
zustand  in  geeigneter  Weise  einzuschranken.  Die  noLwendige  und 
hinreichende  Bedingung,  damit/,  in  alien  Zeiten  gelte,  ist,  dass 
es  zur  Zeit  t  =  C0  und  t=l0~\-dt  gelte.  Dass  diese  Anfangsbe- 
dingung  aber  im  Maxvvellschen  VorsLellungskreis  keinerlei  ver- 
nunftigen  Sinn  hat,  ist  einleuchtend,  und  man  hat  sie  claher  durch 
andere  zu  ersetzen  gesucht.  Ni mint  man,  wie  es  meist  geschieht, 
an,  dass  zur  Zeit  t0  in  grossen  Enlfernungen  das  Feld  gleich  Null 
ist,  so  folgt  allerdings  fur  spiitere  Zeiten  die  Formel/, ;  filrfriihere 
aber  die  unzulassige  Formel  f-t.  Ferner  ist  nun  die  Giiltigkeil 
auch  von  /,  einer  ganz  unnotigen  Einschrankung  unterworfen 
(Feld  —  o  fur  t  =  ^0),  vvelcher  r/.  B.  die  gleichfurmige  Translation 
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nicht  geniigt.  Endlich  bringt  es  der  Chanikter  cler  Gleichung  (i) 
als  einer  kyperbolisc/ien  DifTerenlialgleichung  mil  sich,  dass,  wenn 
die  Anfangsbedingung  nur  sehr  angenahert  eriulltisl  (was  jaallein 
sich  konstatieren  Hesse),  daraus  keines\vegs  folgt,  class  die  Formel 
/,  mil  einer  ahnlichen  Annaherung  gelle:  es  konnten  z.  B.  kon- 
. verge nie  Wellen,  die  zarZeit  t0  sehr  schwach  und  fern  sind,  za 
einer  spateren  Zeit  an  einem  gegebenen  Punkt  cles  Raumes  einen 
beliebigen  endlichen  Wert  annehmen. 

Ebensowenig  ertragen  die  aiidern  bisher  vorgeschlageiieu  Zusatz- 
bedingungen  eine  genaue  Krilik  (')  ;  der  Ubergang  von  den  rever- 
siblen  Differentialgleichungen  zu  den  retardierlen  Potentialen, 
durch  welclien  erst  die  Irreversibilitdt  in  die  Elektrodynamik 
eingefiihrt  vvird,  lasst  sich  auf  dem  Boden  der  Maxwellschen  An- 
schauungen  allein  niclitfuiden.  Es  islalso  vvichtigzu  konstatieren, 
dass  der  vollstandige  Ansdruck  der  Strahlungsgeselze  und  iiber- 
haupt  der  Maxwell-Lorentzschen  Theorie  niclit  die  Diflerenlfel- 
gleichungensind,  sondern  die  Elementarwirkuagen,  die  sich  durcli 
Einfiilxrung  der  retardierten  Potentiale  in  den  Lorentzschen  Aus- 
druck  der  ponderomolorischen  Kraft  ergeben.  In  dieser  Form 
sind  auch  der  elektrische  und  der  magnelische  Vektor  eliminiert, 
welche  ja  nie  direkt  beobacbtet  vverden  konneu,  sondern  bloss  die 
Rolle  matliemalischer  Hilfsfunktionen  spieJea  (-),  wa'hrend  die 
eigentlichen  Aussagen  der  Theorie  sich  nur  an  I'  die  Griissen  Raum, 
Zeit  und  elektrische  Lad un gen  beziehen. 

Zur  Ableitung  der  Strahlungsformel  stelJen  sich  nun  Jeans  und 
Lorentz  einen  parallelopipedischen,  durch  spiegelnde  Wande  be- 
grenzteu  Hohlraum  vor,  in  dem  sich  ein  Korper  K  ))cfirideL ;  die 
elektrischen  und  magnetischen  K.rafte  im  Innern  werden  als  Funk- 
tionen  vonj?;  j,  z  in  Fourierreihen  entvvickelt,  deren  Roeffizienten. 
Funktionen  der  Zeit  sind  und  die  Rolle  LagrangescherKoordinaten 
spielen,  fiir  welche  die  DitTerentialgleichungeu  aus  dem  Hamilton- 
schen  Prinzip  abgeleitet  werden  konnen.  Bei  cliesem  Ansatz  ist 
die  wesentJiche  Bedingung-  der  DarsteJlbarkeit  durch  retardierte 
Potentiale  nicht  berucksichtigt ;  diese  Bedin^ung  schaltet  aber, 

(')  IJber  diese  und  andere  schwache  Seiten  der  Maxwell-Lorentzschen  Theorie 
vergleiche  man  die  Arbeit  des  Verf. :  Recherches  critiques  sur  I'electrodynamique 
gene'ralc,  GEuvres,  XVIII,  p.  317. 

(2)  Loc.  cit.,  p.  3i8. 
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wie  oben  hervorgehoben,  aus  den  Anfangszustiinden  eiue  unencl- 
liclie,  diircb  zvvei  willkiirliche  Funklionen  von  xyz  und  somit 
(lurch  unendlich  viele  Parameter  darstellbare  Mannigfaltigkeit  von 
Xastiinden  dcs  Athers  als  unzulassig  aus.  Sie  erfordert  insbeson- 
dere,  dass  die  Ka-afte  konstanl  bleiben,  vvenn  die  elektrischen 
Ladungen  dauernd  rulien.  Dies  ist  dagegen  nach  den  partiellen 
Did'ereutialgleichungeii  nicht  nolwendig  der  Fall:  man  wird  stets 
nocb  eiue  Lnsung  der  homogenen  Gleichung  —  —  c-  A  =  o  hinzu- 
fiigen  konnen,  die  im  vorliegenden  Falle  den  Randbedingungen  an 
den  spiegelnden  Wanden  gcniigenmuss,  und  sich  somit  als  Gesaml- 
heit  der  elekLrisclien  Eigenscluvingungeu  des  Hohlraumes  (ohne 
den  Korper  K.)  ergibt.  Solche  Losungen  erscheinen  in  der  Jeans- 
Lorcnlzsclven  Ableilung,  wie  Lorenlz  (ioc.  ciY.,  p.  i4)  hervorhebt. 
als  zuliissig,  was  sie  niclit  sollten.  Vielmebr  miissten  die  unendlicb 
viol.cn  Parameter,  die  sie  involvieren  (Koeffizienten  der  Entwicke- 

Inng  der  allgemeinen  Ijiisinig  von  —  —  c-  A  ==  o  nach  den  Eigen- 

scliNvnigungen  dcs  Holilraumes,  also  in  eine  Fourierreilxe),  dauernd 
Null  sein.  Diese  unendlich  vielen  Parameter  des  «  reinen  Athers  » 
ahcr  gerade  sind  es,  die  nach  dem  Satz  der  gleichma'ssigen  Ver- 
teilung  der  l^ncrgie  auf  die  Frciheitsgrade,  die  ganze  Energie  zu 
absorl)icren  und  auf  die  kiirzesteu  Wellenlangen  zu  verteilen  be- 
strcbt  sind.  Die  Jeans-Lori: nlzsche  Tlieorie  ist  also  unzulassig. 
Man  k<")nnte  einwenden,  die  eben  besprochene,  nach  Fourier- 
reihen  ent.vvickelte  Liisung  lasse  sich  auffassen  als  «  retardierte  » 
Kriifte,  herriilirend  von  den  Klektronen  der  spiegelnclen  Wancle. 
Da  aber  vollkommen  spicg-elnde  Wa'nde  unendlich  viele  Lei tungs- 
eleklroncn  in  dcnselben  voraussetzen,  so  sind  sie  eben  aus  diesem 
Grande  bier  als  unzuliissige  AbsLraklion  zv  vevwerfen,  da  in  Wirk- 
Jiclikcit  die  Anzalil  der  Freibeitsgrade  des  Korpers  K  (bzw.  die 
Zalil  derdarin  befindlicheiiElcktronen)  und  der  des  Spiegels  nicht 
als  unendlich  verscbieden  betracbtet  werden  diirfen  und  es  gerade. 
Kicrauf  ankonimt.  1st  die  Anzahl  der  Elektronen  des  Spiegels  sehr 
gross,  so  wird  allerdings  der  Ansatz  Jeans-Lorentz  giiltig  bleiben, 
abet-  nur  filr  Eigenschwingungen  des  Hohlraumes,  fiir  vvelche  die 
in  Wirklichkeit  vorliegende  Diskontinuitat  des  Spiegels  sowie  die 
Endlicbkeit  der  Elektronenzabl  und  der  Leitfabigkeit  noch  nicht 
in  Betracht  kommen,  also  fiir  lange  Wellen  oder  niedere  Tem- 
a.  32 
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peraturen.  Dies  isl  der  Grund,  warum  jcner  Ansatz  fiir  solche 
Wellen,  und  nur  filr  solche  Wellen,  richtig  ist.  Filr  kilrzere 
IVellen  ist  derselbe  dagegen  in  keiner  Weise  mil  der  Be- 
dingung  der  retardierten  Potentiate  vereinbar,  er  stellt  einc 
viel  zu  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Losungen  dar. 

Die  Bedingung  der  retardierten  Potentiale    in  die  statistische 
Betrachlung  aufzunehmeix,    scheint  allerdings  schwierig,  und  es 
fragt  sicli,  ob  sie  auch  geniigt,  um  eine  spektrale  VerLeilung  der 
Energie  von  dem  experimentell  gegebenen  Gharakter  zu  bedingen. 
Es  ist  hierzu  vor  allem  notig,  festzustellen,  vvieviel  uiid  was  fur  will- 
kiirliche  Konstanten  die  allgemeine  L<isung  der  Bewegungsglei- 
chungen  eines  Systems  von  Elektronen  involviert,   vvenn   fiir  die 
Krafte   der  Ansatz   der   retardierten.  Potentiate    gebrauchl   wird. 
Denn  nur  auf  diese  willkiirlichen  Elernente  clarf  sich  die  statistische 
Betrachtung  erstrecken.  Bei  mechaiiiscben  Problemcn  vereinfacht 
sich  dieFrage  dadurchsehr,  dass  durchAngabe  der  Koordinaten  q 
und  der  Impulse/*  der  weitere  Verlauf  bestimmt  isl.    In  der  Elek- 
tronentheorie  ist  dem  anders,  und  es  liegt  vielleicht  bier  wiede-r 
ein  vvunder  Punkt  derselben.    Sdion  die  Gleicliungen  der  krafte- 
freien  Bewegungdes  starren  Elektrons  lussen,  vvie  Herr  Herglotz  (  ' ) 
gezeigt  hat,  ausser  der  gleichformigen  Translation  noch  unendlich 
viele  Losungen  zu ;  bei  sehr  kleiner  Geschvvindigkeit  ist  die  all- 
gemeine  Losung  darstellbar  als  Sumrae  unendlich  vieler  Schwin- 
gungen,  mil  willkiirlichen  Amplituden,  deren  Wellenlangen  samt- 
lich  weit  jenseits  des  bekannten  ultravioletten  Spektrums  liegen, 
namlich  huchstens  von  der  Grossenordmmg  des  Elektronendurch- 
messers  sind,  und  keine  unlere  Grenze  besitzen.  Da  die  Herglotz- 
sche  Methode  (2)  auch  fiir  allgemeinere  Probleme  der  Elektronen- 
theorie  anwendbar  bleibt  und  zu  ahnlichen  Inlegralgleichuiigea 
fuhrt,  diirfte  auch  allgemein  ein  almliches  Verhalten  der  Losungen. 
zu  erwarten  sein.    Dasselbe  ist  namlich  in  letzter  Inslanz  dadurck 
bedingt,  dass  in  der  Elektronentheorie  die  Akzeleration  eines  Elek- 
trons bestimmt  wird  durch  gewisse  friihere  Lagen,  Geschwindig- 
keiten  und  Akzelerationen  der  anderen  Eiektronen  bzw.  Ladungs- 


(1)  G.  HERGLOTZ,  Gott.  Nachr.,   r9o3,    Heft  6;    190/1,    Heft  6;  Math.  Ann., 
t.  LXV,  1908,  p.  87. 

(2)  Loc.  cit.,  1904. 
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trieren,  bewirken  mochten,  wenn  auch  die  Formal  vielleicht  eine 
von  der  Jeanssclien  abvveichende  Gestalt  hatte.  Aber  auch  ohne 
diese  Betrachtimg  muss  die  Existenz  z.  B.  der  kraftefreien  Eigen- 
schwingungen  des  Elektrons,  die  sicli  jeder  Losung  superponjeren 
lassen  und  nach  denea  sick  jede  Losung  entwickeln  lasst,  die  also 
uberall  auftreten  mtissten,  als  experimentell  unwahrschetulich  be- 
trachtet  vverden.  Sollte  auch  eine  Stralilung  von  ausserst  knrzer 
WeJlenlange  unseren  Beobachlungsmethoden  unzuganglich  seio, 
so  miisste  sich  doch  ein  eiitsprechender  merklicher  Energiedefekt 
zeigen,  der  nirgends  wahrgenommen  wurde. 

Man  darf  hieraus  vielleicht  schliessen,  dass,  ebenso  wie  wir 
sclion  gezwiingen  waren,  die  Mannigfaltigkeit  der  Losungeti 
der  Maxwellschen  Tlieorie  durch  die  Einfiihrung  der  retar- 
dierten  Potentials  ausserordentlich  herabziisetzen,  eine  neu& 
der  artis;e  Beschr  tinkling  noch  no  tig  isi,  urn  die  Anzahl  der 

o  O  O  ' 

Bestimmungselemente  (Konstanteti]  der  Losungen  auf  ein® 
endLicfie  zu  rerluz-ieren. 

Dass  u nter  den  moglichen,  unendlich  vielen  Liisungen  stets  eiuo 
ausgezeichnet  ist,  wie  unler  den  Lusungeii  der  partiellenDiQ'erea- 
tiaJgleiclmngen  die  retardierten  PoLentiale  ausgezeichnet  warea, 
liisst  sich  leicht  plausibel  machen.  Man  denke  sich,  es  wirke  die 
Gravitation  nichtmomentaii,  sondernnach  den  elektrodynauiischen 
Gesetzen.  Um  alsdann  bei  gegebenen  A.n fangs wer ten  der  Koordi- 
naten  undGeschwindigkeiten  dieweitere  Bewegung  zu  berechnerij 
vvird  man  zuniiclistvon  der  Bewegung  nacli  'dem  klassischeii  Gesetz 
als  ersler  Approximation  ausgehen  ;  diese  Losung  vvird  man  dann 
in  die  (sehr  kleinen)  Zusalzglieder  einsetzen,  die  das  iieue  Gesetz 
eingefiihrt  hat;  so  entstehen  neae  Different! algleichuiigen  zweiter 
Ordnung,  die  man  mil  denselben  Anfangswerten  integriert  usw. 
Es  ergibt  sich  so  schliesslich  eine  Losung,  in  welcher  jede  Koor- 
dinate  x  eine  bestimmte  analytische  Funktion  der  Zeit  t  und  der 
Anfangswerte  ,r0£-,  x'oi  ist,  die  aber  allerdings  nur  in  einem  be- 
sclirankten  Bereich  dieser  Grossen  gilt.  Diese  L<")Sting  kann  dann, 
sowohl  als  Funktion  von  t  wie  als  Funktiou  der  Anfangswerte  X0i, 
x'oi,  analytisch  fortgesetzt  werden  und  gibt  dann  fiir  jede  Zeit  imcl 
fiir  beliebige  Anfangswerte  der  Koordinaten  und  Geschwindigkeitea 
eine  ganz  bestimmte,  nur  von  diesen  Daten  abhangige  Losung  des 
Problems,  neben  welcher  allerdings  unendlich  viele  andere  Lo- 
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sungen  existieren,  fiir  vvelche  das  Verfahren  nie  giiltig  1st,  und 
welche  hochst  merkwiirdigen.  Planetensystemen  entsprechen  wiir- 
den.  Fiir  den  Fall  cles  kraftefreien  Elektrons  erhall  man  die  ein- 
fachc  Translalion.  1st  diese  Losung  die  einzig  zulassige,  so  wilrde 
die  Anzald  dcr  wiilkiirlicJicn  KonstanLen,  d,  h.  die  Mannig- 
faltigkc.lt  der  Losung,  nic/it  grosser  sein  wie  in  der  Mechanik, 
ndmlich  gleicli  der  doppeltcn  Anzahl  der  Freiheits grade  der 
Elektronen. 

Dies  la'sst  sicli  elvva  bewirken,  indem  man  eine  Zusatzbedingung 
in  Form  eiues  Minimalprinzips  einfiihrt,  vvobei  die  Variation 
zwar  fiir  alle  Losungen  verschvvinden,  ein  \virkliches  Minimum 
abet1  nur  fiir  eine  bestimmte  Losung  eintreten  diirfte.  Abnliches 
gilt  z.  B.  in  der  Theorie  der  Schwingungen  von  Saiten,  Membra- 
nen  usw.  (^J,  \vo  fiir  samtliche  Ei  gen  schvvin  gun  gen,  inunendlicher 
Anzabl,  die  Variation  versclivvindet,  das  Minimum  aber  nur  fiir 
den  Grundton  erreicht  \vird.  Ebeuso  kiinnte  man,  neben  den 
Bedingnngen  im  Unendlicben,  aticb  Bedingungen  fiir  sehr  grosse  t 
einfiihren,  die  wieder  durch  die  Variationsrechnung  sich  ableiten 
liessen. 

Die  vonLorentz  liervorgehobenen  prinzipiellen  Schwierigkeilen 
in  der  Tbeorie  der  scbwarzen  Strahlutig  fuJiren  uns  also  nicJit 
sowold  darauf,  mit  Planck  ein  Energic-Zeit-Element  einzu- 
fiiliren,  als  viclmelir  auf  die  Forderung,  es  miisse  das  durch 
die  gegi'.mvartigc  ElekLroncntJieorie  verletzte  Prinzip  derEin- 
deutigkeit  des  Naturgesche/iens  im  Sinne  der  klassischcn 
Mc.chanik  durch  ein  Minimalprinzip  wieder  hergestellt  werden, 
so  dass  eine  gewisse  endliche  Anzalil  Bestimmungsstiicke  geniige, 
den  Verlauf  der  Bewegung  eines  Systems  von  Elektronen  fiir  alle 
Zeiten  zu  bestimmen. 

DamiUviivde  der  letzte  Rest  dessen,  was  man  einst  Ather  nannte, 
aus  den  Naturgesetzen  verschvvinden.  Sukzessive  hatte  die  Erfab- 
rung  scbon  genotigt,  ihm  Bewegung  und  andere  Eigeuschaften  der 
Materie  abzusprechen;  aus  einem  mehr  oder  vveniger  komplizierten 
Mcchanismus  war  er  der  selbstunveranderliche  Trager  der  elektro- 
magneliscben  Erscbeinungen  gevvorden.  Auf  diesem  reduzierten 

(')  Vgl.  z.  B.  RIEMANN-WEDEII,  Partielle  Di/erentialgleichungen,  i.  II,  p.  284, 
Braunschweig,  1901. 
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Gebiete  hatte  seine  Existenz  sich  noch  immer  durch  Los  tin  gen  der 
Gleichungen,  die  von  der  Mater ic  bz\v.  den  Elektronen.  unabhangig 

waren  (der  Gleichung— — c2A=o   geniigten),   zeigen   konnen. 

Die  Erfahrung  zvvingt  tins,  diese  Losungen  abzuvveisen.  Dann 
a  her  driicken  die  Gleichungen  der  Elektronenlheorie  nur  nocli 
Beziehungen  z\vischen  Rauni  und  Zeit  ans,  die  Feldstarken  oder 
«  Zuslande  des  Athers  »  konnen  vollstandig  elirainiert  \verden. 
Der  Atlier  sinkt  zur  Abstraktion  herab  :  er  ist  nur  uoch  ein  abso- 
lutes Koordinatensystem  und  eine  mathematische  Konstruktion, 
vvelclie  in  die  Formeln  unendlich  viele  Konstaiiten  einfiihrt.  Die 
Erfahrung  scheinL  ihm  ^Yeder  die  ersLe  noch  die  z\veite  dieser 
Eigenschaflen  lassen  zu  wollen  :  sic  verbannt  ihn  ganz  aus  der 
Phjsik. 

Bei  dieser  Annahme  zerrinnt  uns  aber  in  JNiclits  eine  derwesent- 
lichen  Grundlagen  der  Maxvvellschen  Beschreibung  der  Vorgange 
durch  parlielle  DifFerentialgleichungen,  denen  ja  nun  kein  physi- 
kalischer  Sinn,  sondern  nunmehr  die  Bedeutung-  einer  inathemati- 
schen  Zwischenkonstruktion  zukommt,  vvelche  iiberdies  fiir  sich 
allein  ungeniigend  ist.  Der  Glaube  an  ihre  unbedingte  Gultigkeil 
vvird  dadurch  nicht  gefestigt,  um  so  mehr  als  sich  zeigen  lasst  ('), 
dass  die  experimenlellen  Grundlagen  nach  gevvissen  Seiten  hiti 
vollslandig  fehlen. 

C1)  W.  RITZ,  Loc.cit.;  QEuvres,  XIX,  p.  .^27  ;  XX,  p.  >^;  XXI,  p.  /|6a. 
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.  KHU'fUKlirNcr   Ml-  MKX  At'FSAT'/  hKS  IIKItllX  A.  KINSTKIX.) 


I'fi\  sikittisclit'  /t'ifsi'liri/ft   m.  Jiihr^iin^,  No  7,  Srilt!  ?v  j  uu'i, 


llcrr  Kinstcin  ist  dcr  \nsichi  (  '  ),  tlasn  die-  von  uiir  (a)  lictonlo 
\  ii'lfaltiglvt-it  tier  Inlt'finilr  dcr 


ft  f 

T;;,        A/        -ir.r,  .)',  3, 
i 


i  r       I.tciit^fM'hNviinli^kcit  )  nirht  hrsteht,  \\cnigstcitH  tiic'Iil  in  dcin 
Sinn*1,  class  di«>  jiiirtiktiliircn  Iti 


f'i(y/  3'   /          M 
l,,-^.--,—..—--^-.^^^-!!!  ^  i-'  dy'  tls' 
''  "      '  ' 


niclit  <l<MiHcll)f«n  Vdr^iingt'n  fntHrerlu'u,  \'irlnu»lirkt>mm( 


(')  I'hysikttL  Zrittchr.,  t,  X,  njwj,  p,  IHJ. 
(J)  GSuvret,  XX III,  j..  /,.»3. 
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Ansalz  darauf  hinaus,  class  man  das  Feld  in  (#,  j",  -,  0  berechne 
ans  gevvissen  friiheren  Zustanden,  der  zweite  aus  spateren,  so  dass 
die  Wahl  zwischen  /,  and  /2  die  Art  der  Berechnuug,  niclit  das 
Wesen  cles  V  organ  gs.  beriihre.  Diese  Ansicht  ist  dtirchaus  unhalt- 
bar.  Wenri  aut'einem  Kcirper  A  zur  Zeit  t  ein  mil  Strahlung  ver- 
bundener,  sehr  kurze  Zeit  dauernder  Vorgaug  slattfindet,  so  wird 
auf  die  Elektronen  eines  in  grosserer  Entfernung  /-  befindlichen 
KiJrpers  B  bei  der  Annalnne  von/,  ein  Impuls  \virken  zur  Zeil 

i-\ — •  bei  der  Annalnne  von  /'.,  ein  soicber  zur  Zeit.  t (bevor 

c  •  c  x 

der  V'oi^gang  auf  A  slaLtgefunden  bat!);  bei  Annalnne  von  f$  da- 
gegeu  ergeben  sicb  fiir  B  zwei  J.ni[>ulse,  zu  den  Zeiteu  t und 


t-\ Der  letzlere  Vorgang  ist  also  wesenllicb  verscbieden  von 

den  beiden  andern,  and  aucli  diese  sind  in  allgemeineren  Fallen 
durcb  Uinkebrung  cles  Vorzeicbens  der  Zeil  nicbt  miteinander  zur 
Deckung  zu  bringen.  Um  eine  andere  Art  der  Berechnung  ban- 
delt  es  sicb  bier  nicbr,  sondern  um  einen  ganz  anderen  Vorgang. 

Bei  einem  endliclv  begi-enzlen  Raume,  meint  ferner  Herr  Ein- 
stein, konne  man  sow  obi  die  Vorgange  durcb  f\  vvie  durcb /2  dar- 
stellen.  Bern  isl  nicbt  so.  Nacb  bekannlen  Salzen  kommt  zu  dem 
iiber  die  elektrischeu  Dichten  oder  Str(iinungen  erstreckten  Inte- 
gral (/,  oder  j^)  ein  Oberdacbenintegral  binzu,  welches  von  den- 
selbei.)  nicht  abhangt.  In  dieser  Form  kann  man  sowobl  friihere 
Zeiteii  als  aucb  spatere  Zeiten  zur  Bereclinnng  des  Feldes  heran- 
ziehen.  Aber  die  Loreutzscbe  Annahnoe  bestebt  eben  darin,  dass 
bei  der  Anwendung  von  /',  und  Vorausselzung  grosser  Raurae  das 
Oberflachenintegral  wegfa'llt,  \voraus  folgt,  dass  es  dann  bei  An- 
wendnng  voii/o  bei  demselben  Vorgang  im  alJgemeinen  nicht  ver- 
schwindel. 

Aber  neben  diesen  Integralen/4 ,  y2,  /3  besteben  nocb  eine  un- 
eudliclie  Anzahl  anderer,  und  es  ist  ganz  unstatiliaft,-  zunachst 
xiberbaupt,  wie  Herr  Einstein  es  tut,  voii  emittierten  und  absor- 
bierten  Feldern  zu  reden.  Ware  es  erst  gelungen,  aus  dieser 
Mannigfaltigkeit  von  Losungen  durcb  irgendeine  neue  Annahme 
/n  /2  und y '3  als  allein  in  Betracbt  kommend  herauszuscbalen,  so 
ist  es  nicbt  mebr  schwer,  durcb  Bedingungen  iiber  die  Rich tung' 
des  Strahlungsvektors  im  Unencllicben,  /,  als  einziges  Integral  zu 
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beslimmen.  Es  lumdelt  sich  aber  hier  um  eiue  viel  schwierigere 
Frage,  und  allcs  was  bisher  zu  ihrer  Losung  beigebracht  wurde, 
muss  als  imbaHbar  zuriickgewiesen  werden,  wie  ich  an  anderer 
Stelle  (l)  eingehend  erorlerl  liabe. 

Herr  Einstein  wirft  feriier  der  mil  retardierteii  Kraften  operie- 
renden  Tlieorie  vor,  sie  konne  den  Zusland  (Energie  und  Bewe- 
gungsgrosse)  cines  Systems  nur  unter  Hinzuziehung  friiherer 
ZusLande  des  Systems  beschreiben,  wahrend  die  parlielleii  Diffe- 
rentialglcidiungen  den  MomeiitanzusLand  geben.  Aber  die  Frage 
1st,  ob  dieser  MomeiitanzusLand  mil  den  Formeln  der  reLardierten 
Patentiaie  ubercinslimmL  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  sagt  die 
eine  DursLcillung  Lalsdclilicli  ^cnau  dasselbe  aus  wie  die  anderc, 
inehvas  abweichender  Form  ;  im  zvveitenFall  dagegen  isL  derVor- 
ganp,'  eiu  soldier,  der  Lalsachlich  nie  beobachtet  wurde.  1st,  es 
gelun^cn,  die  Tatsaclie,  class  eiue  L('Jsung,  die  sich  nichl  aus  den 
retardierLcn  Potential  en  ableiten  la'ssL,  nie  ))eobachtet  wurde,  in 
voller  Allgcnieinlieit,  vermiLLeist  annehmbarer  Zusalzhypothesen 
aus  dim  j)artiellen  Diflercntialgleichungen  streng  abzuleiten,  so 
vvird  die  Sc.hwierigkeiL  behoben  sein.  .Bis  dahin  erblicke  ich  viel- 
mehr  in  der  TaLsaehe  ,  dass  die  retardierten  Krafte  die  einzig 
wa/iret).  Inlcgralo  der  Glciclmiigen  sind  (gegen  den  kalten  Welt- 
raum),  und  dass  in  grosser  Entfernung  iniblgcdessen  die  Energie 
stets  nach  aussen  hin  odor  wenigstens  nie  nach  iniien  stromt,  die 
Wurzel  der  Irreversibililul  und  des  zweiten  Hauplsatzes.  Dass  man 
durcli  Ersatz  des  Bildes  «  Ather  »  durch  gewisse  energelische  Vor- 
stellungen  die  liesprochenen  und  manche  andere  Schwierigkeilen 
vermeiden  kaun,  soil  an  dieser  Stelle  nicht  ausgefiibrt  werden. 

Ich  muss  daher  meinen  Schluss  aufrecht  erhalten,  dass,  solange 
man  zu  /,  nodi  irgentlein  willkiirliclies  Integral  der  Differential- 
gleichung 


hinzufiigen  darf  ,  •  notwendig  (auch  wenn  man  auf  beschra'nkle 
Ratline  und  vollkoinmeuu  Spiegel  verzichtet)  eine  der  Erfahrung 
vvidersprechende  Slrahlungsformel  nach  derMelhode  Jeans-Lorentx 

(')  VV.  KHZ,  OEuvres,  XVIII,  ]».  i/|5. 
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sich  ergeben  wircl ;  dass  aber  bei  Voraussetzung  retardicrter  Poten- 
tiale  jene  Methode  deswegen  unzulassig  isL,  vveil  sie  mil  einer  un- 
endlichen  Anzahl  Eleklronen  (und  einem  vollkommenen  Spiegel) 
operiert. 

Gotiingen,  Februar  1909. 


XXV. 

ZUM  GECrENWARTIGEN  STAND 

DES   STRAIILTJNGSPROBLEMS, 

VON  W.  RITZ  UND  A.  EINSTEIN. 


Physikalische  Zeitschrift,  10.  Jahrgang,  N°  9,  Seile  323-324. 


Zur  Aufklarung  der  Meinungsverschiedenheiten,'  welche  in 
nnsern  beiderseitigen  Publikalionen  (')  zuLage  gelreten  sind,  be- 
merken  wir  Folgencles. 

In  den  speziellen  Fallen,  in  denen  ein  elektroraagnelisclierVor- 
gang  aufeinen  endlichen  Raam  beschrankt  bleibt,  ist  die  Dar- 
stellung  des  Vorganges  sowohl  in  der  Form 


als  auch  in  der  Form 


/      X',  y,  y, 

_  /„  _  JL    I    _^ 

~J*~!^J  r 


dx'  dy'  dz' 

J 


und  in  andern  Formen  muglich. 

Wahrend  Einstein  glaubt,  dass  man  sich  auf  diesen  Fall  be- 
schranken  konne,  ohne  die  Allgenieinhett  der  Betrachtung  wesent- 

(l)  W.  RITZ,  CEuvres,  XVIII,  p.  4o3,  und  A.  EINSTEIN,  Physikalische  Zeit- 
schrift,  t.  X,  1909,  p.  185-198. 
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lick  zu  bescliranken,  betrachtet  Ritz  diese  Beschrankung  als  eine 
prinzipielL  nicht  erlaubte.  Stellt  man  sich  auf  cliesen  Standpunkt, 
so  noligt  die  Erfahrung  dazu,  die  Darstellung  mit  Hilfe  der  retar- 
dierten  Potentiale  als  die  einzig  mogliche  zu  betraclilen,  falls  man 
der  Ansicht  zaneigt,  dass  die  Tatsache  der  Nichtumkehrbarkeil 
der  Strahlungsvorgange  bereits  in  den  Grundgesetzen  ihren  Aus- 
druck  zu  fin  den.  habe.  Ritz  betracblet  die  Einschrankung  auf  die 
Form  der  retardierten  Potentiale  als  eine  der  Wurzeln  des  zweiten 
Hauptsatzes,  vvahrencl  Einstein  glaubt,  dass  die  Niclitumkebrbar- 
keit  ausschliesslich  auf  Wahrscheinlichkeitsgriinden  berulie. 

Ziirich,  April  1909. 


XXVI. 

DAS 

PRIMP  DER  RELATIVITAT  IN  DER  OPTIR. 

(ANTRITTSREDE  ZUR  HABILITATION.) 


Ein  Grundgesetz  cler  Mechanik,  das  Prinzip  der  Relativitat, 
besagt,  dass  die  gieichformige  Translation  eines  mechanischen 
Systems  ohne  Einlluss  hleibt  auf  die  Vorgange  innerhalb  desselben. 
Gleiches  gilt  von  der  absoluten  Orientation  des  Systems  imRaume: 
eine  beliebige  Drehung  cler  Koordinatenachsen  andert  die  Gestalt 
der  Gleichungen  der  Mechanik  nicht.  Beide  Aussagen  kann  man 
dahin  zusammenfassen,  dass  diese  Gleichungen  unverandert  blei- 
ben,  vvenn  man  an  Stelle  der  Koordinaten  J?:y,  z  neue  einfiihrt 
durch  die  lincaren  Beziehungen  : 

.7.-'=  a. i sc  -+-  $\y  -t-  *{\z-+-  ^i*, 
y'=  a2a7-H  $.2y  +  ^3-+-  v^t, 
z'  —  a3a?-t-  pjjK-H- Y3-3-!-  ^3*) 

wovin  die  a,  [i,  y  die  Richtungskosinusse  sind,  die  den  sog.  Ortlio- 
gonalitatsbedingungen  geniigen  miissen,  \viihrend  v\,  P2,  P3  die 
Ivomponenten  der  konstanten  Translationsges'chwindigkeit  des 
Systems  sind. 

Gleiches  gilt  natiirlich  auch  fiir  alle  diejenigen  physikalischen 
Erscheinungen,  die  auf  mechanische  Vorgange  innerhalb  der  Ma- 
terie  sich  zurtickfiihren  lassen,  wie  der  Schall,  die  Warme  usvv. 

Ganz  anders  ist  es  mil  den  optischen  und  den  mil  ihnen 
verkniipften  elektrodynamisclien  Erscheinungen.  Zwei  Theorien 
haben  sich  bekanutlich  lange  Zeit  das  Gebiet  der  Optik  streitig 
gemacht.  Die  Emissionshypothese  und  die  Undulations-  oder 
Athertkeorie.  Nach  clem  ersten  wircl  die  Energie  von  einem 
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leuchtendeii  Korper  nach  alien  Seiten  fortgeschlcudert.  Nach  der 
zweiten  pflanzt  sie  sich  wellenartig  fort  in  dem  das  ganze  Weltall 
erfullenden  Lichtather.  Je  nachdem  wir  die  eine  oder  die  andere 
Theorie  za  Grunde  legen,  vverden  wir  fur  den  Einfluss  einer  Trans- 
lationsbewegung  der  Materie  ganz  andere  Resullate  erhalten. 

Betrachten  wir  zunachst  die  Emissionshypothese.  Die  Energie- 
teilchen  werden  mit  einem  konstanten  stets  gleichen  Anfangsimpuis 
fortgeschleudert,  sie  bevvegen  sich  geradlinig  fort,  bis  sie  einen 
neuen  Korper  treffen,  der  sie  dann  ablenkt.  Alle  diese  Vorgange 
sind  rein  mechanische,  folglich  bleibt  auch  das  Relntivitatsprinzip 
erfiillt.  Leuchtet  eiii  Korper  kurz  auf,  so  vverden  die  ausgesandten 
Lichtteilchen  zu  jeder  Zeit  die  Fliiche  einer  Lvug'el  erfiillen,  die 
sich  gleichmassigausbi'eitet,  und  deren  Mitlelpunkt  mit  clem  leuch- 
tenden  Korper  zusaminenfallt,  ob  dersell)e  nun  in.  Ruhe  oder  in 
gleichformiger  Bewegung  begrifTen  sei.  Die  optischen  Gesetze 
werden  also  nach  der  Emissionshypothese  durch  eine  gleichformige 
Translation  der  Materie  nichl  beeinllusst. 

Anders  bei  den  Voransselzungen  der  Undiilationstheorie.  Ruht 
hier  der  Ather  und  auch  der  strahlende  Korper,  so  breilet  sicb.  zwar 
das  Licht  auch  kugelformig  aus,  mid  der  Mitteipunlu  der  Kugel 
bleibt  im  leuchtenden  Korper.  Bewegt  sich  aber  dieser,  so  ist  das 
fur  die  Ausbreitung  des  Lichtes  ganz  gleichgultig:  dieselbe  richtet 
sich  nur  nach  dem  Ather,  nicht  nach  der  Materie.  Eine  bestimmte 
Zeit  nach  dem  Aufleuchten  werden  wir  also  folgendes  Bild  haben: 


B' 


Die  Undulationstheorie  fordert  also  einen  Einfluss  der  Trans- 
lation der  Materie  auf  die  optischen  Erscheinungen. 

Nun  aber  ist  bekannt,  dass  die  Emissionshypothese,  wenigstens 
in  derGestalt,  die  ihr  Newton  gegeben  hat,  sich  nicht  bewahrt  hat, 
wahrend  die  Undulationstheorie  samtliche  Erscheinungen  befrie- 
digend  darstellt.  Es  war  daherzu  erwarten,  dass  die  Bewegung  der 
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u  ItrHiit'l,  riunt  Kintlnss  auf  die  opliscduMi  \  orgau<>f>  ha~ 


,!r,  mid  da«.s,  aurh  \viMin  man  Urhtqiu'llfn  Urmilxl,  die  an 
>J,itit»u  ili-r  Krdr  Ininrlmirn,  die  Li};o  dcr  Boupmyslnlde.r, 
.•iVrru/stmfrn  u>\\.  \un  tier  <  )rii-ntirriin^  dos  \pparales 
«•  Kr<U»rut"j4im54  ,  aUn  M-hlu'sslifh  ^t'^tMi  deii  FixsUirn- 
aliliiiu^ftt  \uinir.  \llt-rditi^s  7.r»ij;l  die  Thenrie  in  ilircr 

SH'UHtl'U    <irHtult,    till'    ill!'    I,(UVUt7,    ^I'^t'llCU    lial,    (liKSS    tl(M' 

fin  M-dr  ^«n-iu}4«T  **»'iu  UIUSH  inid  durch  die  so^.  (iliodor 
n  i*»tt  d.  h.  (tliedrr,  dio  das  Vcu-halluis 
il  xuin  (%)tiudruLcullialli'i). 


i'it  IMivsiktT  Mifhrlsou  ^ohing  (is  zuorsl,  (Ji<1 
^kritru  «un«'H  sit  friiu-u  X'l'r^uchi's  xu  tilHU'uindcn.  Das 
lu-iid*"  Hi^itltitt  \\.ir.  d.is^  d«ir  rr\varl<'lr  Kinlluss  dci-  ICrd- 
54  nit-lit  viit'htiiulrn  uar.  Andcn*  \'t!isuclui,  Icils  uplisrlic.r 
trisrlirr  Nalur  !I.I!»«MI  di«'H  Mr^rluiis  bcsliiti^t,  so  dass  man 
/ru^titt^  n«n\iunl,  dans  jiurli  (lit-  tijiliscditm  KrscliiMnungcn 
Mti\itat%|»riii/.iji  ^rnti^tMi  uud  «lass  die  Nalur  in  (lieseni 
*»m«'i  «ut  thrrn  .ill^tMut'itii'U  Prin^ijucn  hiilt  a  Is  die  I'hjsiluT 


;jj«l  uitii  \nr  iul^f'tiilr*  littrnutn  f-rstcllt  :  die  h'nu'ssio/ix- 
*>'  ^«'ttu^i  tlnu  tl<'luti\ittilH|u'in7,i|t;  f»c»ll  sit1  alxu-  sonst  aucli 
tar  M'in,  %«>  MIUIH  sit*  fit'fgri'ifcndf  Aridcrun^eu  in  ilirciu 
Tf.iiuvn.  l)ir  t-"nt/ultitionsthr<trii'i  dit1  sonsl  hrfrit^ligend 

jnil  ilrnt  I'rin/tji  /iiu<ir)ist  utivfrriujnir.  l''iir  die  (leHel/.c 
ten  i*»|  rbt'tt  uirht  nur  tlit*  MaU'rie1,  scmdern  vnr  ullcin  dor 
iHH^t*tiftiti,  tlt*HM*n  HtHvt'gung  culeu'  Huiu*  inilwirkl.  Will 
*rn  KiuiltHH  auvichahftt,  ««»  ervvtustui  sicli  licfgrr.ifcnde 
m»u  in  *Jftt  HrgrfU'm  /ctit,  Iltiunt  uud  IJt'we'guug  uls  not- 

t)it«*ru  l«'Ulrn*n  \\  «'g  ist  Lnn-nt/,  gtigangeu,  fcnuu1  lun- 
idlirh  in  ttt'trntlirh  uTli^fttsr  l^assuug  Minkovvski,  der 
trttHfhaft  HO  jwh  nntri»st?n  wnnli'ti  ist,  lim  tins  7,11  voran- 
inn,  MtfU-iif  AtuicrtitiKcn  i»n  '/aithegnflt;  ut'itig  nintl,  wenn 

Hf);ilivitiiUprifui|)  in  *lif  l'nciulaii<inHtl>ft(>rie  einfiil»rcu 
tt'tj  v\ir/ururk  MI  unH«r«»r  Figur.  Wir  deuken  tins  in  A 
vi»i  lirnhai'hter  mil  **«hr  vnllkuuimouAu  Uhren  verselicii. 

t  -  :n  hi«n»l  I|IT  «r«*lc  t!in  Liithlsigtujl  It'uchlcn,  vviilu'cnd 
t*  lr-«t*teJU,  xu  w-*«lrh«tr  7.tfit  cr  die.Hej*  Signal  wahrnimmL. 
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Nun  ist  zwar  bekanntlich  wohl  moglich,  an  verschiedenen  Punkten 
der  Erde  Uhren  herzustellen,  die  genau  Schrill  halten  mil  derUrn- 
drehung  der  Erde  um  sich  selbst  und  somit  denselbeuGang  habeii, 
Darait  sie  aber  auch  gleichzeitig  dieselbe  Stuncle  angehen,  also 
synchron  gehen,  ist  es  notwendig,  die  DifFerenz  der  geographischen 
Lange  festzuslellen.  Viel  genauer  erreiclit  man  das  Ziel  durch  ein 
elektrisches  Signal,  welches,  von  dem  einen  Beobacbler  abgegeben, 
sich  mitLichtgeschwindigkeitzum  andern  fortptlaiizl.  Wenn  aber 
die  Zeitim  Punkte  B  durch  dieses  Mittel  festgestellt  ist,  so  ist  es 
nichlmehr  moglich,  die  Lichtgeschwindigkeit  in.  der  besprochenea 
Weise  zu  messen;  je  nach  der  Bewegung  des  Systems  wird  der  Be- 
obachter B  einfach  seine  Uhr  anders  stellen,  und  um  den  Ein£tuss 
der  Bewegung  wahrzunehmen,  muss  der  Beobachter  iiber  andere 
Mittel  verfiigen,  um  die  Gleichzeitigkeit  in  verschiedenen  Orten 
festzustellen.  Durch  geeignele  Hypotheseu  liaben  \vir  ihm  mm 
diese  Mittel  zu  entziehen. 

Dazu  ist  zunachst  erforderlicli,  dass  alle  Kriifle,  auch  die  Gravi- 
talionskrai't,  siclinach  demselben  Geselz  ausbreiten  wie  dasLicht: 
so  wird  eine  Kontrolle  eines  Signals  durch  ein  anderartiges  un- 
mijglich.  Nun  kb'nnte  aber  der  BeobacliLer  B  sich  nach  A  mil  seiner 
Ulir  begeben,  den  Gang  seiner  Uhr  und  ihren  Synchronisms  mlt 
der  Normaluhr  A  vergleichen,  sich  nach  B  xuriickbegeben  und 
nun  den  Versuch  ausfiihren.  Jetzt  wird  sich  die  Absolutbevveguug 
geltend  machen,  \venn  nicht  der  Gang  einer  Uhr  in  einem  bevvegtea 
System  so  von  der  Bewegung  ablia'iigt,  dass  der  Synchronismus 
durch  das  Forttragen  der  Uhr  gerade  um  den  geeigneten  Betrag 
sich  andert  und  dass  beim  Riicktragen  der  Uhr  in  inngekelirtfic 
Richtung  bis  A  hierder  Synchronismus  wieder  hergestel.lt  ist.  Der 
Gang  der  Uhren,  dnrch  die  wir  die  Zeit  in  beliebigen  Orten  defi- 
nieren,  vermittelst  der  Normaluhr  A,  hangtalso  von  der  Geschwia- 
digkeit  des  Systems  A.  B  ab.  Die  so  definierte  Zeit  ist  nalilrLich 
ein  durchaits  relativer  Be.griff.  7/wei  Ereignisse  an  verschie- 
denen Orten  ko'nnen  nicht  mebr  sclilechtliin  als  gleichzeitig  be- 
zeiclmet  werden,  das  hat  gar  keinen  Sinn  mebr.  Sind  sie  gleich- 
zeitig fur  einen  Beobachter,  so  sind  sie  es  im  allgemeinen  nicht 
fiir  einen  zweiten,  der  sich  relativ  zum  ersten  bewegt.  Zwei  Zei- 
ten,  die  fiir  den  ersten  gleicli  sind,  sind  es  nicht  fiir  den  zweiien, 
Und  da  die  Gesehwindigkeiten  die  Quotienten  von  Verschiebuogea 
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(lurch  /eiten  sincl,  werden  auch  die  Axiomc.  dcr  Kincmatik  hin- 
fiillig,  das  Gexrtz  </<•$  /^tral/e/offt'ttntnis  der  Geschwindigkeiten 


win!  nngullij^.  Wcun  ciu  Kiirnclien  Iludiuin  nach  zvvei  entgegen- 
geset/len  Kiehlungen  Kleklronen  von.  af>ooookin  Gesclivvindigkeit 
aussendet,  isL  die  relative  Gesehwindigkeil  dieser  Klektronen. 
uiehl  einfaeh  fxwnoo1'1",  sonderu  ergibt  sieh  aus  einer  komplizier- 
leu  Fortncl  ^leich  ',>.()tH)onkl"  :  die.  llclalivgoschwiudigkeiL  bleibt 
klriner  als  die  Lichtgcsclnviudi^keil,  wenn  die  absolutcn  Geschwiri- 
di^kciLen  (;s  wareu. 

Die  Physik  opo.rio.rl,  slels  mil  dcm  Grenzbe^riff  des  starrc.it.  Kor- 
fH'rs.  Kin  solclic.r  N\iirde  jcdc  Kiuvvirkun^;  instantan  weitergeben. 
l)a.s  darf  nicht  seiu.  Dicsft-  GrenssliegriH'  vvird  also  als  soldier 


Dorh  auch  die  Masse  \\ivd  xu  einoni  gaux  relalivcn  licgriil'.  Sie 
hangl  \cin  dcr  (  ii'schvNindJgkeil  ah,  aher  nichl  von  der  Absolut- 
j;cscli\\indi|;k(iil,  \\ic  iu  IViihcron  Thoorion,  sondern  von  der  rela- 
tiven  Gesclnvindigkeil  iu  bexug  auf  dcu  lieobackter.  /jwei  ver- 
schiadou  bcwegte  IJt'obachler  vvcn-deu  also  denisc.ibcn  Kiirper  zur 
scllit'ti  Zt'it,nn't  iflcicJtein  /far/it  rerschicde.neMasscn  zuschreiben. 

Maclit  nuui  nlle  dicso  VopausseLzungcn,  so  ist  es  nun  vvirklich 
einttiu  Beobaehler  uuumglidi  gcwordcu,  cine  gleichfcirniigo  Trans- 
lation seines  Systems  ohne  '/tdulfenahme  IVtnnder  Sj'slcme  fesL- 
zuhletluii  :  das  Prinzip  der  Ilelalivitiit  1st  crfiillt.  Vor  einigcn  Jalu- 
zchnUMi  \\iirdeu  allenlings  sole.be  Konsequcmzon  cine  Theorie  als 
uuannelunhar  YOU  vorne  luirein  aiisgeschlossen  Iiabeu.  A.ber  heuLe, 
siiul  die  Muxwellsehen  (ilejcbungen  der  KlektrixilaLslcbrc  und 
Optik  so  sehr  KU  Aiciomen  gevvorden,  dass  man  ibnen  zicmlich 
tmbedeuklieh  last  alle  andtu-n  Axioino  dor  IMiysik  zu  opfera  bereil 
ihl.  Mffrkivflrtligcs  .S'r/j/c7»\vrt/  cincr  T/tcor/e  ,  von  welchcr  zu 
LebzciiltMi  ibre.s  Kittdcckcrs  fast  niematul  etvvas  wissen  vvollte. 

Die  von  KiusLoiti  uiul  Lorent/  gcmacbten  Hypotliesen  lassen 
sieh  dahiri  xusammenfassen,  dass  bei  eiuor  gevvissen  linearen  Sub- 
htitution  der  Koordinaten  nnd  der'/eil  die,  Gleielumgen  der  iNaiur- 
erscbeituuigen  tiugeanderl  bleibeu  : 


«  -f- 


«jj  y 
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diese   Substitutionsgleichungon   enthaUen   <)    unabhangige    Para- 
meter. 

Der  UnLerschied  gegen  friiher  besLelit  dariii,  class  auch  t  der 
Transformation  unlervvorfen  vvird.  Das  eigentliche  \Vesen  dieser 
Transformation  hat  erst  Minkowski  erkannt.  Es  vvurde  schon  be- 
tont,  dass  in  der  gewiihnlichen  Vorstellung  die  Naturvorgange 
uiclit  davoii  abhangen,  \vie  die  vvirkenden  Km-per  in  Hirer  Gesamt- 
heit  gegen  den  Raum  orientiert  sincl,  sondern  nur  davon,  wie  sift 
gegeneinander  liegen.  Neben  den  drei  Raumkoordinaten  fiihrt 
nun  Minkowski  als  vierte  die  in  geeigneter  Einheit  gemessene  ima- 
ginare  Tieit  ein.  Die  friiher  geinachlen  rCypothesen  besagen  nun 
einfach,  dass  in  diesein  netien,  vierdimensionalen.  Raum  betrachtet, 
die  Naturvorgange  von  der  absoluten  Orientation  unabhangig  sind. 
Diese  A.ussage  ist  natiii'lich  wesentlich  befriedigender  als  die 
Lorentz-Einsteinschen  Hjpothesen,  di.e  ilirerseits  den  Vorzug 
haben,  den  Einlluss  auf  unsere  gewolinten  Be  grille  aug-enschein- 
licher  zu  machen.  Sie  erieichtert  die  malhemalische  Behandlung 
spezieller  Probleme  sehr,  ich  muss  mir  aber  versagen,  auf  den 
weiteren  Aufbau  dieser  Theorie  hier  einzugehen. 
.  Wie  verhalten  sich  nun  die  Dinge,  wenn  wir  an  der  klassischen 
Form  des  RelativJtatsprinzips  festhalten,  und  an  der  Universalitat 
der  Zeit  und  dementsprechend  die  Emissioiishypothese  so  urnzu- 
gestalten  suclien,  dass  sie  die  optiscben  Gesetze  riclitig  darstellt, 
ohne  ihre  Vorziige  zu  veriieren,  die  ja  in  der  geometrischen  Optik 
bekannt  sind  ? 

Ein  solches  Unternehmen  konnle  znnachst  als  aussichtslos  gel- 
ten,  nachclem  die  Difierentialgleichungen  der  Optik  sich  so  glan- 
zend  bewahrt  haben.  Es  war  der  Elektronentheorie  von  Lorentz 
vorbehalten,  uns  hier  eine  tiefere  Einsicht  zu  eroflnen.  Lorentz 
.zeigte,  dass  man  die  partiellen  DifFerentialgleichungen seiner  elek- 
trodynainischen  und  optischen  Theorie  auch  ersetzen  kann  durck 
gewisse  Krafte,  die  zwischen  denElektronen  der  Lichtquelle,  denea 
des  oplischen  Appavales,  endlich  denen  der  Retina  vvirksam  siad. 
Diese  Krafte  sind  der  Gravitationskraft  iiicht  unahnlich,  unter- 
scheiden  sich  aber  von  ihrzunachst  dadurch,  dass  sie  nichtnurvon 
der  Lage,  sondern  auch  von  den  Geschvvindigkeiteii  und  Akzelera- 
tionen  der  Teilchen  abhilngen.  Diese  Verallgcnjeinerung  hatte 
schon  W.  Weber  in  seinem  beriihinten  Grundgesetz  der  Elektro- 
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livti.tititk  vt.t  B;«-a».nim«"i»,  /untcu*  j,r  fur  ilir  Wirkuug  e'iui's  Klek- 
ti..it».  V  4«i  riii  .»II«|IM-»-S  }l  tut  \ti^rnlilirk  f  nit'lit,  \\it«  lu-i  (|{;iu 
(ir,i\it.»h*»H'.y»-M-i/I  il«-i  j:*^*'tm,*Hip-  /.ust.uul  um  A  uiiiHSjjrhemJ, 
•utiuitTii  »lrr  /.u<i.iti>l  /u  riMi-r  (luiiriTit  /tiii  /,,  tlji«  M»\\cii  /.uriick- 
Iir;;l,  il.!"-.  rtltr  tint  \  tin  Mtum'tlt  /,  .illi^rhriult'  \N"«'Hc  ||  gt'I'adc 
HH  Mmurut  /  inlll. 

M««fr  i;«'Hri/i  /uii.ii  ii<ti,  all*-  t  <i"»rlsu  tmii^kiMti' 
kl*'tli,  MI  k*utii<-n  vui  rliriiMi  -tit  <.latt  \«»n  riurr  stct 
Kurr^trttrllf  \MII  r«»«T  Jnrlyi".i'lt!«*u*lj»i1t'f!  MatT^it-  sjirrc'lini  :  <las 
(ifsrl/.  ilrr    \y  *I«rrsHiii,;  r«.|  i|,i<»Hr*liir   tu  bridrn  IstlltMt,  Sulan^c   (lit? 
\lalrnr   H»   IiiVn,:    iitli   »lfU    \lll»'I    I'tlllt,     ll|«i-»«,   d,t^  Uilil,    \Vt'lrll(*>  \vlr 

»|ru  Iha^rti  tiufi'j  -.»  Su»'i>«-u,  luil    in  h  ^iMiuirrl.    SlaU  riup  in  /cil 
»s'm<«h«»rip'  \  cflftltui^  »•!»»*•«•   t.irlit\<'kti>r>  x.u  (liMJinlft 


rf;ru,    wri.rn  MIS    \i«|)i 
'li'iltiMI    f'.lp'J  J.-IF    ,»»|-»,,;i'i|f'j|,      .l.i    iJrr  {    Iliiliiltil,  ilil^s,   \\it"    lilt'   \'(T- 

lir   M|M*I-  ili'ji  !,»»  l«f*ii  'iu'k   /*'iyi*it,   «lrr  ^ti'ntSilrtttlfii  KiH*rj;ir  riiu1 
f'^siit^oirj  >••**!•  /ttkotttittt,  Ulr  I'ltirtti   lH<H»'«jf'H  KiirtHM',  liisnt  ilie 
rrk«n.«'»'«!yi»»-ii  »I«-r  V  f»ri 


mi  K»i(*i'i,  »Srr  riurii  I  .ti«T^if*ilr,iiil  aiittiMttlft.  I  n«l  r««  i**t  cinch 
H*»ii|  fMlliriiriilrti'liT,  %«»«  «|rr  Hrtt  r^lllliJ^I'HHHr  /At  Hpj'j'rhf'tl,  SNt'llIl 

•»irls  tin-  l'',iirj',^n'  «Jtl%It*'ii  l«'wrj;t  *il*  «»•«»»  rtir  «"«*  tttc*  i.ot'tMil/^clu* 
1'hrtitir  mil,  »"»  »irli  uui  ••inrrt  \  urging  iuimli'it,  li«*i  «!«'tn  tin1  Athcr 
in  Hulii-  |sl*'»i*i  tttfii  K-11  k»*«t«*  r«-j|r  llrni'ijiifiK  viii'ltaitilcn  i««l. 

Sir  '««'i»n»  *iUt»:  I«ri  iuu*ft«Hl«'ll  ktriSH'IS  (rrtcliwiltitigkt'itf'tt  kunu 
«!*»•<»  Ilil4  -  Vilii'i  •••  iltiri  It  ila*  IiiI«I  -  Kint  «k  -tin  i»  >*  rr*rt/.t  ^t'rdtui, 
writn  nti  »»»ii  8»s  .\«8«lrttrit,  I|«T  Kr*iSlr  durch  tlit*  I.<tg*',  (if!*rhwin- 

tllgknirli  »J%«  ,  »s»li'»I  fuciit*  .mtli't'lt  .  \\wf  ittirll  «Iit*H  1st  tHC'ill  fitt- 
ittiiil  it««iij;.  M.III  k*ittu  »lir  ,ih*ulttl«*it  *  N"»rh«tfi«l*j4kt*itrrt,  <lif  in  clttr 
l4»jr«y%«J»rii  i;tir»4»'i  f«r  «lt«*  Ki»ifl«-  Muflirln'tJ  ,  utul  tlit'  in  tlrr 

isillrfu    fllif    V^rHr}||«(|rn«' 


utt    tttitt   4»il  »!«•«  F»Ii  Artivt'lrr  A"«//w/'  uiu-r,  ».(»  \\irci 

«I«'f   i  itiriM-Iiiril  *irt    (*rtiir?n  l»r*»*tn«»  I'tir  cli«»  hidtlauH- 

^«*llr-iiil  nni«-|tr>ti  ,  ln'$   r$iii*r  i;li'ifhf«»r«iigi«u  Tr«iri!ilatiou 
/u  f 


katUi. 


ilri'  |, 


UUlt 


*"   f  'tt#  I*  ff« 


»«   \ 


Ull'.     1'^  Wiikl 

P**     i*l»»i»i»"S«'» 


*ttl*rlirti  uii««TH  \  •»r* 
HMltk  yrllrml  III.M  lit. 


ipl.    .h%i    i««i  ||««» 
»ri     \\  isirj  'i»rni-|j 


I8lit»kir«ii»*ti  ,  »M»  h   sir-its    jth«-»   H»-|.iti-»  *l.*t  ?|«  iu«i|> 


fur 


t*r'K«*l»»*U,    «l«*l"  MHt'   %»»H  ill"!    fflulitrit  I  -4.;  ir   sn»--l   I  *r  *»  ii«  iit'h^k<i*U   -.«»'» 

fulfill,  iiii«l  r*  f»l  (in   f-isi*'  t  a^)riiM»**ii  %?<n    li  ti><  «*i»*f  ll«'4»  UM  ^4r 
kt'tU    <*J'lilpl     \«l'll4iplri|.       Ilrftl     "I     ^i**l*'»  *     s»*     *\*'*      I  .-"'rui 
{''.((•klfMil     ttilHItk     llir»    iMIi^^ti  '<i«r  ikt.iilr    Ji!«.   l»i»  1*1  -MMI  *!r|    J 


It'll    VllliT  ;    *'%    rf|jijil    %i«  h    ifil    ,,*Ilg»'iiP*»«r$i   r-in»-    I    n^ts'si  ititr  tl    l*t$S 
Vl'llo  tillil    ilrfit'ttti    4»l»'li   t»n  ^'Irsi  l» 
i»i^t',   tlU^*  r»n  J^rjjrit  »!»«'•  Hi*  l 


rf*  flfti'lt  /*t  r 


cii,     I  *r*  \rf»ti»)i  s*I  i»«M  Itotr- 


ttllll   Mitllll    i»«rl«  Hit  III    ttic 

VurllMll^f'tl    %«till»*l|,      list"    i. 

llt'bl  tillii  lnrlil  r|*%»»  «i»r  I  ti 

,   nil1  k»M»j«"ij«ttF»  I   %ji'  »i*»t»:|i  ifttiffirir  I  li»!i%i«{ip'Si  sr  ||  4»"l    Mi»!rkil 


rrf«»r«Irt"lr,   sLi 


1$   **»f 


r  III 


l»r|.I    Ilitii    «lir    t  >i*- 
»Vltllfli'lrtc  ()«r%(iritliti|j;«'*rUr*rtfif^rti  mii',  1*4  1*  mull  4tr  t-',iti*t**tti«  i«* 


,|tti»l«     .ii«-      hiottmtiirlne     ili-H    /.rillirgnHcH     kom 


'ilij.,"*iir  N  »•*<?«,;  f-nitU-iii  4rr  r'jittt-titmothi'nru*  aits  dm1 
«?,  ,isr  f  »»  ,*  «  ii,ttn>ml*itt't  auf  rlrktriM-hr  Kriifh'  xun'irk- 
.ii»t*ttiii  m  »!rt  \\  «•»«',  ti4«  sir  tliff  »r.i\  itutitiuskoustuntt' 

•s  s-lrili  ii»-lu-t$  liiad  lilt*h'kul>il-r>n   Kuilitailtt4!!  !ll>lt'tl(*l, 

i»*np"niis»-t.*«  •!«•  »irlli  %trli  lifk--ituttlifit  ji'«li»H  \|t»ni  vor  als 
jit  *  |«.»'»!ii>*-fi  uu«l  ttc^.ititru  I,»i»|tit»|f»n,  d«*r«'it  Stun  me 
,  M»i  tlwtf*  \  Mritrlinisg  itititt'ti  *w*«r  M*ium  '/.tilltu'V  utul 
>u»  Iti.  «$»"•  *  ti  .t*ti*ii*«n  *«  t'tkLirfu,  tiittt'tu  «*ir 


inn    »-uir»    gruw^rii    HriK'hlctl 


I  Ina  Is!  ••H»««»'nclir«l  «l4»'i«  «itr»  mir  rill  illlilrrt't'  VtlJiilrUC'k 

s-st  1  -vti-j.  »*  Is*-  si  s»t     *li«*  t  *i4%»it$l»*«it*k««ii%t»Hslt"  1st  nicht 

•  )«-ttl«-4t    .MI»  .4$s«lrti«       \iplrti  lit  »lrl'  l''tni%%t«!iHhv(H»tlul»»t», 
.•isiwiii,i»-i»    sir*    i/^4^'«rli-t«i«i    rt(»fi!t't'tl    ttailliit'ii  ,    tl«HH 


t-\ 


ntl  rin«-t    l«.r  iliss$Hii»'M  \  «*r»trHtlltK  LU  tlitl  *U  hullt'U,  »l»HS 

|^,-!»ii«ri«   I.^isiiiijrsi    fltll    %rlil     jf  rii^M'f  t  »rM'll«iuiligkfiit 

it.t    »li«-    t**-^  liMiirJijjkril    >n  *!ir«-||»r   fur  *iHr,    */.V\r'i   «* 

N-    \^»»«M-   *%«'i4rji  «»;,*l"  krit|««  irMlltlWIlilr   I'lltklniHlnlt- 

rl^rl.s'li,     »*4ll     *i>ri     r»»r    t'fffttt  titty  ntUltUfhf  .      All«!t'» 

it  MII  n  in  \VukI««-|ik«-il  utitMt-r  tuit  K»>r|irrn  xti  tun,  tli« 
••    \»»«*J»I    li-^sip-    «'iifl,4lirti  t    HIM!  « 

•  ttr..j;lit  }M-I«  ill*  -Uiutijirii  ritinrlilitrtl 

•8«lr«     I«  -A**  l.*«»frwi*wiir«  'TIi««i'»r  rrgiUi  *i«*li  Null; 
%iik»ii»r;   riiirt  rlrkui*i-hrit  Krafl  Mil  rmt«  Ladling  Ul 
••    «,M*    tlu*-  1   |lr««-jiMHj;    M«.I  hrlil  %irl»   fur 
rit  n»  M.u«-  1  l»r  i  *m     I  >ir  \Virku«« 


\  ..»*ru  i*ris  iiitl  tlrr  {*r%ri»ti«t*     um. 

lit 


fisusn   >u   4ni»    \m«fiiMk  4rr  Kraft  drtrgrHtt'Ilt,  und 
sll,;:   .,i«-t    .-»«r»,  t*r,«|iMiH<t>«;kril  krhrl   liiiT  iii«   Kraft 
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nicht  einfach  uin.  Es  fragt  sich  also,  ob  wir  in  dein  allgemeinen 
Ausdruck  der  Kraft,  die  zvvei  Elektronen  auf  einander  ausiiben, 
in  der  Emissionslheorie  nicht  solche  Glieder  einfiiliren  Iconnen, 
ohne  milderErfahrung  in  Konfliktzu  kommen,  die  von  derRelativ- 
geschwindigkeit  abhangen  und  bei  der  Miltelwertbildung  nicht 
Null  ergeben.  Dem  ist  wirklich  zo,  z.  B.  sind  Glieder  moglich, 
die  der  Relativgeschwindigkeit  zur  vierten  Potenz  direkl  propor- 
tional  sind,  dem  Quadrat  der  Entfernung  umgekehrl;  und  die 
Kraft  liegt  in  der  VerbindungsJinie.  Der  Mittelwert  ist  von  Null 
verschieden;  da  diese  Glieder  vierter  Ordnung  sind,  ergebea  sie, 
wie  es  ja  sein  muss,  eine  verhaltnismassig  ausserordenllich  kleine 
Kraft.  Der  Koeffizient  liangt  ab  von  der  Anzabl  rotierender  La- 
duugen  und  den  Quadrateu  dieser  universell  gedacbtenRotations- 
geschwindigkeiteD.  Es  geniigt,  in  jedem  Atom  die  Anzahl  der 
rotlerenden  Ladungen proportional  der  Masse  anzunebmen,  um 
das  Gravitationsgesetz  zu  erhallen  und  den  Wert  der  Gravilalions- 
konstante,  ausgedriickt  durch  clektrische  und  molekulare  Koa- 
s  tan  ten. 

Damit  ware  die  Gravitationsenergie  auf  elektrische  Energie 
zuriickgefubrt;  gleiches  gilt  schon  von  der  kinetischen  (durcli  den 
Begrift  der  elektromagnetischen  Masse)  und  den  andern  Energie- 
formen.  So  eroffnetsicb  uns  dieHoflnung;  dass  die  Nalurvorgange 
dem  Postulat  derJSinheit  der  Energie  geniigen,  einPostulat,  das 
in  der  wohl  zu  speziellen  Form,,  dass  alle  Energie  kinetische  sein 
miisse ,  von  Lord  Kelvin,  Heinr.  Hertz  und  andern  aufgesteljt 
worden  ist.  Gleicbzeitig  diirfen  wir  erwarten,  dass  die  Verteiluag 
und  JBevvegung  der  Energie  im  Rauine  bei  der  Beschreibung  der 
Natnrvorgange  ein  besonders  einfaches  Element  sein  wird. 


\\VII. 

KXTHMTS  I)K  I.KTT11KS 

»t  R    t-\ 

IMITATION   Mil   PLAN   UK  I'OUHISATION, 

l.'AIISOKl'TION, 

I.KS  SFKCTHKS  KN  SfiKIKS. 


IF  titt*  tmn  tttit^f  n  ,i,  Cuttttn. 

\  "tins  *n  ft'«lit  t|«r  h"»  t'tiltuU  <|U»*j'»ii  fails*  «wr  It**  th^ont'ss 
«ir  1*1  Hiidluui  «lr  la  iumtrrr  *l«it«*  l**s  liquitlt'H  in\»ut  nionlro 
(ju'rllr*  rntfttutM'tK  limiiri  »i  «It'»  «iiIIV'rrut*i'H  rnlrt*  jff  dctix  indices 
(i'ali<«tir|iUiitt  tlr  itt^ui*4  ut-tlrr  tjuVnlrr  !«•»*  iutlic**  «itt  rrfrurliou, 
TS'saV*.'  *'*«"*i-*i-4trr  |Jiirf*tilt'iitrtil  iiinliM-rvwlilRH?  Si  jti  u«»  mt*  troinpe 
lu*Attrt>u|t  i  jt*  tt'iit  ptit  I'rjirii*  rt"*  rulruU),  l«(  snil  fail  tjui*  vnus 
»tvt'*  ilrruuvrrt  »lr%  al^«»r|dt»»n^  ut'ttt?»ji*«l  <liHV*rt*iHeh  fait  croulcr 
l«ytr%  rr»  thruf'tr*,  rt  jirmit't  el««  p-nrKt-r  la  nut  tin?  tin  U?ri)H!  (le 
fmttrfnt'Ht  jjui  ftufuluil  «  r*'%{»hr»ti«n  \rwir,  (it*  lt*.rnir  ti  prtU'.is^- 
turtil  la  f«rinr  tl'ntir  \ilr«iM«  tic  rutiiltnti,  tst  «un  inHutnu'.e  usynu''- 
triijitr  »ur  Ir*  >lr|>i«jrr«trni'*  «1«««»  rl«»rg**%  tlli'«'tritjutt«  tin  tlt?»  ulnimts 
rmtri»ttn<tttU  r%$  f(Hfi|i«ifa!iU*  .1  rrllt*  tl'uiif*  litHirf  tlf  hutean,  LCH 
r*»iiiinr%  jtj»qn'iri  n'wIrnrUairrtt  win'uur  inltirprtkalion 


|J»IH%  ttnr  ««i$rr  Jrtirr  *  A.  C;»«HH«,  H»u  ^ncinrr  d'auirrn  tu>nlr»(lifcticirm 
cnlir  t«  ilirmnr  ri  IVxjtrtirtu  f  : 

1  1  nnvrinltre  ujtiH, 


J'ni  hi  a%«-  inlrM'i  lr  Mriitoirt?  »lw  NaUiwm.  J«  rcmnnpie  qu'il 
MI!  JM-»  cjur  Ilruiir  **  rtuttgr  un  fieu  •*«  thfUirit*,  (l'«|»r«'»  cu'rtaituiH 


it.i  \ttKH  t*n  *  ii  turn  Kit* 

sit'  \«»i^t,  KJlr  iM  r\|uiir»'  it,tti<i  II  tnk»'l»ittHti*  //tttttt, 
hdi'h,  H''  rilttiiijt.  1  Jr  }»li»H,  Niil.iiii.MU  I*  ,  t  Mttnttr  !«••»  .inlrrH,  m* 
n'jnanjtu-  J»«»H  l«i  rotttraiitrlitm  »|tt»-  j'ai  irmt\«**',  lUnt  i'»'trmpb 
tju'il  It'ttitt',  •»*»!  avail  ralt'tilt*  If*  |mu\t*ir»  alivalnwii  «-|  i'ttttiu'f  di» 
;»an;jtii'iil,  i)  »iur.ut  tn»ii\r  i»ir,  ri,»«i  »I*»jj«rr  l*t  \alf*tir 


ttnr  ilH|ii*rit<Mt  itn»*itiM!r  tin 
all«M-tiUlt  lit  -i1"'"""  «»u  lit  -la!;ft"'  «lrrnii»»lr, 


t»l   oh»rrv«;,    *»t»»tt  «»««»!   iiti'oni|irfitliif*  «j»i«r   }»•   |r   *li%  ,    $}   f  am)  rait 

rt*|ir«*mlrt*  la  jne^un*  tlu 


l  |»»»i  lir%tutt  *f  V-trr  ni'i-t'i^rs 

lmjrptitm  a  t*«  p«ur  M»»»  j»ir*  rt  U  rt*ii*iai*«ls«"ii  il'itn* 
ia  «iiijH«ra»i»»  «I«fii  §4  '**"*''  «lr*  tttwlr  »ttl(ir«iit<itl.  L'ain 

7H  * 

«Viiut  It4  fttrlrtir  «•       *     ,  r*r%|    JU   r*«n%l4iilr  /         I'unrl,  dv  ) 
quit  fiiutifiu't  r«li*ult?r, 

Si  j'uViui*  c't«  rr»t»ll«l,  jr  inuittrrriti*  «|t»r  Jr«»  rtsiiilntitttt*  <|iii  »l«; 
cnulriil  c|t«  In  ihrorir  t«l  «lr  vui  «»l»«n*r%*ili«Hi*  •  "sl  «»fit 
»«t  iliitiH     tit'l  Ht*n%  {4  throne  iluit 


j  tt  tntiH   r»  H}»rrtrr  ti*       jkt 
<nbswrvi'«r  i|in«  iintt4  fi*%  »'i«ili%t».    I'm* 
flit!  appuruit  i'l  tip  divrr%«**  attlrr*  i|ni"»i$«»is»  %   rrUtt*«r^  tnr  rnn- 

rmtre  <jut*  ri"»  r«ir 


i»  I', if 


utiiMit   11  iii*  nit**  ^ramlr  t'liiitvipur  il«  »az  luaiincux.   l)e 

!!„,   t!  j  ufit  m^ttir  int<*uMtr<  tiatiN  tjut'lcjup  dim-lion  cju'on 


atHMMtt  ijw  «•'/»«  **«,  r«a,-,t  .jri?  ..utn  inw  rpuisstutr  c»u- 
.  Ih»ur  |*4$«»rt-i4t%  ri'^anlt-r  uiu-  tlrrluu-gf  (  on  ttue  suite  tie 
*"»  rrrlihgiii-%1  a\t**i  Im^uc  qu««  |u»ssililr,  la  (hmsitr  tlu  gaz 
?  i|iu*li|itf«  milltiittHrr%  jiar  rxtMttptf.  t/hvdrogi'nc  <U(tclro- 
hitmt<ir  iiiflti.  I  !(itniiit<  *ftt*rtiii*rit]if!,  un  pt'tit,  lumineux, 
|»in»r  I'tmlnttt  <Vt-»i  ittrtnut  la  lijjnr  l»leu«  jr»8-,H8  (') 


«t   t-",    /'i 

/ilrirli,  'j.  \pril   tt|»H. 


von 

itrlrtt  t.ttitfit  ibirrh  tiin  t  trifl/  *iU  UillVrt'iu  x\uw;r  lu'dtni- 
MHirt  «•!••  /v.ih!i*ii  luriiuuHil  «f'rti«*fi»  ?»«»  hringl  fine*  Husi<*Iier- 
r  r*tv»tju*lirrl«'ti  (  *tr«/.««i»  in  «lt*r  ti1*"  Stcll«  t*mt(  sulchc  in 

Sirllf  ilrr  I»««rt*»'httrirtt  I.iinrit  hrrvtir:  ilit*  UnHtcluM'htnl 


f*«r  if*     «'f$     rriwrtt   »r%!r»t  «u%r,  uu 
"tiirln  rtl'*  »l*"ti  \itii  mi1*  j4  m«l$H«r!i  ItttHp 
hlrrn,  «!»*•  *u»  il«>ft,l4»i»li  \i»i*i»i4l*?n  lirrrtihreu,  JJUP  hast  K 


ttiiti  tlir  ififtkMuriligt4  I.ittir  /     .  jH-««i  lit'.ti'ifl'l, 

f*lt  /,«»'!   )iv(Hilltnrtl  l|j»lft*ilrlt, 

:«  jj««ht»ri  /«  \V,ii»«'r»l«>H,    l)*'nn»  wi«  Sir  nt«^rii,  kuun 

mi)  ^ri'itiitiftf,  •la-**  ii«'I«'ii  ilrr  !titbjji*rsi'hrij  St'ru* 

i  \          UHllil*  t.ti  I 

"*     * 


*'t)  *llr  ^rri«'« 

'    \  /  '     *  i,    i 

,     '  ^  !   »t       ii'1'       * 


'*  rl    «{«u    ,i   vv   4r,  ,,,,i%pfi«-   r."ir*n«««t   fur   SUrk   <|«tno   l«*t  lubes 
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Nun  ist  aber  aus      =  N         —  -,  I  —  18756  A.-E.,   und  die 

A  \d-          4V 

Linie  .-  =  N  (  ---  )  finde  ich  in  Lymans  extremen  ultravioletten 

A  \  '  ~  2  2  /  J 

Spektriun.  Man  sollte  also  in  Wasserstoffrohren  die  Linie  18706 
and  elnige  scliwdckere  im  Ultrarot  ervvarten.  1st  H  in  Ihren. 
Rohren  vorhanden? 

2°  Dieselbe  Hypothese  kann  man  auch  maclien,  ausgehend  von 
einer  der  zvvei  ersten.  Nebenserien  von  Helium,  deren  Formel  ist 

(£1  a  beide  ldeirt)- 


Dann  ware  18700  eine  He-Linie,  deren  exakLe  Berechnung  ich 
Ihnen  erst  von  Gottingen  aus  mitteileii  kann,  da  mir  meine  Notizen 
hier  fehlen. 

Lettre  «  F.  Pasclien. 

Gottingen,  i/j.  .luni  1908. 

Sie  konnen  sich  denken,  dass  rnich  das  Ergebnis  bei  Wasserstofi' 
vvieder  selir  gefreut  hat.  Die  Dififerenz  zwischen  Beobacbtung  und 
Rechnung  liegt  hier,  wie  bei  den  He-Linien  daran,  dass  ich  bei  der 
ersten  Berechnung  durchaus  nicht  erwartete,  dass  Sie  eine  so  hohe 
Genauigkeit  erreichen  wiirden,  und  demnach  mit  fiinfstelligen 
Logarithmen  und  ohne  Beriicksichligung  der  Luftrefraktion  ope- 
rierte.  Die  genaue  Zahl,  die  sich  aus  der  Vakuumformel 


ergibt,  ist  in  Luft  y  =  18701  ,7,  was  mit  Hirer  Angabe  18761  ±2 
vorziiglich  iibereinstimmt.    Die  nachste  Linie  der  Serie 


109673,0  (  p  —  - 

ware  X  =  12818,6,  die  Sie  vielleicht  noch  finden   konnen,  wenn 
sie  auch  schwacher  seiri  wird  als  die  erste  Linie  (' ). 


(')  Cette  raie  a  aussi  el^  trouvee  par  Paschen  (Ann.  d.Phys.,  t.  XXVII,  ic 
p.  566)  avec  A  =  12817,6. 
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Sodann  habe  ich  meinen  Formeln  fur  das  Sauerstoffspeklrum 
die  ersten  infrarolen  Glieder  der  Serien  exlrapoliert.    Icli  finde: 

Triplets. 

[ii3o2,6     (starkste  Linie) 
Zweite  Nebenserie  m  =-a,5  X  =  .'  i  [298/2 

f  112.95,3, 

beobachlet  haben  Sie  i  1280  ±14?  die  Diflerenz  mag  sovvobl  der 
Formel  als  der  Bcobachlung  zuzuschreiben  sein. 

[99.67,0     (starkste  Linie) 
jKrste  Nebenserie  m  =  3  X  =  •  9264  ,o 

'  9262 ,o. 

Dublets  (starke  Komponente). 

„      .     ...  ,  .         n  =  2,5        X  =  1 3 184 

Zweite  Nebenserie  '  ,        11/0 

n  =  i  ,5         X  =  8/}3o. 

Letz Lere  Linie,  gleiclizeitig  Grundiinie  der  Hauptserie,isL unzwei- 
felliaft  Ihr  8446, o;  bei  so  weiter  Extrapolation,  da  schon  n  =  2,  5 

o 

nicht  beobacbtet  ist,  ist  ein  Fehler  voii  16  A.-E.  gering-;  durch 
passende  Aiiderung  der  Konstanten  konnte  man  ihn  zum  Ver- 
scbwinden  bringen,  ohne  den  Anschluss  der  beobacliteten  Glieder 
•L\\  verscblechlern  in  merklichem  Maasse. 

Er^ste  Nebenserie  n  =  3  X  =  1 1  457. 

Ich  denke,  diese  Linien  vverden  sich  wohl  alle  nachweisen  lassen. 
Erst  nach  diesem  Nachweis  kiinnte  ich  die  neuen  Serien  aus  mei- 
nem  Kombinationsprinzip  bilden. 

. . .  Als  ich  in  Tubingen  war,  batten  Sie  eine  Wasserstoflrohre  fiir 
Kanalstrahlen-Untersuclmngen  in  Betrieb. . ..  Ichmiichte  Ilmenein 
Problem  vorlegen,  welches  fiir  die  Frage  nach  dem  Relativitats- 
prinzip,  und  somit  fiir  die  ganze  Elektrodynamik,  von  grosster 
Bedeutung  ist.  Nach  der  Lorenlz-Einsteinschen  Relativitatstheorie 
muss  namlich  die  Wellenlange,  die  ein  bewegtes  Atom  aussendet, 
nicht  HUP  in  der  Richtung  der  Bewegung  nach  dem  Dopplerschen 
Prinzipsichverandern,  sondern  auchbei  Beobachtungsenkrechlzur 
Richtung  der  Geschwindigkeit  cmuss  sich  eine  Verschiebung  nach 


5  2  4  OEUVRES   DE   WALTHER    RITZ. 

Rot  im  Betrag--(- )  1  (c=  Lichtgeschwindigkeit)  ergeben(<  ).Bei 

2  \  C  /  « 

o 

B^  und  v  =  i ooo  km/sec  ware  dies  0,02  A.-E.  etwa.  Bei  Beobach- 
tung  von  Kanalslrahlen  wiirde  man  eine  scheinbare  Verschiebung 
der  Linie  um  weniger  als  0,02  A.-E.  beobachten,  da  naturlich 
stehende  und  bewegte  Intensitat  nicht  zu  trennen  waren.  Bei  fei- 
nenLinien,  undwennman  das  norm  ale  und  das  verschobene  Spek- 
trum  auf  derselben  Plalte  hat,  liesse  sicli  diese  Verschiebung  auch. 
ohne  grosses  Gitter  nachweisen.  Ware  es  nicht  moglich  ZLI  machen, 
dass  man  die  Frage  nach  der  Exislenz  dieses  Effektes  rait  Sicher- 
heit  beanlworten  konnte?  Werm  der  Efl'ekt  besteht,  ist  es  aus  mil 
unserer  universellen  Zeit,  mil  dem  Parallelogramm  der  Geschwin- 
digkeiten  .und  der  ganzen  Kinemaiik.  Ich  hoiFe,  der  EO'ekt  besteht 
nicht,  das  ware  viel  schoner.  Da  es  sich  aber  um  ein  wirkliches 
Experimentum  crucis  handelt,  und  Sie  vielleicht,  trotz  der  grossen 
Schwierigkeit,  ein  Mittel  finden  werden  die  Saclie  zu  realisieren, 
wollte  ich  sie  Ihnen  doch  mitteilen. . . . 

LeLtre  a  F.  Paschen. 

Goltingen,  16.  Juli  1908. 

...  Ich  hofte,  mit  Hilfe  Ihrer  wertvollen  Untersuchungen  auch 
wirklichnoch  weiterzu  kommen.  Vorerst  muss  ich  Ihnen  beichten, 
dass  meine  Sauerstoffrechnung,  die  ich  nur  einmal,  nicht,  wie  sonst, 
mehrmals  gemacht  habe,  einen  Fehier  enthalt,  und  zwar  bei  der 
Linie  11407-  Diese  ist  falsch,  da  ich  die  Zusatzgrosse  meiner 
Formal,  die  bei  Haupl-  und  zvveiter  Nebenserie  slets  positiv  ist,  in 
der  Zerstreuung  auch  hier,  bei  der  ersten  Nebenserie,  addierte, 
wo  icb  hatte  subtrahieren  sollen.  Der  richtige  Wert,  der  sich  an- 
genahert  auch  aus  Ihrer  und  Herrn  Runges  Formel  ergibt,  ist 
1 1  260  (2),  und  ich  zweifle  nicht,  dass  dies  1 1  287  sein  sollte ;  dieser 
Fehier  ist  ganz  normal,  der  andere  war  unmoglich.  11294  un(i 
i  i  3oo  halte  ich  fiir  das  Triplett.  Betred'end  He  sind  ja  alierdings 
die  Grenzen  unsicher;  ich  glaube  aber,  dass  die  erste  Nebenserie 


(')  EINSTEIN,  Ann.  d.  Phys.,  t.  XXIII,  1907,  p.  197. 

(3)  Das  Triplett  9266  der  ersten  Nebenserie  iiatte  icli  schon  friiher  bcrechnet, 
das  ist  richtig. 
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nur  eine  Grenze  ^29222,8  zulasst,  so  dass  29219,69  mir  ausge- 
schlossen  scheint.  Vielleicht  ist  auch  meine  Formel  (m,  /?,  — jt?2, 
TC,  —  Tto)  nichl  so  ganz  gen.au,  es  konnle  sich  docli  die  Unsicherheit 
der  Serienformel  in  der  6len  Stelle  bemerkbar  machen,  und  ich 
glaube,  man  muss  die  Frage  oflfen  lassen  zunachst  und  zufrieden 
sein,  dass  es  so  schun  klappt. 

Leltre  d  F.  Paschen. 

GOttingen  ( non  clal6e). 

. . .  Ich  wollte  vvissen,  ob  das  Schema  konstante  DifFerenzen,  das 
Rydberg  seinerzeil  fur  das  role  Argonspektrura  aufgestellt  hatte, 
auch  einige  Threr  Linien  umfasst.  Dies  ist  wirklich  so  :  es  treten 
die  charakteristischeii  Differenzen  bei  A  =  8022, 85;  9128,6; 
96.08,90  auf,  und  vvenn  man  noclilhre  und  Runges  Messungen  im 
Rot  dazuiiimmt,  noch  bei  einer  ganzen  Anzahl  anderer  Linien. 
Das  Rydbergsche  Schema  hat  so  geiiau  die  Form,  die  nach  dem 
Kombinationsprinzip  zu  erwarteii  ist,  dass  mich  dieses  Spekti'um 
besonders  interessiert.  Es  ware  gut,  die  den  Heliumserien  ent- 
spreclienden  Argonserien  zu  linden.  Es  miissten  Doppellinien  mit 
dem  Abstand  etwa  100  dabei  sein  (die  Wellenzahlen  in  5  Stellen). 
Ich  finde  eine  sehr  haufig  auftretende  Diflerenz  1 1 5, 6,  die  Ihr  Paar 
i35o5,6;  i3^  19,9  zeigt.  Ob  das  ein  Paar  der  Serien  ist? 
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fournis  par  des  solides  de  revolution  charges  d'e"lectricite  a  leur 
surface  et  animes  d'un  mouvement  rapide  de  rotation  autour  de 
ieur  axe.  II  s'elait  rendu  comple,  en  particulier,  que  pour  des 
solides  de  revolution  quelconques  on  peut  trouverune  distribution 
superftcielle  d'electricite  qui  les  rend  equivalents  a  des  systernes  de 
deux  poles  magnetiques  situes  sur  1'axe.  Lorsque  les  poles  magne- 
tiques  se  rapprochent  de  la  surface,  la  densite  electrique  augmente 
indefmiment  dans  leur  voisinage,  et  les  surfaces  portantrelectricile 
deviennent  pratiquernent  equivalentes  a  des  charges  ponctuelles. 
Ces  solides  sonl  alternativement  positifs  et  ue'gatifs  et  doues  de 
rotation  de  sens  contraire.  [Is  sont  fixes  les  uns  aux  autres,  en 
chaine  lint'aire,  par  leur  attraction  electrostatique.  II  avail  pense 
que  les  batonnets  non  magneliques,  exiges  eux  aussi  par  la  theorie 
des  spectres  en  series,  pourraienletre  des  corps  electrises  de  me*me 
espece  mais  depourvus  de  rotation,  puis,  faisant  un  pas  de  plus, 
que  Feleclron  vibrant  et  Je  pole  electrique  libre  a  l'extre"mite  de  la 
file  des  batonnets  sont  une  seule  el  ineme  chose. 

Supposons  que,  supprimant  les  batonnets  nbn  magnetiques,  on 
considere  une  file  de  batonnets  magnetiques.  On  peut  admettre 
que,  lorsqu'elle  est  soumise  a  une  tension  a-,  elle  possede  la  pro- 
priete  de  prendre  des  inouvements  vibratoires  analogues  a  ceux. 
d'une  corde  ou  plutot  d'une  chaine. 

II  regne  le  long  de  cette  corde  un  champ  magnetique  H  dirige 
dans  le  sens  de  la  longueur,  et  elle  porte  des  charges  electriques 
equidistantes.  Supposons  que  ces  charges  exdcutent  des  vibrations 
circulaires  autour  de  Taxe  sous  Tinfluence  comhinee  de  la  tension 
y-  etdu  champ  H.  (Les  notes  de  Ritz  sont  nineties  surlaraison  pour 
laquelle  Faction  du  champ  snr  les  charges  positives  et  negatives 
voisines  ne  se  neutralisent  pas.  On  peul  peul-e'lre  invoquer  a  eel 
efTet  une  ditlerence  de  configuration  des  charges  positives  el  ne"ga- 
tives,  que  1'on  est  dispose  a  admettre  par  ailleurs.  Les  unes,  occu- 
pant un  espace  plus  etendu,  seraient,  par  exemple,  partiellement 
en  dehors  du  champ.) 

L'etat  vibratoire  est  alors  decrit  par 


^    .    m**          , 

I   c  =  Asm cosvf, 

I  a. 
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SUR  LES 


SPECTRES  DE  BANDES, 

d'apres  quelques  notes  manuscrites  de  Ritz  et  une  conversation. 
Par  PIERRE  WEISS. 


PREMIERE    L'ARTIE.     —     MECA.N ISME    D EMISSION    DBS    SPECTRES 
DE    BANDES. 

Dans  le  Me'moire  ( ' )  ou  Ritz  etudie  un  mecanisme  electromagne- 
tique  simple  emettant  les  spectres  en.  series,  il  dit  (GEiivres, 

P-  II2): 

«  Auf  Bandenspektren   siiid   diese  Theorien  nicht  anwendbar. 

Ich  mochte  mich  in  dieser  Hinsicht  auf  die  Bemerkung  bescliran- 
ken,  class  man  sie  vielleicht  geschlosscnen  -Ringen  oder  Polygonen, 
aus  den  betrachteten  Elenientarmagneten  besteliend,  zuschreiben 
konnte,  in  der  Annahme,  dass  solclve  Gebilde  eine  wiclitige  Rolle 
im  Bane  des  Atoms  spielen,  und  dass  sie  durch  die  lichterregenden 
elektrischen  oder  chemischen  Prozesse  erst  gcsprengt  werden 
mtissen,  bevor  ein  Serienspeklrum  zustande  kommen  kann.  » 

II  a  ete  trouve  dans  les  papiers  laisses  par  Ritz,  sur  une  petite 
feuille  portant  quelques  equations  et  quelques  mots  de  texte,  une 
dbauche  de  ih^orie  de  ce  me'canisme  d'emission  des  spectres  de 
bandes  que  je  vais  essayer  d'expliciter. 

Rappelons  que  1'organe  d'emission  des  spectres  en  series,  ima- 
gine d'abordcomme  des  batonnets  magndtiques  etnonmagne'tiques, 
juxtaposes  en  ligne  droite,  peut  etre  realise  de  diverses  facons. 
Ritz  serepresentait  volontiers  ('-)  les  batonnets  magne'tiques  comme 


(')  Magnetische  Atomf elder  und  Serienspektren  (QEuvres,  VII,  p.  98). 
(•)  Loc.  cit.;  QEuvres,  p.  108. 
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diverses  selon  que  Ton  se  trouve  aux  extre"mites  ou  au  milieu. 
Done  anneau  circulaire.  » 

v  croit  avec  m,  la  bande  a  done  la  te"te  du  cdte  du  rouge.  Pour 
obtenir  des  valeurs  de  v  decroissantes,  il  faut  supposer  a2  negatif. 
L'anneau,  au  lieu  d'etre  tendu,  est  comprime'  dans  la  direction  de 
la  peripherie. 

L'ecartement  entre  deux  raies  consecutives  est  donne,  a  partir  de 
la  formule  complete  ( f ),  par 


- 
dm        -i 

II  croit  plus  lentement  que  la  loi  de  Deslandres  1'indique,  et  cela 
est  conforme  a  I1  experience.  Mais  1'ecart  ne  cesse  pas  de  croitre. 
La  forraule  ne  tlonne  done  pas  le  maximum  d:e*carlement  des  expe- 
riences de  Ivayser  et  Runge  (')  sur  le  spectre  du  cyanogene  (a). 

Sur  une  aulre  feuille  de  notes  de  Ritz  se  trouve  la  trace  de  nom- 
breuses  tentatives  pour  trouver  la  meilleure  formule  empirique  a 
trois  constantes  representant  ces  experiences  de  Rayser  et  Runge. 
Cette  feuille  parait  etre  anterieure  a  ses  id^es  sur  Forigine  electro- 
magnetique  des  spectres  et  n'est  done  qu'indirectement  en  rapport 
avec  ce  qui  precede.  11  essaye  notamment 


v  =  a  -i-  bin-  </\  -f-  cm,4 

et  les  trois  premiers  termes  de  son  developpement 

v=a-i-  bm-  -+-  cm6 

et  trouve  que  le  terme  en  ma  varie  trop  rapidement.  II  essaye 

v2  =  a  -t-  bm^-T-  cmk 

et 

v  =  a  -i-  bm-  •+-  cm'*. 

II  trouve  cette  derniere  formule  preferable  aux.  autres  et  note  a^  ce 


(')  KAYSEK  et  RUNUE,  Wied.  Ann.,  t.  XXXVIII,  1889,  P- So- 
(2)  La  m6me  feuille  de  Notes  porte  encore  1'iudicatioa  suivante,  qui  se  rapporte 
a  une  aulre  solution  possible  du  probleme,  dans  laquelle  n'intervieat  pas  la  ten- 
sion a?  :  K  Outre  le  champ  magne'tique  constaat  qu'il  produit  dans  tonte  sa  Jon- 
gueur,  un  aaneau  peut  ^Lre  soumis  encore  a  des  champs  magndtiques  ext^rieurs, 
variables  de  point  en  point,  faibles  par  rapport  au  premier.  » 

R.  34 


w 
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ou  a  est  la  distance  entre  deuxnoeuds  consecutifs  pour  la  vibration 
fondamentale  et  v  :  271  la  frequence.  Les  equations  du  inouvement 
d'un  Element  de  corde  dx^  de  masse  \j.dx,  et  de  charge  s.dx  con- 
liendront  le  terme  d'inertie  et  les  forces  provenant  du  champ 
magnetique  et  de  la  tension  de  la  corde  : 

l       d"-y          T,dz 
I    n  _  -L.  _i_  £  fj  _ 

]   ^  di*  dt 

^' 


d'ou,  en  substituant  (  i  ),  deux  fois  la  meme  equation  : 

'2    2 
(3) 


dans  laquelle  H  pent  aussi  etre  remplace  par  —  H,  done 


4  /n2  7T2  ( 


Les  solutions    correspondant  aux    deux  signes   -|-   et   aux  deux 
signes  —  sont  seules  acceptables.  En  posant 


nombre  qui  est  petit  quand  la  tension  de  la  corde  a  un  role  subor 
donn^  par  rapport  au  champ,  on  a 

,,,  ell  m*A* 

(5)  v= 


. 
H-   V  f\  )(.) 

Pour  in  =  o,  on  retrouve  la  frequence  d'une  charge  de"crivant  un 
cercle  dans  le  champ  ET.  Si  Ton  s'arrete  an  deuxieine  terme,  on  a 

la  loi  de  Deslandres  avec  v0=  —  pour  la  lete  de  la  bande.  Si  Ton 

^ 
conserve  Je  troisieme   terme,   v  croit  moins  vite,  comine  le  vent 

1'experience  dans  certaines  bandes  a  raies  nombreuses. 

Ritz  est  amen^  ici  a  choisir  entre  une  file  rectiligne  et  un  anneau 
ferm<^.  11  donne  la  preference  a  ce  dernier  dans  les  termes  suivants  : 
«  S'il  y  a  deuxextremites,  les  Jignes  devraient  e^tre  d'abord  simples 
(m=  i,  2,  ...),  puis  a  m  grand  correspondent  des  vibrations 
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Les  Tableaux  de  nombres  trouves  dans  ses  noles  montrent  que 
celle  conviction  se  raltacbe  aussi  a  lY-tude  des  bandes  du  cyanogene 
observees  d'&bord  parRayser  el  Runge  ('),  puis  par  Jungbiuth  (-) 
el  dont  les  tetes  sont  a  3883,56;  3871,53;  386i,85  et  3854, 85  A. 

Voici  en  quelques  mots  Felal  de  la  queslion  :  Ring  (3)ayanl 
decouverl  de  nouvelles  tetes  dirigees  du  cote  des  pctiles  longueurs 
d'omles,  a  cru  pouvoir  les  considerer  comme  les  queues  correspon- 
dent aux  tetes  anciennement  connues  et  les  a  associees  en  faisant 
chevaucher  les  bandes  les  unes  sur  les  autres.  Comme  preuve  de 
cetle  coordination,  il  donne  des  relalions  numeriques  enlre  les 
longueurs  d'ondes  des  teles  et  des  queues.  Elles  sont  contenues 
dans  le  Tableau  suivant  : 

TB  <X  —  TM  On  ^ 

Qn  Qn 


>2       3 20 3, 8  {        1,12069          3883, 60       3465, 69 

19       3i8o,5H       1,1-2746          3871,59       3433,17       1,13770 

o       3160,3^       1,13409          3861,91       34o5,o4       i,i34'7 

La  valeur  demonslralive  de  ce  Tableau  me  parait  faible.  D'apres 
la  loi  de  Deslandres,  qui  esl  applicable  aux  te"les  de  bandes  d'une 
se"rie,  comme  aux  raies  d'une  bande,  les  distances  enlre  les  te"tes 
successives,  mesurees  a  1'ecbelle  des  frequences,  forment  une  pro- 
gression arithnielique.  Supposons  que  Ton  associe  deux  series  de 
bandes  tournees  en  sens  contraire  et  ob^issant  1'une  et  1'autre  a 
cette  loi,  mais  entitlement  independantes  quant  a  leur  origine. 
Si  les  raisons  des  deux  progressions  sont  voisines,  comme  cela 
arrive  frequemment  (4),  les  distances  entre  les  t£tes  el  les  queues 
formeront  elles  aussi  une  progression  arilhmetique  et  cela  pourra 
se  produire  suivant  que  les  raisons  seront  de  me'me  signe  ou  de 
signe  contraire,  quand  on  se  deplace  a  partir  des  premieres  bandes 
dans  le  me'me  sens  ou  en  sens  contraire  (Criterium  de  dependance 
invoque  par  Jungbiuth).  II  en  sera  me'me  ainsi  quelles  que  soient 
les  deux  premieres  bandes  que  Ton  associe  et  que  1'on  se  deplace 
a  parlir  de  celle-ci  dans  le  meme  sens  ou  en  sens  contraire. 

(l)  KAYSEK  el  RUNGE,  Wied.  Ann.,  t.  XXXVIII,  1889,  p.  80. 
(-}  JUNGBLUTH,   Regularities  in  the  Structure  of  the  third  Cyanogen  Band 
(Astroph.  Journal,  t.  XX,  igo1),  p.  237). 

(3)  KING,  Astroph.  Journal,  t.  XIV,  1901,  p.  3a3. 

(4)  Voir,  par  example,  FABRY,  /.  de  Phys.,  4-  serie,  t.  IV,  igo5,  p.  a45. 
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propos  que  «  a partir  de  la  i6oe  rate  les  fo notions  v  —f(rn}  et 
v3=/(m)  se  component  d'une  maniere  non  reguliere  ».  Nous 
allons  revenir  sur  ce  poinl.  II  essaye  encore 


\-\-am-' 

1'erreur  est  un  peu  plus  grande  que  ci-dessus. 

Dans  nne  conversation,  Ritz  avail  enonce  line  idee  qui  rattache 
ce  qu'il  appelle  le  caractere  non  regulier  de  la  f auction  v  pour 
les  rates  d'ordreeleve  au  mecanisrae  d'emissioii.  II  s'titail  exprirn^ 
a  peu  pres  de  la  maniere  suivante  : 

On  possede  dans  certaines  bandes  des  nombres  de  raies  conside"- 
rables  dont  la  position  est  determinee  avec  exactitude,  mais  quelle 
que  soit  la  loi  empirique  avec  laquelle  on  cherclie  a  repre"senter  la 
distribution  des  raies  dans  ces  bandes,  il  arrive  un.  moment  ou, 
pour  un  numero  d'ordre  eleve  des  raies,  cette  loi  est  en  ddfaul. 
Si  1'on  a  recours  a  une  representation  graphique,  la  courbe  tourne 
court  avec  une  brusquerie  que  les  formules  habituelles  ne  rendent 
pas. 

Imaginons  que  la  partie  de  1'atome,  dont  les  vibrations  dmeltent 
des  spectres  de  bandes,  ait  une  structure  analogue  a  celle  d'une 
chaine  composee  de  maillons  de  longueur  determinee.  On  congoit 
alors  tres  bien  que  Jes  vibrations  se  produisent  pour  la  plus  grande 
partie  du  phenomene,  comme  si  la  chaine  avail  une  structure  con- 
tinue, tandis  que,  pour  des  longueurs  d'ondes  voisines  de  la  lon- 
gueur du  maillon  (ou  de  certaines  valeurs  particulieres  en  relation 
avec  elle),les  nombres  de  vibrations  sonl  influence's  par  la  grandeur 
finie  de  I'e'le'menl. 

DEUXIEME    PARTIE.     STRUCTURE    DES    BANDES. 

A  la  queslion  qui  lui  avail  ele  adressee  :  N'esl-il  pas  e"tabli  que 
lea  bandes  ont  quelquefois  deux  tetes,  1'une  du  c6te  des  grandes 
longueurs  d'ondes,  L'autre  du  c6le  des  petites?  [hypothese  de 
Thiele  (')],  Ritz  avail  repondu  sans  commentaires  :  «  Gette  idee 
n'est  pas  soutenable.  » 

(1)  THIKLK,  Astroph.  Journal,  L.  VI,  1897,  P-  65- 
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La  coordination  des  teles  et  des  queues  de  Jungbluth  esl  done 
formellement  en  contradiction  avec  celle  de  Kin";.  En  outre,  chez 
Jungbluth  les  bandes  completes  de  King  chevauchant  (Jig.  i)  les 
unes  sur  les  autres,  sont  remplacees  par  des  bandes  s'emboitant 
(Jig-  2)  les  unes  dans  les  aulres. 


Fig.  i. 


Jungbluth,  qui  signale  expressement  cette  circonstance,  ne  craint 
pas  d'ajouter  <}iie,  rapprochee  des  relations  numeriques  de  King, 
elle  apporte  aux  idees  de  ce  dernier  une  nouvelle  confirmation. 

Pour  rechercher  quelleest  exactemenl  la  porlee  des  experiences 


de  Jungbluth,  j'ai  marque  dans  le  dessin  (fig.  3)  les  points  obser- 
ves. La  partie  experimentale,  representee  en  traits  pleins,  se  ter- 
mine,  pour  les  quatre  bandes,  en.  a,  6,  c,  d.  Pour  deux  des  bandes, 


3S9O 

T  T  T  T 

'/      J2    -0  J+ 


en  b  et  en  c/,  elle  s'ecarte  de  la  parlie  extrapolee  par  Jungbluthj 
representee  en  pointille,  par  une  plus  grande  courbure,  semblant 
donner  raison  a  1'idee  de  Ritz,  et  rendant  impossible  1'attribution 
des  queues  faites  par  Jungblutb. 

Mais   si  Ton  compare  les  experiences  de  Jungbluth  a  celle  de 
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En  premiere  approximation,  le  quotient  des  frequences  variera, 
lui  aussi,  en  progression  arilhmetique.  C'est  ce  que  trouve  King. 
Eu  egard  a  la  grande  similitude  des  series  de  bandes  successives, 
on  ne  saurait  attribuer  une  portee  qnelconque  a  ce  que  ce  quotient 
passe  deuxfois  approximativement  par  les  monies  trois  valeurs. 

Get  argument  parait  neanmoins  avoir  pese  d'un  assez  grand  poids 
dans  la  conviction  de  Kayser  ( f),  qui  considere  comme  certain  que 
King  ait  trouve  les  queues  correspondant  aux  tetes  et  que  par 
suite  I'hypoiliese  de  Thiele  soit  exacte. 

Jungbluth  se  propose  de  contr61er  cette  hypothese  en  faisant  de 
nouvelles  mesures  sur  une  parti e  des  bandes  anciennemeiitconnues. 
Pour  les  discuter,  il  porte  en  abscisses  (-)  les  longueurs  d'ondes  et 
en  ordonnees  la  difference  des  longueurs  d'ondes  de  deux  raies 
consecutives.  Les  courbes  qu'il  obtient  ainsi  pour  quatre  des  bandes 
du  cyanogene  partent  de  leurs  te"tes  T,,  To,  T3,  T4  avec  une  allure 
approximativemeiit  parabolique,  qui  correspond  a  la  loi 

v  =  A-h(B/n-C)s 

.(v  =  frequence,  n  =  nombre  entier)  de  Deslamlres  ;  mais  pour  les 
raies  deiiumeros  d'ordre  eleves  la  courbe  est  netteinent  au-clessous 
de  la  parabole  etl'dcartentre  les  raies  consecutives  passe  m^me  par 
un  maximum.  Ges  courbes  experimeiitales  sont  continue'es  en  poin- 
tille  et  semblent  aboutir  naturellement,  dans  le  dessiii  original  de 
Jungbluth,  pour  les  trois  dernieres  bandes  a  des  queues  Q2,  Q3,  Q4 
indiqudes  par  King.  Pour  la  premiere,  une  tete  de  King  faisant 
d^faut  dans  la  region  ou  Jungbluth  1'aitend,  it  continue  la  courbe 
par  continuity,  et  determine  ainsi  la  position  de  la  queue  Q,,  dans 
une  region  ou  elle  est  inobservable  par  suite  de  la  presence  d'une 
bande  intense. 

Laissant  celle-ci  de  cote",  nous  avons  : 


Teles  d'apres 

Tdtes  d'apres 

Jungbluth. 

King. 

Queues  supposees. 

T,....     387i,53 

4  1  52,  9  3 

Q2.  .  .  .     3Go3  ,  J  ~>. 

T3....     386i,85 

4  1  58  ,2-2 

Q3  30-28,98 

T,,....     3854,85 

4(65,54 

Q^....^   3658,^7 

(')  KAYSER,  Handbuch  der  Spektrosk.,  t.  II,  p.  487. 

(2)  La  figure  donnee  plus  loin  est  celle  de  Jungbluth,  I'edessince  en  remontant 
aux  Tableaux  de  nombres  contenus  dans  son  travail. 
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important,  la  progression  arithmetique,  signalee  par  Jungbluth, 
des  ecarteinenls  maxima  des  rales  des  qualre  bandes  (a,  20  ;  2,00; 
i,;5;  i,5  A.).  Ge  fait  conserve  sa  valeur  independammenl  de  toule 
hypolhese  sur  I'existence  d'une  seule  ou  de  deux  tetes. 

On  peut  done  conclure  de  la  maniere  suivante  :  L'hypothese  de 
Thiele  est  appuyee  par  : 

i°  L'existence  des  te'tes  dirigees  dans  les  deux  sens  ; 

2"  L'existence  d:un  maximum  dans  Tecartement  des  rates. 

Mais  la  demonstration  de  cette  hypothese  n'a  pu  (kre  eontinuee 
jusqu'a  present,  ni  par  la  possibilite  de  coordonner  sans  equivoque 
les  tetes  et  les  queues,  ni  par  la  poursuite  de  la  de'croissance  de  la 
distance  des  raies  dans  un  intervalle  assez  etendu  au  dela  du  maxi- 
mum. L'ecartement  des  raies  dans  le  voisinage  de  la  queue  36o3 
y  contredit  formellement. 

L'idee  de  Ritz  n'est  pas  en  contradiction  avec  les  faits.  Mais  les 
indications  en  sa  faveur,  qui  restent  dans  les  qualre  bandes  du 
cyanogene,  sont  un  peu  diminuees  apres  suppression  de  la  parlie 
fautive  6'  b  de  Jungbluth. 

II  y  aurait  grand  interest  a  faire  de  nouvelles  determinations  sur 
des  bandes  composees  d'un  grand  nombre  de  raies  et,  peut-eHre, 
a  la  reprise  de  la  discussion  des  donnees  deja  connues. 


FIN. 
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Kayser  etRunge,  la  concordance  qui  est  bonne  jusqu'en  b1  cesse. 
On  se  rend  compte  facilement  que  Jungbluth  a,  en  Z>',  passe  par 
inadvertance  a  des  raies  d'une  bandevoisine  placee  par  rapport  & 
celles  de  la  bande  suivie  j  usque-la  a  pen  pres  comme  ies  trails 
d'un  vernier  par  rapport  aceux  de  1'echelle  principale.  D'ailleurs, 
Jungbluth  supprirne  dans  son  graphique  la  portion  b' b.  En  de"fini- 
tive,  sur  Ies  quatre  bandes,  la  correlation  entre  Jes  le"tes  et  Ies 
queues  est  admissible  alarigueur  pour  deux  d'entre  elles  (T2  —  QoJ 
T3-Q3). 

L'idee  cleRitz  sur  la  nature  non  reguliere  de  la  fonction  pour  Ies 
raies  d'ordre  eteve;  qui  repose  sur  la  brusquerie  du  coude  en  b',  a 
done  en  partie  comme  origine  une  erreur  de  Jungbluth. 

11  semble  qu'a  la  suite  clu  travail  de  Jungbluth,  la  conviction 
que  I'hypothese  de  Thiele  est  exacte  se  soit  generalisee.  En  igoS, 
A.  Hagenbach  (')  Fexprime  dans  une  monographic  sur  Ies 
spectres  de  bandes.  On  n'a  pas  remarque  qu'en  realite1  Ies  con- 
clusions de  Jungbluth  a  la  fin  de  son  travail  sont  heaucoup  moins 
alfirmatives  que  ses  courbes. 

On  trouve  encore  dans  Ies  TNotes  de  Ritz  1'indication  suivante  : 

«  Les  queues  de  King,  en  particulier  a  36o3,  sont  impossibles, 
parce  qu'elles  sont  composees  de  raies  relativement  intenses  avec 
des  differences  presque  constatites ,  tandis  que  Ies  differences 
devraient  croitre  tres  rapidement  comme  a  la  tcte  de  la  bande.  » 

Cette  remarque  est  tres  probablement  suggeree  par  I'examen  de 
la  planche  deKayser  etRunge  (-)  sur  laquelle  il  est  aise"  derecon- 
nattre  1'aspect  de"crit  par  Ritz.  On  peut  y  evaluer  la  distance  des 
raies  a  o}  5  A  environ,  ce  qui  porte  I'arc  de  courbe  correspondent 
bien  en  dehors  des  limites  de  la  figure.  Le  meme  aspect  est  visible 
sur  la  planche  de  Jungbluth  (loc.  cit.]. 

Get  argument  semble  definitivement  d^truire  ce  qu'il  reste  de 
probability  aux  attributions  faites  par  Jungbluth.  Nous  avons  de"j& 
fait  justice  incidemment  de  1'argument  que  Jungbluth  tire  de  ce 
que  Ies  longueurs  des  bandes  varient  en  progression  arithm^tique. 
Menlionnons  que,  par  contre,  Ril?;  note  avec  soin,  comme  tin  fait 


(l)  A.  HAGENBACH,  Wullner- Festschrift,   igo5,  p.  i33. 

(-)  Akad.  Berlin  (Phys.  Abh.  nicht  zur  Akad.  gehor.  Gelehrter,  1. 1,  1889, 

p.  44. 
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